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Resumo

Neste trabalho apresentamos o Teorema de Bayes atraveés de trés problemas matema-
ticos, que sao eles: O problema da caixa de Bertrand, o problema de Monty Hall e o
problema de travesseiro n° 5 de Lewis Carroll, dando destaque a este ultimo através
de sua generalizacgéo. Inicialmente apresentamos um resumo do percurso histérico da
probabilidade seguido por um resumo teorico. Logo apds, mostramos um pouco da
histéria dos trés problemas juntamente a suas solugdes através do Teorema de Bayes.
Trata-se de um estudo de natureza tedrica com resgate histérico. Os dados foram co-
letados através da consulta de varias fontes de informacgdes. Por fim, constata-se que
ao apresentar o Teorema de Bayes através de trés problemas matematicos e especi-
almente através da generalizagdo do problema de travesseiro de Lewis Carroll n® 5,
torna-o mais claro, constituindo-se uma outra possibilidade de abordagem, referidos
ao estudo de nogdes probabilisticas.

Palavras-chave: Probabilidade, teorema de Bayes, problemas matematicos.



Abstract

In this work we present Bayes’ Theorem through three mathematical problems, which
are: Bertrand’s box problem, Monty Hall’s problem and Lewis Carroll’s pillow problem
n°® 5, highlighting the latter through its generalization. Initially we present a summary
of the historical course of probability followed by theoretical results. After we show a
little of the history of the three problems together with their solutions through the Theo-
rem of Bayes. This is a study of a theoretical nature with historical recovery. Data were
collected by consulting various sources of information. Finally, it appears that when pre-
senting Bayes’ Theorem through three mathematical problems and especially through
the generalization of Lewis Carroll’s pillow problem n°® 5, it becomes clearer, constituting
another possibility of approach, referred to the study of probabilistic notions.

Keywords: Probability, Bayes theorem, math problems.
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1 Introducao

A palavra probabilidade deriva do Latim probare (provar ou testar). Sabe-se
que a Teoria das probabilidades € o ramo da Matematica que pesquisa e desenvolve
modelos para o estudo dos mais diversos fendbmenos aleatérios e que teve inicio na
tentativa de compreensao das chances existentes nos jogos de azar, de acordo com
Morgado et al. (2006). Diante disto, matematicos deram contribuicées importantes para
o seu desenvolvimento. A constru¢ao da teoria da probabilidade nao foi simples, e foi
apenas através do esforgo e aprendizado com a analise dos préoprios erros, que ocorreu
0 seu progresso, conforme Batanero, Henry e Parzysz (2005).

E bastante comum encontrarmos exemplos envolvendo lancamento de moedas
ao iniciar um estudo sobre probabilidade, e principalmente questionamentos em como
calcular a probabilidade da moeda cair do lado coroa e ao resolver um calculo bastante
simples chegar ao resultado de 50%. Porém, esse cenario pode se alterar conforme a
discusséo, principalmente se os questionamentos forem gerados a partir dos eventos
que aconteceram anteriormente. E pertinente afirmar que as probabilidades devem ser
revistas a medida que as informagdes sao alteradas ou chegam novas informagdes,
afirma Silver (2013).

Diante desta perspectiva, sao apresentados os seguintes problemas neste tra-
balho: O problema da caixa de Bertrand, o problema de Monty Hall e o problema de
travesseiro n° 5 de Lewis Carroll. Apresenta-se também uma generalizagéo deste ul-
timo. Esses problemas sdo exemplos que envolvem o uso correto de probabilidades
condicionais e que mostram que a intuicdo pode acabar nos levando a um outro resul-
tado. E utilizado como ferramenta de apresentacéo e resolugdo desses problemas o
Teorema de Bayes, que mostra como alterar as probabilidades a principio tendo em
vista novas evidéncias para obter probabilidades posteriormente.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo geral generalizar o problema de travesseiro n°
5 de Lewis Carroll.

Os objetivos especificos foram tragados a fim de atingir o objetivo geral, s&o
eles:

» Revisar a teoria das probabilidades através de definicdes, exemplos e teoremas.

» Apresentar os trés problemas: O problema da caixa de Bertrand; O problema de
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Monty Hall; O problema de travesseiro de Lewis Carroll n° 5.

Quanto a estrutura, o texto possui 5 capitulos.

No capitulo inicial, apresenta-se a introdugéo e os objetivos do trabalho. No se-
gundo capitulo, tem-se um resumo da trajet6ria histérica da probabilidade, seguido de
uma revisao de probabilidade abrangendo definigdes, teoremas e exemplos. Enfatiza-
se também neste capitulo os trés problemas classicos da Probabilidade e suas solu-
¢cOes a partir da aplicagao do Teorema de Bayes, os problemas citados sao: O problema
da caixa de Bertrand; O problema de Monty Hall; O problema de travesseiro de Lewis
Carroll n° 5.

No terceiro capitulo é retratado a descricdo do processo de pesquisa deste tra-
balho. No quarto capitulo sdo apresentados os resultados através da generalizagao do
problema de travesseiro de Lewis Carroll n° 5 apresentado anteriormente e a discus-
sao relacionada a pesquisa sobre ele. No ultimo capitulo sdo mostradas as conclusdes
obtidas e as possibilidades de ampliagdes para trabalhos futuros.
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2 Fundamentos historicos e tedricos

Conforme Gadelha (2004), os jogos de azar tém sido parte da nossa civiliza-
¢ao ha milhares de anos. Pinturas em tumbas egipcias feitas em 3500 a.C mostram
pessoas jogando o0 que se acredita ser o jogo de Tali que era praticado com astragalo
(Figura 1). O astragalo é um osso do calcanhar de um animal e é considerado o ances-
tral do dado moderno, ele possui “seis” lados, quatro deles ndo sao idénticos. Cada
lado era numerado com valores diferentes, os maiores recebiam o 3 e 0 4, e os demais
1 e 6. Os numeros 2 e 5 ndo eram utilizados, de acordo com Viali (2008). Além de ser
praticado para apostas, o jogo de Tali também era praticado para previsdes do futuro,
disputas e divisdo de herancgas (Figura 2 e 3). Queiroz (2007) afirma que nesse jogo
havia a integracao de uma dimensao mistica ou psicoloégica do acaso.

Figura 1 — Astragalo - dado de ossos

Fonte: Baader (2020)
Figura 3 — Estatueta de garota romana

Figura 2 — Romanos jogando dados jogando Tali

Fonte: Shauser (2018) Fonte: Trust (2020)

Platao (428-348 a.C.) e seu discipulo Aristoteles (384-322 a.C.) discutiram so-
bre a ideia de chances. Tempos depois, muitos estudiosos se ocuparam com proble-
mas e situagdes desse tipo, com variaveis para nog¢des de acaso, chamadas de aleat6-
rias, segundo Debnath e Basu (2015). O acaso é definido por Viali (2008), sendo “um
conjunto de forgas, em geral, ndo determinadas ou controladas, que exercem individu-
almente ou coletivamente papel preponderante na ocorréncia de diferentes resultados
de um experimento ou fenbmeno”. A abordagem matematica da Probabilidade, refe-
rente ao azar ou risco, iniciou ha mais ou menos 500 anos. A probabilidade é definida
por Viali (2008) sendo “o ramo da matematica que pretende modelar fenbmenos nao
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deterministicos, isto é, aqueles fenbmenos em que o acaso representa um papel pre-
ponderante.”

De acordo com Moraes et al. (2014), os primeiros trabalhos relevantes a res-
peito da probabilidade foram dos matematicos italianos Gerolamo Cardano (1501 -
1576) e Niccolo Fontana Tartaglia (1499 - 1557). Conforme Eves (2011), Cardano (Fi-
gura 4) € um personagem extraordinario da Historia da Matematica, pois estudou e
escreveu sobre aritmética, astronomia, fisica, medicina e outros assuntos. Além disso,
era apaixonado por jogos de azar, e como resultado escreveu um tratado sobre apostas
intitulado de Liber de Ludo Aleae (Livro dos jogos de azar), que foi publicado em 1663.
Esse médico e também matematico, foi o primeiro a introduzir técnicas de combinatéria
no calculo dos casos possiveis de um evento e também a considerar a probabilidade
de um evento como a razao entre o numero de casos favoraveis e o numero de casos
possiveis, segundo Viali (2008).

Figura 4 — Gerolamo Cardano

.:-
Fonte: Robertson (1998)

Moraes et al. (2014) afirma também que, o também matematico italiano, Galileu
Galilei (1564 - 1642), que possivelmente havia tido conhecimento dos trabalhos e dos
resultados de Cardano, fez um estudo completo do niumero possivel de resultados
em jogos de dados em sua obra Sopra le scorpeta dei dadi (Sobre o jogo de dados),
contribuindo assim nos estudos sobre a probabilidade.

Niccolo Fontana (Figura 5), também conhecido como Tartaglia, em sua obra
intitulada de General Trattato di Numeri et Misure (Tratado geral sobre numeros e me-
didas), publicada em 1556, aborda o problema de pontos (divisdo de aposta) proposto
pelo italiano Luca Bartolomeo de Pacioli (1445 - 1517). Este problema também & encon-
trado no Livro dos jogos de azar de Cardano. O problema de pontos, segundo Moraes
et al. (2014), consiste em determinar qual deve ser a divisdo das apostas quando um
jogo é interrompido antes do seu término. Sendo o problema descrito dessa maneira:
“Dois jogadores disputavam um prémio que seria dado a quem primeiro fizesse 6 pon-
tos no jogo da balla (jogo de bola medieval). Quando o primeiro jogador tinha 5 pontos
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e 0 segundo tinha 3 pontos, foi preciso interromper o jogo. Como dividir o prémio?
"Eves (2011).

Figura 5 — Niccold Fontana Tartaglia

(Al N~
Fonte: Robertson (2005)

De acordo com Queiroz (2007), o problema de pontos pode ser considerado o
problema fundador do Calculo de Probabilidades. Mesmo sendo discutido por Cardano
e Tartaglia, este problema obteve um avanco significativo em 1654, quando Antonie
Gombald (1610 - 1685) que se autodenominava cavaleiro de Méré, um intelectual fran-
cés apaixonado por jogos, o expds a Blaise Pascal (1623 - 1662). Conforme Gadelha
(2004), neste mesmo ano, 1654, Pascal (Figura 6) iniciou uma troca de correspondén-
cias com Pierre de Fermat (1601-1665) no qual foi estabelecido um método sistematico
para o calculo de probabilidades e solugao para o problema de Pacioli. Fermat (Figura
7) aperfeicoou a regra geral de Cardano, baseando o calculo de probabilidades no
calculo combinatoério e Pascal ligou o estudo das probabilidades ao triangulo aritmé-
tico, que hoje é conhecido como o triangulo de Pascal. O tridngulo aritmético ja existia
ha mais de 600 anos, mas recebeu esse nome porque Pascal descobriu novas pro-
priedades nele, relata Boyer e Merzbach (2019). Conforme Silva (2020), historiadores
expdem que esse padrao de numeros teria surgido no contexto dos estudos indianos
sobre analise combinatoria e de estudos gregos sobre numeros figurados, enquanto
0 padréo numeérico triangular, juntamente com varias de suas propriedades, ja eram
conhecidos nas culturas arabes e chinesas medievais.

Diante da troca de correspondéncias entre os estudiosos franceses, Blaise Pas-
cal e Pierre de Fermat, Calabria e Cavalari (2013), consideram esse periodo como o
marco do inicio da Teoria das probabilidades. Segundo Viali (2008), o holandés Chris-
tiaan Huygens (1629 - 1695) apos ter se informado sobre o assunto que motivou as
trocas de cartas entre Pascal e Fermat, em uma viagem a Paris em 1655, ao voltar a
Holanda, ele escreve um pequeno trabalho intitulado de De Ratiociniis in Ludo Aleae
(O raciocinio nos jogos de azar), que seria a primeira obra impressa sobre a Teoria da
Probabilidade.
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Figura 6 — Blaise Pascal Figura 7 — Pierre de Fermat

Fonte: Robertson (1996) Fonte: Robertson (2002)

Em 1718, o matematico francés, Abraham De Moivre (Figura 8) (1667 - 1754),
publicou o livro intitulado de Doctrine of Chances (Doutrina da probabilidade), que dis-
cutia sobre a teoria do acaso, onde expds a definicdo de independéncia e problemas
relacionados com dados e outros jogos, por exemplo, a probabilidade de tirar bolas de
cores diferentes de uma urna (FERREIRA; TAVARES; TURKMAN, 2002). De acordo
com Queiroz (2007), Jakob Bernoulli (1654 - 1705), matematico suigo, foi o primeiro a
dar uma definicdo classica de probabilidade, onde se afirma que “A probabilidade de
um evento € igual a razdo entre o numero de casos favoraveis e 0 numero de casos
possiveis”. Mas essa definigao foi consolidada quase um século depois, em 1814, na
obra Essai Philosophique sur les Probabilités (Ensaio Filosofico sobre Probabilidade)
por Pierre-Simon Laplace (1749 — 1827). Os livros de Bernoulli e De Moivre foram as
contribuigcdes mais importantes no periodo inicial da teoria da probabilidade, segundo
Moraes et al. (2014).

Figura 8 — Abraham De Moivre

Fonte: Robertson (2004)

O matematico e tedlogo Thomas Bayes (1702 - 1761), segundo Stein et al.
(2000), foi o primeiro a usar a probabilidade indutiva. Bayes (Figura 9) registrou suas
descobertas sobre a probabilidade e no ano de 1763, teve sua obra postuma publi-
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cada por Richard Price, intitulada por Essay towards solving a problem in the doctrine
of chances (Ensaio para Resolver um Problema na Doutrina das Probabilidades), esta
obra continha a férmula do Teorema de Bayes. Maia (2021) afirma que o Teorema de
Bayes é uma das principais ferramentas que temos para “refinar” uma previsao proba-
bilistica (probabilidade a priori) quando novos eventos, em geral ndo independentes,
acontecem. O raciocinio Bayesiano € baseado na conjectura de que as quantidades de
interesse sao controladas por distribuicdes probabilisticas e que decisdes 6timas po-
dem ser tomadas através do raciocinio sobre essas probabilidades somado aos dados
observados (ISLABAO; CAMPOS; TEDESCO, 2003).

O tratado Théorie Analytique des Probabilités (Teoria Analitica das Probabilida-
des), escrito por Laplace, foi publicado no ano de 1812, em dois volumes, com base
em trabalhos que desenvolveu entre 1771 e 1786. Os fundamentos da teoria de pro-
babilidade foram entdo colocados por Laplace em uma forma que se manteve prati-
camente sem alteragdes até o inicio do século XX. Esta obra incluiu as aplicacbes de
probabilidade na teoria de analise de erros de medi¢cdes desenvolvidas inicialmente
pelo matematico inglés Thomas Simpson (1730 - 1761) em 1756, conforme Gadelha
(2004). Em 1774, Laplace descobriu o teorema de Bayes de forma independente e ele
progrediu bastante, segundo Stigler (1986). A férmula de Bayes alcangou um destaque
maior apos estes trabalhos.

Figura 9 — Thomas Bayes Figura 10 — Pierre-Simon Laplace

Fonte: Robertson (2004) Fonte: Robertson (1999)

Conforme Tomaz (2007), na atualidade os estudos referentes a teoria da pro-
babilidade n&o se aplicam apenas em apostas de jogos de azar como em meados do
século XVI, mas principalmente nos estudos direcionados a obter probabilidades de
acontecimentos futuros.

Na secao a seguir, serdo apresentados definicoes, exemplos e teoremas, reti-
rados das seguintes obras: Bertsekas e Tsitsiklis (2000), Roussas (1997) e Hsu (1996),
a fim de realizar uma revisao sobre a probabilidade.
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2.1 Revisao de Probabilidade

Definicao 1. Todo modelo probabilistico envolve um processo ndo deterministico sub-
jacente, chamado de experimento aleatorio ¢, que produzira exatamente um dos varios
resultados possiveis. O conjunto de todos os resultados possiveis é chamado de es-
pacgo amostral do experimento, e é denotado por Q.

Definigao 2. Um subconjunto do espago amostral, ou seja, uma colegéo de possiveis
resultados, € chamado de evento.

Definigao 3. Considere um experimento com resultados finitos igualmente provaveis.
Entdo a definigao classica de probabilidade do evento A, denotado P(A), é definido

por
_ 4

—lar
em que | | representa a cardinalidade do conjunto A.

P(A)

Suponha que o espaco amostral tem um numero finito, n, de elementos, 2 =
{s1, 82, ...,8,}, Se paratodo i, 1 <i<mn,

1
p; = — 1=1,2,...,n,
n

isto é, todos os elementos do espago amostral tem mesma probabilidade, chamamos
0 espaco de equiprovavel.

Exemplo 1. Considere o langamento de um par de dados de 4 faces. Admitindo que os
dados sao honestos e interpretando essa suposi¢gao como que cada um dos dezesseis
resultados possiveis, isto €, o espago amostral 2 = {(4,j) : 4,7 = 1,2,3,4}. Perceba
que para calcular a probabilidade de um evento, deve-se contar o numero de elementos
do evento e dividir por 16 (0 numero total de possiveis resultados). A seguir estao
algumas probabilidades de eventos calculadas utilizando a defini¢gdo classica:

P({a soma das jogadas ser par}) = % = %

P ({a soma das jogadas ser impar}) = % = %

P({o primeiro langamento ser igual ao segundo}) = % = zll

P ({o primeiro langamento ser maior que o segundo}) = % = g
P ({pelo menos uma jogada ser maior que 4}) = v
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Definicao 4. (Axiomatica de Kolmogorov) Uma funcdo de probabilidade denotada
por P é uma fungéo que atribui a cada evento A um numero denotado por P(A), cha-
mado de probabilidade de A, e que satisfaz os seguintes requisitos:

1. P ndo é negativo, isto é, P(A) > 0, para todo evento A.

2. A probabilidade de todo o espagco amostral ) € igual a 1, ou seja, P(2) = 1.

3. Se Ay, A,, ... € uma sequéncia infinita de eventos mutuamente exclusivos em )
(A;NA; =0 parai # j), entéo

P (D Ai> = i P(A,).

Definigcao 5. (Probabilidade Condicional) Sejam A e B C (2, definimos a probabili-
dade condicional de A, dado que B ocorreu, denotado por P(A|B)

numero de elementos de AN B
numero de elementos de B

P(A|B) =

De forma generalizada,

P(ANB)

P(AIB) = g

P(B) > 0. (2.1)
A Probabilidade Condicional nos fornece uma maneira de raciocinar sobre o

resultado de um experimento, baseado em informagdes parciais. Alguns exemplos de
situagdes em que ela é utilizada:

a) Em um experimento envolvendo duas jogadas sucessivas de um dado, vocé
€ informado que a soma dos dois langcamentos é 9. Qual € a probabilidade de que o
primeiro langamento tenha sido um 67

b) Qual é a probabilidade de uma pessoa ter uma doenga dado que um teste
médico foi negativo?

c) Um ponto aparece em uma tela de radar. Qual a probabilidade de correspon-
der a uma aeronave?

Exemplo 2. Uma moeda honesta é langada trés vezes sucessivas. Desejamos encon-
trar a probabilidade condicional P(A|B) quando A e B sao os eventos: A = aparecem
mais caras do que coroas, B = o0 primeiro langamento € uma cara. Sendo H : cara e
T : coroa, temos que o espaco amostral consiste de oito elementos,

Q= {HHH,HHT,HTH, HTT,THH,THT,TTH,TTT},
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que supomos ser igualmente provavel. O evento B consiste nos quatro elementos:
HHH,HHT,HTH, HTT, entdo sua probabilidade é:

O evento P(A N B) consiste nos trés elementos HHH, HHT, HT H, logo sua

probabilidade é:

P(ANB) = g

Utilizando a férmula da probabilidade condicional (2.1), temos que:
P(ANB)

P(AIB) = —5 7 =

3
1

0| W00 | wo

Proposigao 1. (Regra do Produto) Assumindo que todos os eventos condicionantes
tém probabilidade positiva, temos que

P(N_, A;) = P(A)P(Ay|AD)P(A3| AL N Ay). . P(A, NI A).

Muitos experimentos tém naturalmente um carater sequencial, como vimos no
Exemplo 2, ou, por exemplo, observar o valor de uma agao em cinco dias. Uma des-
cricdo sequencial baseada em arvore € considerada util muitas vezes para descrever
0 experimento e o0 espago amostral associado. Um diagrama em arvore é formado por
nos, caracterizado por pontos que representam eventos, e esses nds sdo unidos por
segmentos de reta, chamados de ramos ou galhos, que indicam a ordem sequencial
de ocorréncia dos eventos. Podemos visualizar no exemplo a seguir:

Exemplo 3. Uma urna contém 3 bolas azuis e 8 bolas verdes. Suponha que sao sorte-
adas trés bolas sucessivamente e sem reposigédo. Qual a probabilidade de que sejam
retiradas 3 bolas verdes?

Considerando os eventos: V; = a primeira bola sorteada é verde; ;= a segunda
bola sorteada é verde; V3= a terceira bola sorteada é verde. Considere também os
eventos A; = a primeira bola sorteada € azul; A, = a segunda bola € azul e A; = a
terceira bola é azul.

A probabilidade de retirar a primeira bola e ela ser verde é TR Visto que o evento
. 7
V1 ocorreu, temos que a probabilidade da segunda bola ser sorteada e ser verde & 10
Dado que os eventos V; e V, ocorreram, a probabilidade de V; acontecer & g

O diagrama em arvore a seguir ilustra as possibilidades.
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Definicao 6. (Independéncia de dois eventos) Dois eventos A e B sdo chamados in-
dependentes, se a informacao da ocorréncia de B nao altera a probabilidade atribuida
ao evento A, ou seja,

P(ANB) =P(A)-P(B). (2.2)

Alternativamente, podemos aplicar a igualdade acima na férmula da probabili-
dade condicional (2.1), para obter:

P(A|B) =P(A). (2.3)

Definigao 7. (Independéncia de varios eventos) Se {4;,i = 1,2, ...,n} € uma sequén-
cia de eventos independentes, entao
P (ﬂ Ai> =[P,
€S €S

em que S é uma colecao discreta de indices, com i pertencente a S.

Exemplo 4. A independéncia de pares ndo implica independéncia de varios eventos.
Considere entre todos os eventos, dois langamentos de moedas independentes e os
seguintes eventos:

H, = { o primeiro lancamento é cara},
H, = { 0 segundo langamento é cara},
D = { os dois langamentos tém resultados diferentes}.

Pela definicdo de independéncia de dois eventos, temos que os eventos H; e
H, sao independentes. Para ver que H; e D sao independentes, nés temos que:

P(D|Hy) = "ELAD)

i) 1 2 ")

NI NG
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Da mesma forma, H, e D sao independentes. Por outro lado, temos:
P(HlﬂHng):O% ''''' :P<HI)P<H2)P(D)7
e esses trés eventos nao sao independentes.

Teorema 1. (Teorema da Probabilidade Total) Sejam A4, ..., A, eventos disjuntos
que formam uma particdo' do espago amostral (cada resultado possivel esta incluido
em um e apenas um dos eventos A, ..., A,) e considere que P(4;) > 0,Vi=1, ..., n.
Entdo, para qualquer evento B, temos

P(B)=P(A4NB)+--+P(4,NB)
=P(A4)) - P(B|A1) + -+ P(4,) - P(B|A,) (2.4)

Figura 11 — Representacao grafica do teorema da probabilidade total

Exemplo 5. Em um torneio de xadrez a probabilidade de ganhar um jogo € 0,3 contra
metade dos jogadores (chamaremos de tipo 1); 0,4 contra um quarto dos jogadores
(chamaremos de tipo 2); e 0,5 contra o quarto restante dos jogadores (chamaremos
de tipo 3). Considere que um oponente seja escolhido aleatoriamente. Qual é a proba-
bilidade de ganhar desse adversario?

Seja A; o evento de jogar com o oponente do tipo i. Temos que:

P(A1) =0,5; P(A3) = 0,25; P(A3) = 0,25.

Seja B o evento para ganhar. Temos
Utilizando o Teorema da Probabilidade Total (2.4), temos que a probabilidade de ganhar
é:
P(B) = P(A1) - P(B|A)) + P(Az) - P(B|Az) + P(A;) - P(B|A3)
=0,5-0,340,25-0,440,25-0,5
=0, 375.

Uma particdo consiste na divisdo do espago amostral em eventos cuja intersegao € vazia, isto &,
eventos mutuamente exclusivos e em que |J;'_; 4; = Q.

1
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Teorema 2. (Teorema de Bayes) Sejam A, ..., A, eventos disjuntos que formam uma
particdo do espago amostral, e suponha que P(A4;) > 0, para todo i. Entao, para qual-
quer evento B tal que P(B) > 0, temos:

P(Ai) P(B|A))

P(B)
~ P(A)P(B|A)) + ...+ P(A,)P(B|A,)’ '

P(AilB) =

Exemplo 6. Retornando ao problema do xadrez do Exemplo 5, temos que A; é o
evento de obter um oponente do tipo i, e

P(A;)=0,5; P(Ay) = 0,25; P(A3) = 0,25.
Além disso, B € o evento de ganhar, e
P(B|A1) =0,3; P(B|Az) = 0,4; P(B|A3) =0,5.

Suponha que vocé ganhe. Qual é a probabilidade de vocé ter jogado contra um opo-
nente do tipo 1?
Usando o Teorema de Bayes (2.5), temos:
P(A:) - P(B|A))

P(A1) - P(BJA1) + P(As) - P(B|Az) + P(A3) - P(B[A3)

0,5-0,3
T 0,5-0,34+0,25-0,4+0,25-0,5
=0, 4.

P(Al‘B) =

A seguir, apresentaremos dois problemas semelhantes ao problema de traves-
seiro de Lewis Carroll n® 5 e suas solug¢des através do Teorema de Bayes.

2.1.1 Problema da Caixa de Bertrand

Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900) foi um matematico francés que
trabalhou nas areas de teoria dos numeros, geometria diferencial e teoria da probabi-
lidade. Em seu livro Calcul des Probabilités (BERTRAND, 1889), foi apresentado pela
primeira vez o paradoxo da caixa de Bertrand.
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Figura 12 — Joseph Bertrand

Fonte: Wikipedia (2022)

2. Trois coffrets sont d’apparence identigue. Chacun a deux
tiroirs, chaque tiroir renferme une médaille. Les médailles du
premier coffret sont en or; celles du deuxiéme coffret en argent;
le troisi¢me colirel contient une médaille d'or et une médaille
d’argent.

On choisit un coffret; quelle est la probabilité pour trouver,
dans ses liroirs, une piéce d'or et une piéce d'argent?

Paradoxo da caixa de Bertrand no livro (BERTRAND, 1889)

“Trés caixas sao idénticas na aparéncia. Cada uma possui duas gavetas, cada
gaveta contém uma medalha. As medalhas da primeira caixa sdo de ouro; as da se-
gunda caixa, sdo de prata; na terceira caixa contém uma medalha de ouro e uma
medalha de prata. Escolhemos uma caixa: qual é a probabilidade de encontrar, em
suas gavetas, uma moeda de ouro e uma moeda de prata?” - Tradug&o do autor

%) )

Representacéo da caixa de Bertrand

Esse paradoxo geralmente é solucionado a partir do seguinte raciocinio: Depois
de escolher uma caixa ao acaso e abrir uma gaveta, qualquer que seja a medalha
encontrada, havera apenas duas opcgoes: (i) Escolhe-se a caixa com duas medalhas
de ouro; ou (ii) Escolhe-se a caixa com uma medalha de ouro e uma medalha de prata.
Destas duas opgbes, uma é favoravel para a caixa cujas medalhas s&o diferentes.
Sendo assim, a probabilidade de escolher a caixa que possui em suas gavetas, uma
medalha de ouro e uma medalha de prata € igual a 1/2. Porém, esta incorreto, pois
este paradoxo possui uma solugao contra intuitiva.

Para sua solugao é utilizado o Teorema de Bayes (2.5). Sendo as caixas nume-
radas de 1 a 3, respectivamente C1, C2 e C3. Suponha que uma pessoa abre a caixa
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1, em seguida abre uma gaveta dentro da caixa 1 e encontra uma moeda de ouro. Qual
€ a probabilidade de que a caixa 1 contenha uma medalha de ouro e uma medalha de
prata? Temos que (4, C5 e (3 sdo os eventos onde se abrem as gavetas das caixas,
e OO0, PP e OP os eventos onde as medalhas (Ouro, Ouro), (Prata, Prata) e (Ouro,
Prata), respectivamente, estdo dentro da gaveta da caixa C;.

Inicialmente a probabilidade de escolha de uma caixa & 3 ou seja

P(00) = P(PP) = P(OP) = %

A probabilidade da pessoa abrir a gaveta restante da caixa 1 e obter (Ouro, Ouro), é:

P(C1|00) = 1.

A probabilidade da pessoa abrir a gaveta restante da caixa 1 e obter as medalhas
(Ouro, Prata), é
1

pois ha duas possibilidades, a caixa com as gavetas que contém as duas medalhas
de ouro e a caixa que contém as gavetas com uma medalha de ouro e uma medalha
de prata.

E no ultimo caso, temos que a probabilidade da pessoa abrir a gaveta restante
da caixa e obter as medalhas (Prata, Prata), é:

P(C,|PP) =0,

pois ja sabemos que a pessoa retirou a primeira medalha de ouro. Perceba que:

Usando o Teorema de Bayes 2.5, temos:

1

Wl =

1
P(C,|OP)-P(OP) 5
P(Cy) STy

2

P(OP|Cy) =

Obtendo assim a resposta correta para este paradoxo, onde a probabilidade é igual a
1
g.

A seguir temos uma representagao da solugcao do paradoxo da caixa de Ber-
trand através do diagrama de arvore.



Capitulo 2. Fundamentos histoéricos e tedricos 26

1 ® 00
/C.(1

1
3
1
- P _ ® OP
3 C, 2 0
1
3 \'
0 o PP
Cs

2.1.2 Problema de Monty Hall

O problema de Monty Hall, também conhecido por paradoxo de Monty Hall,
nome concebido pelo estatistico Steve Selvin, € um problema matematico que sur-
giu na década de 1960, no game show chamado Let's Make a Deal (Vamos fazer um
acordo). O paradoxo possui esse nome devido ao nome artistico de um dos apresen-
tadores do programa, o Monte Halperin, conhecido como Monty Hall.

Figura 13 — Monte Halparin (Monty Hall)

Fonte: Usatoday (2017)

O jogo no programa consiste em: Inicialmente o apresentador Monty Hall exibe
trés portas numeradas, onde o competidor podera escolher uma das trés. Atras de uma
das portas se encontra um prémio (um carro), enquanto atras das outras duas portas,
ha prémios de pouco valor. Apdés o competidor escolher uma das trés portas, o apre-
sentador, sabendo onde esta o prémio de maior valor, abre uma porta que possui um
prémio de pouco valor. Posteriormente questiona o competidor se ele quer continuar
com a porta escolhida ou se quer trocar de porta. A questdo paradoxal é: O competi-
dor possui vantagem se mudar a sua escolha inicial? Matematicamente, fara diferencga
manter a porta inicial ou trocar?

A resposta para esse problema geralmente € dada intuitivamente, onde é con-
siderado pelo competidor que cada porta possui uma probabilidade igual e chega-se a
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conclusdo de que a escolha da mudanca de porta n&o possui importancia e o competi-
dor se mantém com sua escolha inicial. Ou seja, se uma porta € aberta, sobram duas,
onde ha 2 de chance de fazer a escolha entre uma ou outra porta. O contraditério é
dizer que se ao trocar de porta, as chances de encontrar o prémio de maior valor séo
dobradas. A solugao do problema revela que se um jogador muda para outra porta ele
possui % de chance de ganhar, porém, isso € um efeito contra-intuitivo de mudar a
escolha de portas.

Este problema, em um formato semelhante apareceu na edi¢ao da revista aca-
démica American Statistician, na secao Letters to the Editor, no ano de 1975, onde foi
resolvido por Steve Selvin. Contudo, este problema, sé possuiu uma maior visibilidade
apos 15 anos, quando foi publicado pela revista Parade como uma pergunta de um
leitor na coluna Ask Marilyn (Pergunte a Marilyn) de Marilyn vos Savant, na seguinte
forma:

“Suponha que vocé esteja em um game show e tenha a escolha de trés portas:
atras de uma porta esta um carro; atras das outras, cabras. Vocé escolhe uma porta,
digamos a n° 1, e o apresentador, que sabe o que esta atras das outras portas, abre
outra porta, digamos a n° 3, que tem uma cabra. Ele entado |lhe diz: Vocé quer escolher
a porta n° 2? E vantajoso para vocé fazer a troca?”

Figura 14 — Marilyn vos Savant

Fonte: Serena (2022)

Savant é uma colunista de revista americana que foi citada no Guinness Book of
World Records Hall of Fame em 1988, como a mulher com o quociente de inteligéncia
(Ql) mais alto do mundo. O Guinness citou o desempenho dela no ano de 1956, onde
em seu teste, obteve uma pontuagao de 228. Em 1990, a categoria maior QI foi retirada
do livro, pela incapacidade em apontar um unico proprietario do recorde.

Marilyn respondeu a pergunta do leitor, afirmando que é mais vantajoso trocar
de porta. Caso se mantenha na primeira porta ha 1/3 de chance de ganhar, mas tro-



Capitulo 2. Fundamentos histoéricos e teéricos 28

cando de porta se tem 2/3 de chance de ganhar. De acordo com o Jornal The New
York Times, desde que ela deu essa resposta, Savant estima ter recebido 10.000 car-
tas, onde em 92% do publico geral discordavam dela e 65% das cartas das universi-
dades eram contra a sua resposta. As criticas mais intensas vinham de matematicos
e cientistas.

“Talvez as mulheres olhem para os problemas de matematica de forma diferente
dos homens.”

Don Edwards. Sunriver, Oregon

“Tenho sido um leitor fiel de sua coluna e, até agora, nao tive motivos para duvi-
dar de vocé. No entanto, neste assunto (para o qual tenho experiéncia), sua resposta
esta claramente em desacordo com a verdade.”

James Rauff, Ph.D. Universidade Milikin

Apds muitas cartas recebidas, Savant decidiu responder o problema de Monty
Hall com outra explicagao, sugerindo desta vez que fossem feitas muitas tentativas.
Ainda assim, continuou recebendo cartas com criticas, mas também comecou a rece-
ber elogios.

“‘Minha turma se divertiu muito vendo sua teoria ganhar vida. Eu gostaria que
vocé estivesse aqui para testemunhar isso. A alegria deles é o que faz o ensino valer
a pena.”

Pat Pascoli, Park View School Wheeling, West Virginia

“A melhor parte foi ver os olhares nos rostos dos alunos enquanto seus numeros
eram contados. Os resultados foram emocionantes!”

Patricia Robinson, Ridge High School Basking Ridge, Nova Jersey

A solugao para o Problema de Monty Hall, se da através do Teorema de Bayes
(2.5), pois descreve probabilidades relacionadas a um evento, dado que outro evento
ocorre. Note que se o competidor escolher a porta 1, temos que P;, P, e P; sao os
eventos onde o carro esta atras da porta P, além de P(P;) ser a probabilidade do
evento P, acontecer e temos que A;, A; e A3 séo os eventos onde Monty Hall abre
a porta A;. Inicialmente a probabilidade do carro estar na porta 1, 2 ou 3 é 1 vamos
agora supor que o competidor escolha a porta 1. Avaliando as probabilidades de Monty
Hall abrir a porta A,, temos:

1
P(As|P) = 5 pois Hall pode escolher abrir a porta 2 ou a porta 3.
P(Ay|P,) = 0, pois Hall ndo pode abrir a porta que contém o prémio.

P(Ay|P;) = 1, pois Hall ndo possui escolha, ja que ndo pode abrir a porta que
contém o prémio e a outra porta ja foi escolhida pelo competidor.
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Perceba que

P(A;y) = P(A2|Py) - P(P) + P(A3| B) - P(Pe) + P(A2|Ps) - P(P)

1 1 1
Lz 1.2
3+O 3Jr 3

N~ DN~

Aplicando o Teorema de Bayes 2.5, temos:

1 1
P(Rl4r) = T P 203

2

Logo, se o competidor manteve a escolha na porta 1, entdo a probabilidade
do competidor encontrar o prémio na porta 1, onde o apresentador abriu a porta 2 e

A L1
prémio se encontra na porta 1 é 3

Esse resultado pode ser observado a seguir através de um diagrama em arvore.

.A2|P1

i

1 ® 0 ‘AQ’PQ
3 P,
1
3 \H
1—e A2|P3
Ps

Se o competidor mudar sua escolha e ir para a porta 3, e o apresentador abriu
a porta 2, temos que a probabilidade é:

1
' 1.2
P(PyA;) = P<A2|PP(31212)P(P3> - 32

2

Podemos visualizar esse resultado no diagrama em arvore abaixo:
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17. AQ’Pl
s
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2.2 Problema de Travesseiro de Lewis Carroll n2 5

Charles Lutwidge Dodgson, mais conhecido pelo seu pseuddnimo Lewis Carroll,
foi um romancista, contista, fabulista, poeta e matematico.

Figura 15 — Charles Lutwidge Dodgson (Lewis Carroll)

Fonte: wikipedia (2004)

Carroll € o autor do classico livro infantil Alice in Wonderland (Alice no Pais
das Maravilhas), e também publicou varios livros de matematica, incluindo o livro The
Mathematical Recreations of Lewis Carroll: Pillow Problems and a Tangled Tale (As
recreagdes matematicas de Lewis Carroll: problemas de travesseiro e um conto ema-
ranhado), CARROLL (1958), onde encontramos o problema de travesseiro n° 5 que
diz:
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Figura 16 — Problema de Travesseiro n® 5

5. (19: 31)

A bag contains one counter, known tobe either white or
black. A white counter is put in, the bag shaken, and
a counter drawn out, which proves to be white. What is
now the chance of drawing a white counter ? [8/9/87

Imagem retirada do livro: The Mathematical Recreations of Lewis Carroll: Pillow Pro-
blems and a Tangled Tale.

Tradugao:
“Um saco contém uma ficha, conhecida por ser branca ou preta. Uma ficha branca é
colocada, o saco € sacudido e uma ficha é retirada, o que prova ser branca. Qual é
agora a chance de retirar uma ficha branca?”

Conta-se que ao se deitar e ndo conseguir dormir por ser tomado por pensamen-
tos céticos, blasfemos ou profanos. Carrol, entdo, iniciou a pratica de resolver proble-
mas matematicos e assim esquecer tais pensamentos mundanos e conseguir dormir.
O problema n° 5 foi inventado e resolvido por ele no dia 08/09/1887. (NUMBERPHILE,
disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=n2Kp3toDJ9c)

Inicialmente este problema parece ser bastante simples, o que pode nos levar
a pensar que a probabilidade de se retirar uma ficha branca seja Y pois ha a possibi-
lidade de supor que o estado do saco, apos a operagao, € necessariamente idéntico
ao seu estado anterior. Porém, esse pensamento nao esta correto.

Temos que F' B e F' P sao os eventos onde se retiram do saco uma ficha branca
e uma ficha preta, respectivamente. Seja OB e OP os eventos onde a ficha original é
branca ou preta, respectivamente. Perceba que no comecgo do problema, temos que a
probabilidade do saco originalmente conter uma ficha branca € igual a probabilidade de
conter uma ficha preta, que é de % isto &, P(OB) = P(OP) = % A partir do momento
que adicionamos uma ficha branca, a probabilidade ja ndo é mais a mesma.

Seja P(F'B|OB) a probabilidade de retirar do saco uma ficha branca onde origi-
nalmente a ficha encontrada no saco é branca e é adicionada uma ficha branca, temos
que:

P(FB|OB) = 1, as duas fichas presentes no saco sdo brancas.

Da mesma maneira, sendo P(F'B|OP) a probabilidade de retirar do saco uma
ficha branca onde originalmente a ficha encontrada no saco é preta e é adicionada
uma ficha branca, temos que:

1
P(FB|OP) = Y pois originalmente a ficha presente no saco é preta.



Capitulo 2. Fundamentos histoéricos e teéricos 32

Note que: P(F'B) = P(FB|OB)-P(OB)+P(FB|OP)-P(OP) = +

DN | —
DN | —
DN | —
=] w

Utilizando o Teorema de Bayes (2.5), temos:

P(FB|OB) - P(OB)
P(FB)

P(OB|FB) =

Portanto, a probabilidade do saco originalmente conter uma ficha branca dado que foi
retirada do saco uma ficha branca, é de %

Podemos visualizar através do diagrama de arvore a seguir:

o

N = DN =

ﬁlHFB
\H

l\')lr—t
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3 Metodologia

Para a elaboracao deste trabalho, realizou-se uma pesquisa tedrica com res-
gate histérico. A pesquisa tedrica € também conhecida como pura ou basica. Segundo
Zanella (2009), esse € um tipo de estudo sistematico motivado pela curiosidade intelec-
tual. Além disso, na concepgao de Ferrari (1982), a pesquisa tedrica procura melhorar
o proprio conhecimento. Isso significa contribuir, entender e explicar os fenbmenos.

O resgate historico inclui analise de fontes relevantes, como documentos textu-
ais, fotografias, jornais e revistas significativos para o tema da pesquisa em evidéncia.
A combinacdo da pesquisa tedrica com o resgate historico permite que o pesquisador
obtenha uma melhor analise sobre o objeto de estudo.
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4 Generalizacao do Problema de Travesseiro

de Lewis Carroll n® 5

4.1 O Problema de Travesseiro de Lewis Carroll n® 5

Retornando ao Problema de Travesseiro de Lewis Carroll n° 5. Agora nas se-
guintes configuragdes:

Suponha que um saco contém duas fichas, conhecidas por serem brancas ou
pretas, logo em seguida, é adicionada uma ficha branca neste saco, ele é sacudido e

é retirada uma ficha branca.

Vejamos a representacao através do diagrama de arvore a seguir:

1
4
BP
2—.—2—031
4
1
4
\EHBl
pp 3

Inicialmente temos que o primeiro nd representa o espago amostral €2, note que
Q2| = 4. Seja B a representacéo para ficha branca e P a representacéo para ficha preta,
desta forma temos que ha E de chances de escolher um dos sacos, em que consiste
as seguintes situagdes: O saco possuir duas fichas brancas (BB); O saco possuir uma
ficha branca e uma ficha preta (BP); O saco possuir uma ficha preta e uma ficha branca
(PB); O saco possuir duas fichas pretas (PP).

Seja B; o evento onde se retira do saco uma ficha branca, temos que a proba-
bilidade de se retirar uma segunda ficha branca é:
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P(B,) =P(B.|BB)-P(BB) +P(B,|BP) -P(BP)+ P(B,|PB) - P(PB)

Utilizando o Teorema de Bayes 2.5, temos que:

3 1
P(B:|BB)-P(BB) 3 4
P(B) 8

12

P(BB|B;) =

3
g

Portanto, a probabilidade do saco conter duas fichas brancas dado que se retira
do saco uma ficha branca, é g

Podemos visualizar na tabela abaixo a atual e as demais probabilidades desta
situacao:

P(BB|B,) = 3/3
P(BP|B;) = 4/8
P(PP|B;)=1/8

Suponha que um saco possui trés fichas conhecidas por serem brancas ou
pretas, e é adicionada uma ficha branca. O saco é chacoalhado e é retirada uma ficha
branca. Podemos visualizar as probabilidades no diagrama de arvore abaixo:
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Note que o diagrama nos mostra que |Q2| = 8. Sendo assim, ha 1/8 de chances
de escolher um dos sacos. Nesta situagdo temos que a probabilidade de retirar uma
segunda ficha branca é:

20

P(B,)) = +

+ +

b1
8 4 32

=] w
+
| =
IS \)
0| —
N\
0| —
=N

IS TSN
0| —
=] W
0| —
= W
+
| =

ool

Enquanto a probabilidade do saco possuir trés fichas brancas dado que é reti-
rado do saco uma ficha branca, ou seja, P(BBB|B;) é:

oo =
NN

1
32

No Quadro 1 podemos observar as probabilidades dos eventos:

P(BBB|B;) = 4/20
P(BPP|B;) = 9/20
P(PPB|B;) = 6/20
P(PPP|B,) = 1/20

Quadro 1 - Resultados das demais probabilidades.

A partir desses casos, podemos observar os seguintes padrdes: || = 2"; (’;) =
sao as possibilidades para as posigdes das fichas, onde n = numero de fichas no saco
inicialmente e 0 < i < n. Seja B(,;) um numero x de fichas brancas e F,_,) um numero
n — x de fichas pretas, temos que

—r+1 - e : .
2T s possibilidades condicionais de retirarmos um numero 5, dado

n
que originalmente as fichas retiradas foram £, _).

4.2 Generalizacao para n fichas e uma ficha branca adicionada

Suponha que um saco possui n fichas conhecidas por serem brancas ou pretas,
€ adicionada uma ficha branca. O saco é balancado e é retirada uma ficha branca.
Podemos visualizar as probabilidades no diagrama de arvore abaixo:
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BB..BB 511

’Bl
/ -

(8) BB...BP n

. / n+l .o
)

2n

@ . n—xcr+1 o B,
2 By Py "1

1
\ 3

pp.pp n+l

Apds observarmos os padrdes anteriormente, temos que a probabilidade de

. . 2
se retirar do saco uma ficha branca, P(B;) = Z(n—trl) Antes de calcularmos essa
n

probabilidade, provaremos o seguinte resultado.

Lema 4.2.1.

n

3 (Z) (n—z+1) =2 (n+2).

=0

Demonstracdo. Considere a funcao

F(2) = zn: (Z) (n—z+1)z""

=0

Integrando f(z) em relagdo a z, obtemos:

/ f(2)dz = Z; <Z> s

=z -(z+1)" (Teorema Binomial)
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Derivando a integral em relagdo a z e avaliando z = 1 em ambos os membros,
chegamos a

d[ f(z)dz

= on—l 2).
p (n+2)

z=1

O

Teorema 3. A probabilidade de se retirar do saco uma ficha branca nas condi¢des
n -+ 2

Demonstragdo. Note que, podemos reescrever da seguinte maneira:

)
. (x n—x+1 n+2
P(B) =D 7 n+l  2n+1)

z=0

n

mzc) S(n—z+1).

=0

n+2

Conforme o Lema (4.2.1), segue que P(B;) = m

Ao calcular o seguinte limite:

Obtemos a resposta empirica do problema de travesseiro de Lewis Carroll n° 5,
tendo em vista se considerarmos a possibilidade do saco permanecer ao seu estado
inicial apds as agdes realizadas. Portanto, verificamos que a resposta do senso comum
ocorre quando o n tende ao infinito, ou seja, pode ser que mentalmente as pessoas
estejam excedendo o resultado para uma quantidade n grande e desconhecidas de
bolas brancas e pretas na sacola, acrescenta-se uma branca, aleatoriza-se o saco e
retira-se uma branca, quando na realidade, no problema original n = 1.

E temos que a probabilidade do saco possuir um numero = de fichas brancas,
B, € um numero n —x de fichas pretas, F,_,), visto que uma ficha branca foi retirada,
€ dada pelo corolario seguinte.

") n—a+1
o on T o1 " (n—ax+1
Corolario 4.2.2. P(B(,)P,—z)|B1) = 2 nf; L= (x)zn_(l(nJr 2) >'

2(n+1)
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Demonstracdo. Pela definicao de probabilidade condicional, temos que:

P((B)Pn-z) N (B1))

P(B()Pin-a)|B1) = P(B,)

Pelos padrbes observados no ramo do diagrama de arvore anterior, segue que:

2" n+1 (2) - (n—z+1)
PBw Po-nlB) = 59— = “o1m19)
2(n+1)

™) n—x+1

]

Note que o resultado do corolario (4.2.2), quando tomamos x = 0,--- ,n € uma
funcao de probabilidade, pois cada termo € maior ou igual a 0 e sua soma resulta em 1.
n?+n A n® + 3n? 4 4n
———,eavarignciaéVar(X) = —————
2n +4 4(n + 2)?

Porém, esses resultados ficam apenas como complemento nesta discussao.

Além disso, sua esperanca é E(X) =

Podemos observar outros resultados probabilisticos do corolario (4.2.2), em que
se varia n e z, na Tabela 1 abaixo:

Tabela 1 — Resultados para varios valores de n e x em P(B ;) P,_.)|B1).

& 1 3 5
5 |0,2232 | 0,2678 | 0,0089
10 | 0,0162 | 0,1562 | 0,2460
15 | 0,0008 | 0,0212 | 0,1185
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4.3 Generalizacao para n fichas e m fichas adicionadas.

Suponha que exista um saco com n fichas conhecidas por serem brancas ou
pretas, e em seguida, sao adicionadas m fichas brancas, o saco € sacudido e é retirado
uma ficha branca. A partir da imagem abaixo, podemos visualizar este caso.

sio adicionadas m fichas brancas

o saco & remexido e € retirado uma

i fichas conhecidas por serem
P ficha branca.

brancas ou pretas

Além disso, conseguimos visualizar as possibilidades no diagrama abaixo:

n+m

’Bl

pp.pp ntm
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Note que a probabilidade de retirar uma outra ficha e ela ser branca é dada pelo
seguinte teorema.

Teorema 4. A probabilidade de se retirar do saco uma ficha branca nas condi¢des
acima é:
n
" \z n—x+m __ n+2m

P(B;) = = :
(B1) e~ n+m 2(n +m)

Demonstracdo. Essa demonstracédo é analoga a demonstracdo do Teorema 3. O

Corolario 4.3.1. A probabilidade do saco conter um numero x de bolas brancas, ou
seja, B, e um numero n— x de bolas pretas, isto &, F,_,), dado que uma ficha branca
Ja tenha sido retirada é dada por:

) n—z+m

o T tm (Z)-(n—x—l—m)
PBw Po-olB) = =3 om — = “oimram)
2(n+m)

Demonstragdo. Essa demonstragdo € analoga a demonstragdo do Corolario 4.2.2.
Note que, quando m = 1, temos o resultado do corolario anterior. [

Observe que o resultado do corolario (4.3.1), quando tomamos x = 0,--- ,n

€ uma fungdo de probabilidade, pois cada termo é maior ou igual a 0 e sua soma
n?+2nm —n

resulta em 1. Temos que sua esperanca € F(X) = ——, e a variancia é
2n +4m
n n
Var(X)=-1— ——|.
ar(X) 4[ (2m+n)2]

Na Tabela 2 abaixo podemos visualizar algumas probabilidades do corolario
(4.3.1), variando n e m na situagdo em que o saco possui apenas fichas pretas inicial-
mente (z = n).

Tabela 2 — Resultados obtidos onde inicialmente o saco possui apenas fichas pretas.

N 2 5 10
3 |0,0714 | 0,0962 | 0,1087
5 |0,0139 | 0,0208 | 0,0250
10 | 0,0003 | 0,0005 | 0,0007
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4.4  Generalizacao para n fichas, m fichas adicionadas, onde em r

tentativas retira-se B(y) fichas brancas, com repetic3o.

Suponha que exista um saco com n fichas conhecidas por serem brancas ou
pretas, e em seguida, sao adicionadas m fichas brancas, o saco é sacudido e é retirado
uma quantidade B, de fichas brancas em r tentativas, com repetigdo. Note que temos
as seguintes probabilidades:

B, Py n—+m

ByP, : (1 —p)"
n-—+m ® Po ( p)

(?) BoaPr o — 1

A0/ e BiP._: 1-—
on / n-+m ! ! T‘p( p)

Q ° nim-o 'Bypr—y:(;)'py'(l_p)riy

r—1

2n
\ \

() : 2 . )

/) e B, P :( ) -p - (1—py !

s pe . ntm (N

1 T n r—mn
e B.P:([)-p"-(1-p)
ByP, n—+m
n+m-—x

em que P = n—|——m

A partir dos padrdes observados anteriormente, foi possivel identificar outros,
como o modelo binomial p(z) = (")p*(1—p)" —z,onde z = 0,1, ..., n., e a série binomial

(1+2)" = i (Z)xk 2| < 1.

1=0

Podemos observar a seguir como é dada a probabilidade do saco conter um
numero y de fichas brancas, B(,), € um nimero r — y de fichas pretas, F,_).
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Teorema 5.
(") n+m—i S N AV AVAAYL:
P(B.,)Pi_,) = :
(B For—) 2" n+4+m ZZZ(y)( J )(k)<l)x
i=0 j=0 k=0 1=0
+m —1 +
1tk (T
( ) ( n—+m )

Demonstracgéo.

n—l—m—i)y(l n+m—i>’"y
n—+m n—+m

VRS

- (- -
n+m n+m

S (s (e

n-—+m

I

NE
NS

S
3|+
+13
3|
N
< 3

N—— " N— 7

]

Perceba que P(B, P,_,)) € uma nova fungdo ~ que depende de n, m, r e y,
isto e,
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Podemos visualizar alguns resultados através da tabela abaixo:

Tabela 3 — Alguns resultados encontrados a partir da generalizagéo.

n | m|r |y | Resultados
3 110,1245
3 3| 0,2797
5 10,0312
5 3| 0,1699
3 10,1020
5 3 | 0,3590
5 110,0175
3| 0,1662
3 10,1512
3 310,1776
5 1 10,0454
10 3 | 0,1806
3 10,1380
5 3| 0,2275
5 1 10,0325
3 | 0,1901
3 110,1624
3 3| 0,1398
5 1 10,0530
15 3 10,1801
3 10,1541
5 30,1748
5 110,0418
3| 0,1927

A partir dos resultados acima, podemos perceber que quando n aumenta e 0s
outros parametros se mantém, as chances do saco conter fichas brancas diminuem
nas situacdes em que: Os valores dos parametros m = r = y; Os valores de r = y
e o valor de m é maior que eles. Ou seja, a probabilidade diminui nos casos em que:
O numero de fichas brancas adicionadas for igual ao numero de tentativas e igual ao
numero de fichas brancas retiradas, com repeticdo; O numero de tentativas for igual
ao numero de fichas brancas retiradas e esse valor ser menor do que o numero de
fichas brancas adicionadas.

Conseguimos observar também que quando o valores de m aumentam e os
outros parametros se mantém, as chances diminuem nas situagées em que os valores
de r > y. Ou seja, quando um numero de fichas brancas é adicionado, a probabilidade
diminui nas situagées em que o numero de tentativas € maior que o numero de fichas
brancas retiradas. Além disso, assim que os valores de r aumentam, ou seja, assim
gue os numeros de tentativas aumentam, e as outras medidas se mantém, as chances
aumentam em apenas 1/4 dos resultados analisados. Na situacdo em que y aumenta,
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apenas em um dos casos analisados a probabilidade diminui, especificamente no caso
em que n = 15 e m = r = y. Diante do que foi possivel analisar, percebemos a
importancia de se rever as probabilidades a partir do momento que chegam ou se
alteram as informacgoes.

- W ntm e oy
Corolario 4.4.1. P(B(I)P(n_xﬂB(y)P(r_y)) = H(n T y)

, em que
n+m-—ux

p= n-—+m

Demonstragdo. A demonstragao deste corolario € semelhante ao do Corolario (4.2.2).
O
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45 Discussao

De acordo com Gardner (2020), o problema de travesseiro de Lewis Carroll n°
5 é um problema simples de ser enunciado, mas confuso para analisar corretamente.
Além da solugao proposta por Carroll, ele apresenta uma solugao proposta por um
leitor de Chicago, Howard Ellis. Ainda que as solugdes se diferenciem, elas indicam
a mesma conclusado, considerando apenas uma ficha no saco inicialmente, ou seja,

n=1.

A partir do que foi apresentado neste trabalho, percebe-se a relevancia de es-
tender os resultados da observagao de alguns casos ao conjunto dos casos possiveis,
além do que, podemos observar novas possibilidades a partir de n > 1, além do acrés-
cimo de fichas brancas, m > 1, e a medida que adicionamos valores aos parametros n,
m, r € y presentes na férmula geral nos retorna diversas probabilidades. Como aplica-
¢ao pratica derivada deste trabalho, encontrou-se algumas fun¢des de probabilidades,
no decorrer do estudo, a partir do teorema de Bayes, o que distingue a pesquisa. Estas
distribuicdes merecem aprofundamento em outros trabalhos subsequentes.
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5 Consideracoes Finais

O propdsito principal deste trabalho foi a generalizagdo do problema de traves-
seiro n° 5 de Lewis Carroll. Para isso ocorrer, foi fundamental a realizacdo de uma
sintese da trajetéria historica da probabilidade, de uma revisao sobre a probabilidade
envolvendo definigdes, teoremas, exemplos e apresentagao dos problemas semelhan-
tes ao problema central deste trabalho. Diante disto, considera-se que foi possivel
atingir tanto o objetivo geral quanto os objetivos especificos deste estudo.

A partir das pesquisas realizadas, nao foi possivel identificar trabalhos anteri-
ores que realizassem tal generalizagdo, apenas trabalhos que tratam o problema de
travesseiro de Lewis Carroll n°® 5, como um quebra-cabeca, considerando apenas uma
ficha dentro do saco. Desse ponto em diante, percebemos a importancia desta pes-
quisa, pois € possivel observar e analisar novas possibilidades a partir dela.

As dificuldades enfrentadas durante o desenvolvimento deste estudo se deram
principalmente pela caréncia de materiais que apresentassem o problema principal
deste trabalho. Para trabalhos futuros, tem-se a proposta de generalizagdo para os
problemas da caixa de Bertrand e o problema de Monty Hall, além da utilizagdo de ou-
tros modelos de probabilidades como a hipergeométrica e binomial negativo na amos-
tragem das fichas e o estudo sobre as fungbes de probabilidade encontradas neste
trabalho.
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