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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo construir a Integral de Lebesgue, revisitar o Teo-
rema Fundamental do Calculo sob o olhar desta integral e construir a integracao em um
espaco de medida abstrato, culminando na demonstracao do Teorema de Radon-Nikodym.
Para isso, exibimos inicialmente conceitos preliminares da Teoria da Medida de Lebesgue,
como a medida exterior e a mensurabilidade de conjuntos. Em seguida, construiremos a
Integral de Lebesgue por etapas e provaremos alguns resultados de convergéncia adequa-
dos. Para reexaminar o Teorema Fundamental do Céalculo iremos provar o Teorema da
diferenciacao de Lebesgue e apresentamos um estudo das fungdes de variacao limitada e
das fungoes absolutamente continuas. Posteriormente, abordamos uma aplicagao da teo-
ria na retificabilidade de curvas e na desigualdade isoperimétrica. Por fim, generalizamos
a estrutura para a Teoria da Medida Abstrata, definindo a integracao em um espaco de
medida, definindo a no¢ao de medida com sinal e medida absolutamente continua e, no

fim provamos o Teorema de Radon-Nikodym.

Palavras-chave: Integral de Lebesgue; Teoria da Medida; Teorema Fundamental do

calculo, Medida Abstrata.



Abstract

The present work aims to construct the Lebesgue Integral, revisit the Fundamental The-
orem of Calculus from the perspective of this integral, and construct integration in an
abstract measure space, culminating in the proof of the Radon-Nikodym Theorem. To
this end, we initially present preliminary concepts of Measure Theory, such as the outer
measure and the measurability of sets. Next, we will construct the Lebesgue Integral in
stages and prove some appropriate convergence results. To re-examine the Fundamental
Theorem of Calculus, we will prove the Lebesgue Differentiation Theorem and present
a study of functions of bounded variation and absolutely continuous functions. Subse-
quently, we address an application of the theory to the rectifiability of curves and the
isoperimetric inequality. Finally, we generalize the structure to Abstract Measure The-
ory, defining integration in a measure space, defining the notion of signed measure and

absolutely continuous measure, and, ultimately, we prove the Radon-Nikodym Theorem.

Keywords: Lebesgue Integral; Measure Theory; Fundamental Theorem of Calculus,

Abstract Measure.
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Introducao

A necessidade de quantificar e medir areas, volumes e comprimentos remonta as pri-
meiras civilizagoes. Uma questao que surge é: como podemos medir um segmento de
reta? a maneira mais imediata de pensar é usar uma régua. Os gregos tinham uma ideia
semelhante: embora suas réguas nao fossem divididas em milimetros como as atuais, o
principio é o mesmo, ou seja, ¢ preciso dividir o objeto em partes iguais, sendo que cada
parte ¢ a unidade de medida. Contudo, surge a questao: se tivéssemos uma régua com
uma unidade de medida que pudesse ser tao pequena quanto necessario, conseguiriamos
medir qualquer objeto com ela? A resposta para essa pergunta é nao, e a explicagao reside

na existéncia dos nimeros irracionais.

O céalculo teve um grande avanco com as descobertas de Newton e Leibniz. Newton
utilizou a nogao de infinitesimais para resolver problemas fisicos, e Leibniz introduziu
notagoes que sao utilizadas até hoje, como o simbolo da integral / . Embora esses avancgos
tenham sido fundamentais para a matematica, seus desenvolvedores nao se preocuparam
em estabelecer um rigor formal. O foco era aplicar essa nova no¢ao em problemas praticos,

avancando no estudo do movimento, célculo de area e taxas de variacao.

A busca por esse rigor levou a definicao de integral de Cauchy, geralmente considerada
a primeira definicao formal. Foi publicada em 1823 no livro “Résumé des lecons données
a U’Ecole royale polytechnique sur le calcul infinitésimal” [5] (Resumo das Ligoes Dadas
na Escola Real Politécnica sobre o Célculo Infinitesimal). Para uma func¢ao f definida em

la, b], Cauchy, na pagina 85 deste livro, define:

S(o) = f(wo)(w1 — o) + -+ + f(wn1)(Tn — Tp1), (1.1

onde o0 = {z;}_, é uma particao do segmento [a, b]. A soma S possui um “limite” quando

b
d(c) — 0, o qual é chamado de integral definida / f(z)dz.
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Alguns anos depois, a definicdo de integral dada por Riemann é semelhante a abor-
dagem de Cauchy, exceto pelo fato de o ponto escolhido em cada intervalo da particao
ser arbitrario. Apesar da semelhanga na defini¢ido, Riemann [11] avangou ao examinar as
condic¢Oes necessarias e suficientes sob as quais uma funcao é integravel. Nas palavras de

Riemann:

“Se a fungao f(z) for sempre finita, e se, com a diminuicao infinita de todas as
grandezas ¢, a grandeza total s dos intervalos nos quais as oscila¢oes da funcao
f(z) sdo maiores que uma dada grandeza o se tornar, por fim, sempre infini-

tesimal, entdao a soma S converge quando todos os ¢ se tornam infinitamente

pequenos.” (RIEMANN;, 1876, p. 241)

Neste contexto, 0 representa o tamanho dos intervalos da particao. Assim sendo, Riemann

representou um grande avango na integracao.

Em 1875, Darboux, que ja havia tido contato com as defini¢coes de Riemann, pu-
blica um artigo intitulado “Mémoire sur les fonctions discontinues” [6] (Memoria sobre
as Fungoes Descontinuas), no qual discute alguns resultados de Riemann sobre fungoes
descontinuas que podem ser integraveis. Além disso, Darboux propde uma nova defini¢ao
de integral, que ¢é geralmente a estudada nos cursos de andlise e que utiliza a nogao de

infimo e supremo em cada intervalo da partigao.

Posteriormente, outras defini¢oes de integral surgiram, mas um avancgo importante foi
o do matematico Du Bois-Reymond, que demonstrou o seguinte: se, para cada o > 0, o
conjunto dos pontos em que a oscilacdo da funcao é maior que a pode ser incluido em
uma colecdo finita de intervalos de comprimento total arbitrariamente pequeno, entao o
critério de integrabilidade de Riemann é satisfeito. A condi¢ao de poder ser incluido em
uma colecao finita de intervalos de tamanho arbitrariamente pequeno é o que se chama
de contetdo nulo ou extensao nula. Mais tarde, a caracterizacdo da integral de Riemann
foi expandida: se os pontos de descontinuidade da fungao puderem ser incluidos em uma
quantidade contdvel de intervalos de comprimento total arbitrariamente pequeno, entao

a fungao ¢ integravel no sentido de Riemann.

A teoria da medida comecou a ser desenvolvida entre o final do século XIX e o inicio

do século XX, impulsionada inicialmente pela nocao de conjuntos com “extensao nula’”.
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Alguns dos primeiros a buscar formalizar a no¢ao de medida de intervalos foram mate-
méticos como Cantor, Stolz e Peano. Posteriormente, a teoria foi expandida por Emile
Borel, Henri Lebesgue e Constantin Carathéodory, cujas abordagens sao estudadas até os
dias atuais. Borel, apesar de nao ser o primeiro, ele apresentou grandes avangos na teoria,
Borel introduziu uma teoria que conectava topologia a medida e possibilitou, assim, que

seu aluno Lebesgue desenvolvesse a Medida de Lebesgue.

Nesse contexto, Lebesgue ampliou essa estrutura ao formular uma nova definicao de
integral, mais geral que a integral de Riemann. Sua principal motivacao era estender o
conceito de integragao para lidar com fungdes e conjuntos mais complexos, que a abor-
dagem de Riemann nao conseguia tratar adequadamente. Com essas novas ferramentas,
Lebesgue buscou resolver problemas até entao insoluveis, e a nocao de mensurabilidade

de fungoes e conjuntos foi importante para essa formulacao.

Da teoria dos conjuntos e das fungoes mensuraveis, emergem ferramentas que nao sé
delineiam novos caminhos, mas também mantém vinculos essenciais com conceitos prede-
cessores. Littlewood, ao resumir essas conexoes, estabeleceu trés principios fundamentais
que servem como guias intuitivos valiosos para aqueles que se aventuram nos primeiros es-
tudos dessa teoria. Estes principios destacam a quase onipresenca de certas caracteristicas

subjacentes:

(i) Cada conjunto é quase uma unido finita de intervalos;
(ii) Cada funcao é quase continua;

(iii) Cada sequéncia convergente é quase uniformemente convergente.

A mensurabilidade dos conjuntos e fung¢oes mencionadas é pressuposta neste contexto,
sendo a palavra “quase” o ponto inicial que requer uma interpretacao precisa e contextu-

alizada.

O estudo da diferenciagdo e integracao é um pilar da matematica, e aprofundar-se
neles através da teoria de integracao de Lebesgue nos oferece uma compreensao mais
abrangente. Estuda-se no célculo que a diferenciacao e integragdo sdo operagoes inversas,
e 0 objetivo é reexaminar essa ideia em um contexto mais geral. Dessa forma, natural-

mente surgem algumas perguntas, que foram elas que nortearam o estudo desenvolvido, a
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X
primeira questao que surge é: se f é integravel em [a,b] e F(z) = / f(y)dy isso implica
a
que F' é diferencidvel (em quase todo ponto) e que F' = f7 A resposta afirmativa a essa
pergunta, que pode parecer intuitiva do calculo, ganha uma base e um alcance muito

maior com o Teorema da Diferenciagao de Lebesgue.

A segunda questao inverte a ordem da diferenciacdo e integragdo, ou seja, sob que
condigoes em uma fungdo F' em [a,b] garantimos que F’(z) existe (para quase todo z),
que essa funcado é integravel e que, além disso, F'(b) — F'(a) = / ' F'(z)dx? Para abordar
essa questao, introduzimos as fungoes de variacao limitada. Es;as fungoes possuem uma
propriedade importante, que serd observada ao longo do trabalho: elas sao diferenciaveis

em quase todo ponto.

Para solucionar a segunda questao posta aqui estudamos as fungoes absolutamente
continuas. Essas func¢oes sao uma subclasse das fungoes de variagao limitada e sdo preci-
samente aquelas para as quais o Teorema Fundamental do Célculo, na forma F'(b)—F(a) =
/ ' F'(x)dz, é valido. A distingao entre fungoes de variagao limitada e fungoes absoluta-
njente continuas é importante e ¢é ilustrada pela funcao de Cantor-Lebesgue. Esta é uma

funcao continua e de variagao limitada, mas que nao é absolutamente continua.

No contexto das curvas, introduzimos a nocao de curva retificavel, questionando se
b

a conhecida féormula para o comprimento de arco, L = / (' (t)* + 9/ (t)*)"/2dt, continua
a

valida. A resposta para essa questdao foi desenvolvida no trabalho, e revelou a conexao

entre retificabilidade e a continuidade absoluta.

Além disso, apds explorar as propriedades de diferenciacao e integracao no contexto de
Lebesgue, e estabelecer uma base para a compreensao das curvas retificaveis, o presente
trabalho apresenta um resultado famoso da analise geométrica: a desigualdade isope-
rimétrica. A prova dessa desigualdade, conforme apresentada, depende do conceito de
contetdo de Minkowski de uma curva. A relevancia do contetido de Minkowski aqui é que
a retificabilidade de uma curva ¢é equivalente a ter um conteiido de Minkowski finito, com

essa quantidade sendo o préoprio comprimento da curva.

Embora a medida de Lebesgue tenha apresentado um grande avanco na teoria da me-
dida e integracdo, sua construcio depende da estrutura topolégica do espaco R¢. Buscou-

se, entao, uma generalizacao que nao dependesse de nogoes topoldgicas, o mateméatico
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Constantin Carathéodory formulou uma definicdo de medida que utiliza apenas a teoria
dos conjuntos. KEssa abordagem axiomatica permitiu a definicdo da estrutura abstrata
de um espaco de medida. A teoria é entdo estendida para além do caso de medidas
positivas, introduzindo o conceito de medida com sinal e neste contexto aparece nova-
mente a nocao de continuidade absoluta, cuja importancia é demonstrada pelo Teorema

de Radon-Nikodym.
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Teoria da medida

A teoria que serd desenvolvida aqui, inicialmente, é sobre a Medida de Lebesgue. Henri
Lebesgue foi um matematico que revolucionou a teoria da integragao no inicio do século
XX, e sua obra foi profundamente influenciada por seu orientador, Emile Borel. Borel, foi
matematico francés que, embora nao fosse o primeiro a falar sobre medida, desempenhou

um papel fundamental no desenvolvimento dessa area.

Figura 1 — Emile Borel

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel

Em 1898, Borel publicou o livro intitulado “Legons sur la théorie des fonctions” [2]
(Ligoes sobre a teoria das fungoes). Nessa obra, especificamente nas paginas 46-47, ele
delineou as propriedades fundamentais que uma medida deveria satisfazer. Em esséncia,

as condigoes propostas sao as seguintes:

1. A medida é sempre nao-negativa;

2. A medida de uma uniao de um ntimero enumeravel de conjuntos disjuntos é igual a

soma das suas medidas;


https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%89mile_Borel

2.1. CONCEITOS PRELIMINARES 20

3. A medida da diferenca entre dois conjuntos (onde um é subconjunto do outro) é

igual a diferenca das suas medidas;
4. Todo conjunto cuja medida nao é zero é nao-enumeravel.

Veremos que a medida de Lebesgue satisfaz todas essas propriedades. Mas, para de-

senvolver essa teoria, iremos iniciar com a apresentacao de alguns conceitos preliminares.

2.1 Conceitos preliminares

Definicdo 2.1. A bola aberta em RY centrada em z e de raio r ¢ definida por
B(z)={y e R": |y — x| <7}

Defini¢do 2.2. Um subconjunto £ C R? ¢ aberto se para todo x € E existe r > 0 tal
que B,(x) C E.

Defini¢ao 2.3. Um ponto z € E é um ponto interior se existe r > 0 tal que B,.(z) C E.

O conjunto de todos os pontos interiores de E é chamado interior de E.

Definicdo 2.4. Um cubo fechado em R? é dado pelo produto de intervalos fechados,

limitados e de comprimento iguais, isto é,
C = [ay, b1] X [ag, bg] X -+ X [ag, by
com by —a; =by —ay = -+ =bg— aq e o volume de C' denotado por |C| é definido por
C] = (b1 —a1) - (b2 — az) -+ (ba — aa).

Definicao 2.5. Uma unido de cubos é dita quase disjunta se o interior dos cubos sao

disjuntos.

Teorema 2.6. Todo subconjunto aberto O de R pode ser escrito como uma unido enu-

merdvel de cubos quase disjuntos.

2.2 A medida exterior

Para construir uma teoria da medida, precisamos primeiro entender a ideia de medida

exterior, este serd o ponto de partida. Essencialmente, a medida exterior, denotada
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por m,, atribui uma espécie de “tamanho preliminar” a qualquer subconjunto de R
O proprio nome “medida exterior” sugere seu propdésito: determinar o volume de um
conjunto E através de uma aproximacao “por fora” Isso é feito cobrindo o conjunto E

com cubos.

Definicao 2.7. Seja £ um subconjunto de R?, dizemos que a medida exterior de E é
m.(E) =inf ) Q]
j=1

onde o infimo ¢ tomado em toda cobertura enumerdavel E C ;2 @; por cubos fechados.

A medida exterior é sempre nao negativa, mas pode ser infinita. De forma geral,

podemos dizer que 0 < m,(E) < oo.

Exemplo 2.8. A medida exterior de um ponto é zero, basta observar que um ponto é
um cubo com volume zero e é coberto por si mesmo. E, como a medida exterior do vazio

¢é igual a zero, segue o resultado.

Exemplo 2.9 (Conjunto de Cantor). O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo
[0,1] definido pelo mateméatico Georg Cantor. Tal conjunto carrega consigo algumas
caracteristicas interessantes, vejamos agora como ¢ construido esse conjunto. Comecamos
com o intervalo fechado e limitado Cy = [0, 1] e seja C; obtido retirando o intervalo aberto
do tergo de médio de [0, 1], isto é,
1 2
a=o.gulz].

O conjunto C5 é obtido fazendo isso para cada subintervalo de (7}, isto é, deletamos o

intervalo aberto do terco médio de [O, % e [%, 1] Dessa forma temos

=P B oY)

Repetimos esse processo para cada subintervalo de C5 e assim por diante. Esse procedi-

mento gera uma sequéncia Cy, k = 0,1,2,... de conjuntos limitados e fechados com
CoDC1 D0, DC,DCky1 D
O Conjunto de Cantor é definido como a intersecdo entre todos os Cy ’s, isto é

k=0
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Figura 2 — Primeiros passos da construcao o conjunto de Cantor

Co
L |
I 1
0 1
Cy
l l
0 1/3 2/3 1
Cy
_—|
0 /929, ays 7/9 8/9
Cs
[ )
|l 1

Fonte: STEIN, Elias M.; SHAKARCHI, Rami. Real analysis: measure theory, integration,
and Hilbert spaces. Princeton University Press, 2009. p. 9.

Note que o conjunto de Cantor é nao vazio, uma vez que todos os pontos finais de cada
intervalo Cj pertence a C. Além disso, Cj ¢ uma unido disjunta de 2* intervalos de
tamanho 37% cada um para todo k. Ademais, o conjunto de Cantor tem medida exte-
rior igual a zero. Com efeito, por construcao sabemos que C' C C} para todo k onde
cada C} é uma unido disjunta de 2* intervalos fechados, cada um de comprimento 37%.
Consequentemente, m,(C) < <g)k para todo k e (2)k — 0 quando £ — oo. Portanto,

3 3
m,(C) = 0.
A medida exterior tem algumas propriedades. As demonstragoes dessas propriedades
estao em [13], p. 13-16.
As propriedades sao:
Propriedade 2.10 (Monotonicidade). Se Ey C Ey entao m.(F1) < m.(Es) .

Propriedade 2.11 (Subaditividade enumerével). Se E = | J E; entio m.(E) <> m.(E}).
=1

j=1
Propriedade 2.12. Se E C R?, entio m.(E) = inf m,(O), onde o infimo é tomado

sobre todos os conjuntos abertos O contendo E.
Propriedade 2.13. Se E = E; U Ey e d(Ey, Ey) > 0 entao m.(E) = m.(Ey) + m.(Es).

Propriedade 2.14 (Aditividade Enumerével). Se um conjunto E é a unidao contdvel de

cubos quase disjuntos E =32, Q; entio m.(E) =Y |Q;l.
=1
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2.3 Conjuntos mensuraveis e a medida de Lebesgue

Em R?, o conceito de mensurabilidade identifica uma familia especifica de subconjun-
tos para os quais a medida exterior satisfaz todas as propriedades desejadas, incluindo a
aditividade enumeravel para unides disjuntas de conjuntos. Embora existam varias formu-
lagoes para definir a mensurabilidade — e as referéncias [13] e [12] utilizadas neste trabalho
empreguem defini¢oes distintas que, contudo, sdo equivalentes — a que consideramos mais

intuitiva é a que se segue:

Definicao 2.15. Um subconjunto £ C R? é mensuravel por Lebesgue ou simplesmente

mensuravel, se para qualquer € > 0 existe um conjunto aberto O com £ C O e
m.(O — E) <e.
Se E é mensuravel definimos essa medida de Lebesgue (ou medida) m(E) por

m(E) = m.(E).

A medida de Lebesgue satisfaz todas as propriedades da medida exterior citadas. Além
disso, segue da definicao outras propriedades, cujas demonstragoes que estao omitidas

podem ser encontradas em [13] p. 17-21.

Propriedade 2.16. Todo conjunto aberto em R? é mensurdvel.

Demonstracio. Se O é um conjunto aberto em R?, sabemos que O C O e O — O = 0.
Dai
m.(0) =0 <e.

O

Propriedade 2.17. Se m.(E) = 0 entao E é mensurdvel. Em particular, se F' é um

subconjunto de um conjunto com medida exterior igual a zero, entao F é mensurdvel.
Propriedade 2.18. A unido enumerdvel de conjuntos mensurdveis é mensurdvel.
Propriedade 2.19. Conjuntos fechados sao mensurdveis.

Propriedade 2.20. O complementar de um conjunto mensurdvel é mensurdvel.
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Propriedade 2.21. A intersecio enumerdvel de conjuntos mensurdveis é um conjunto

mensuravel.
o0
Teorema 2.22. Se Fy, Es, ..., sao conjuntos mensurdveis disjuntos e E = U E; entao
j=1
oo
m(E) =Y _m(Ej;).
j=1
Se Ey, Es, ... é uma colecdo enumeravel de subconjuntos de R? que aumenta para E

o

no sentido de que Fy C Ey, 1 para todo k, e £ = U E}., entao escrevemos E),, 7 E. De
k=1

forma semelhante, se Ey, Es, ... decresce para E no sentido de que Ej D Fj1 para todo

k,e E = ﬂ By, entao escrevemos Fj, N\, E.
k=1

Corolario 2.22.1. Suponha que Ei, Es, ... sejam subconjuntos mensurdveis de RY.
(i) Se By, C Exy1 e B = U Ek, entdao m(E) = limy_0o m(EnN);
k=1

(ii) Se Ej D Exs1, E = () E, e m(E}) < oo para algum k, entao
k=1

m(E) = lim m(Ey).

N—o0

Teorema 2.23. Suponha que E seja um subconjunto mensurdvel de R?. Entdo, para todo

e >0:

(i) Existe um conjunto aberto O com £ C O e m(O — E) < ¢
(ii) Existe um conjunto fechado F' com FF C E e m(E — F) < ¢;

(iii) Se m(FE) é finito, existe um conjunto compacto K com K C E e m(E — K) <e.

Demonstra¢io. (i) Consiste na definicdo de conjuntos mensuréveis.

(ii) Sabemos que E° é mensurdvel, entao existe um conjunto aberto O com E¢ C O e
m(O—E°) < e. Se deixarmos ' = O° entao F é fechado, F C E,e E—F = O—E°.

Portanto, m(E — F) < €, como desejado.

(iii) Escolhemos inicialmente um conjunto fechado F' tal que FF C E e m(E — F) < ¢/2.

Para cada n, seja B,, a bola centrada na origem com raio n, e definimos os conjuntos
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compactos K,, = FFN B,. Entao, F— K,, é uma sequéncia de conjuntos mensuraveis
que decresce para E — F', e como m(FE) < oo, com isso, usando o Corolério 2.22.1,

m(E—F) = limm(E — K,) entao m(E — K,,) < e.
[

Observagao 2.24. A medida de Lebesgue tem algumas propriedades de invaridncia, uma

delas é a invariancia por translacao e dilatagdao, como enunciado abaixo:

1. Se E é um conjunto mensurdvel e h € R, entdo o conjunto E, = E+h={z+h:

x € E} é também mensuravel e m(E + h) = m(E).

2. Se E é um conjunto mensuravel e 6 > 0, e denotemos por E o conjunto {0z : z €

E}. Entdo §E é mensuravel e m(6E) = §m(FE).

Essa propriedade serd crucial para a construcao que iremos fazer de um conjunto nao

mensuravel.

2.3.1 Construcao de um conjunto nao mensuravel

Em 1905, o matematico Giuseppe Vitali publicou o artigo “Sul problema della misura
dei gruppi di punti di una retta” [141] (Sobre o problema da medida dos grupos de pontos
de uma reta). Neste trabalho, ele demonstrou a existéncia de um conjunto nao mensuravel
a Lebesgue. A construcgao desse conjunto N usa o Axioma da Escolha e a abordagem de

Vitali define uma relagdo de equivaléncia entre os nimeros reais no intervalo [0, 1].

Figura 3 — Giuseppe Vitali

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Vitali
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Escrevemos x ~ y sempre que x — y € racional. Perceba que, de fato, essa é uma

relacao de equivaléncia, uma vez que as seguintes propriedades sao validas:

e 1z ~ x para todo z € [0, 1];
e Se x ~y, entao y ~ w;

e Sex~yeyn~zentdo x ~ z.

Sabemos que duas classes de equivaléncia sao iguais ou disjuntas e o espaco todo é a uniao
de todas as classes de equivaléncia, denotando por &, cada classe de equivaléncia gerada

pela relacao ~ podemos escrever

0,1] = &

[0

Agora, construimos o conjunto N escolhendo exatamente um elemento z,, de cada &,,

dai é definido o Conjunto de Vitali por N' = {z,}.

Teorema 2.25. O conjunto N ndo é mensurdvel.

Demonstragio. Suponha por contradigao que A é mensuravel. Seja {ry}%2,; uma enume-
ragao de todos os racionais em [—1,1] e considere a translagdio Ny = N + ry. Primeira-
mente, provemos as seguintes afirmacoes.

Afirmacao 1: Se k # k' entao N N Ny = 0.

Suponha que a interse¢do seja diferente do vazio, entdo existem racionais ry # rye a, 3
com T, + 1 = X + T, entao v, — x5 = 1w — 1 € Q, dessa forma z, ~ z5. O que é um
absurdo, pois em N temos um representante de cada classe de equivaléncia.

Afirmacgao 2: [0,1] C [j N C [-1,2].

Comecemos provando a pk;rlneira inclusdo, se z € [0, 1] entéo existe a € N tal que a € [0, 1]
er, € Q, comx—a=ry dal x = r,+a coma € [0,1]. Portanto, x € N}. Para a segunda
inclusdo: se v € N € [0,1] erp € [-1,1], entdo 0 < 2 < 1e —1 < 1, < 1, somando
obtemos que —1 < z + rp < 2 portanto, x + r € [—1,2]. Como N é mensurdvel N

também o ¢é para todo k, pela observagao 2.24, e desde que a uniao seja disjunta temos:
k=1

assim sendo, obtemos

k=1
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Uma vez que a medida seja invariante por translagao, sabemos que m(N) = m(N), dessa

maneira
1<) mWN) <3.
k=1
O que ¢ um absurdo, pois se m(N) =0entao 1 <0< 3 e se m(N) > 0entao 1 < oo < 3.

]

Axioma da Escolha: Suponha E um conjunto nao vazio e £ uma colecao de sub-
conjuntos nao vazios de E. Existe uma func¢ao de escolha f : &€ — E tal que f(A) € A

para todo A € £.

A construcao do conjunto N foi possivel por se basear nesse axioma. Embora o
Axioma da Escolha pareca intuitivo, ele pode gerar resultados contraintuitivos. A nao-

mensurabilidade desse conjunto é uma consequéncia direta do axioma.

O Axioma da Escolha ocorre, muitas vezes de forma implicita, em diversas provas
matematicas. Sua natureza aparentemente evidente, por muito tempo, obscureceu o

entendimento de seu verdadeiro significado e das implicagoes de seu uso.

2.4 Funcoes mensuraveis

Tendo ja compreendido o conceito de conjuntos mensuraveis, nosso foco agora se volta

para os elementos essenciais da teoria da integracao: as fungdes mensuraveis.

Definicdo 2.26. Dizemos que uma funcdo f em R? é uma funcdo de valor finito se

—00 < f(x) < oo para todo z.

Definicdo 2.27. Uma funcdo f definida num subconjunto E € R? é mensuravel se para

todo a € R, o conjunto

fH(=00,a)) ={z € E: f(z) <a}
é mensuravel.

Proposicao 2.28. Seja f uma funcao mensurdvel com dominio E. Entdo as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

(i) Para cada ¢ € R, o conjunto {z € E': f(z) > ¢} é mensuravel;
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(ii) Para cada ¢ € R, o conjunto {z € E : f(x) > ¢} é mensuravel;
(iii) Para cada ¢ € R, o conjunto {z € E : f(x) < ¢} é mensuravel;

(iv) Para cada ¢ € R, o conjunto {z € E: f(x) < ¢} é mensuravel.

Demonstragio. i) = i) Podemos escrever {z € E: f(z) > c} = ({z € E: f(z) >
k=1

1
c— %} De fato esta igualdade é valida, pois se € {x € E : f(z) > ¢} para qualquer

Pay 1
k € N temos que ¢ > ¢ — 4 daf f(z) > ¢>c— 4. Logo, © € ﬂ{xEE:f(a:)>c—%}.
k=1

pay 1
Por outro lado, sez € (({z € E: f(z) > c— %} Suponha por contradicao que f(z) < ¢,

k=1
dessa forma existe € > 0 de modo que f(z) + ¢ = ¢. Considerando k, suficientemente

grande de modo que % < € entao f(x) —c < ;—01 — f(z) < ¢— 4, que é um absurdo.
Portanto, considerando isto, o resultado segue imediatamente da Propriedade 2.21.

i1) = i) Escrevendo {z € E: f(x) > ¢} = kijl{w ceE:f(zx)>c+ li} o resultado segue
da Propriedade 2.18.

i1i) = iv) Perceba que, {xe€ E: f(z) <c}= kﬁl{x €EE: f(x)>c+ llg}’ assim pela
Propriedade 2.21 concluimos.

iv) = 1ii) Basta escrevermos {z € E: f(z) < ¢} = kfjl{x €EE: flx)<c— llc} e,
analogamente, pela Propriedade 2.18 segue.

i1) = 1ii) Basta observarmos que {z € E : f(x) > ¢} ={z € E: f(z) < c}, dessa
maneira uma vez que complementar de mensurdvel é mensurdvel (Propriedade 2.20),
segue.

it1i) = i) Note que {x € E : f(zx) < ¢}¢ ={x € E : f(z) > ¢} , portanto pela

Propriedade 2.20 concluimos a prova. 0

Proposicao 2.29. A funcdo de valor finito f € mensurdvel se, e somente se, para todo
conjunto aberto O, f~1(O) é mensurdvel, e se, e somente se, f~1(F) é mensurdvel para

todo conjunto fechado F

Demonstragio. Suponha que f é mensuravel. Seja O aberto, entao podemos expressar
O como uma colegao enumerével de intervalos abertos e limitados {I;};2, onde cada Ij

pode ser expressado por By N Ay onde By, = (—o00,b;) e Ay = (ag, 00), desde que f seja
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mensuravel cada f~'(A), f~!(B},) sdo conjuntos mensurdveis. Dai, note que

fHO) = f_l(f_j B[ Ak) = E_j BN

o0

essa igualdade de fato é valida, uma vez que se z € f~* (U (BN Ak)>, entdo f(x) €
k=1

G (B N Ag). Dai, existe um indice k tal que f(x) € By e f(x) € Ay, isso implica que
:];::16 f‘ (Bi) e x € f7'(Ag), de modo que z € f~! (Bk) N f~1(A;). Portanto, segue que
T € U ( (B) N f1(A )) Por outro lado, se x € U ( (Br) N f 1A )), entao para
algum 1nd1ce k temos que z € f~Y(By)ex € f7H(A ) Dal, segue que f(z) € By e f(z) €

Ag, o que significa que f(z) pertence a interse¢ao By N Ag. Com isso, f(x) deve pertencer
(o ¢]

a uniao de todas essas intersegoes, U (BkﬂAk). Portanto, pela definicao de imagem
k=1

inversa, concluimos que x € f~! (G(Bk ﬂAk)>. Assim, como G By N (AL
¢ mensuravel pelas Propriedades 2.162:11 e 2.18 entao f(O) é mens&r:élvel e, portanto, f é
mensuravel. Reciprocamente, se a imagem inversa de todo conjunto aberto é mensuravel,
entdo f~!(—o00,a) é mensurdvel. Logo, f é mensuravel. Por outro lado, se a imagem

inversa de todo conjunto fechado é mensuravel, entao f~!(—o0, a] ¢ mensurdvel. Portanto,

f é mensuravel. O

Proposicao 2.30. Se f é continua em R", entao f é mensurdvel. Se f é mensurdvel e

de valor finito e ® € continua entao ® o f é mensurdvel.

Demonstragio. Se f é continua, por definigao, para todo aberto @ C R temos que f~1(O)
é aberto e como todo conjunto aberto em R™ é mensurével, segue que f~(O) é mensurdvel.
Além disso, se ® ¢ continua entdao ®!((—o00,a)) é um conjunto aberto, chamemos esse

aberto de O. Note que

(®o f) 7 ((—00,a)) = [0 @7 ((—00,a)) = f7(O).

Desde que f seja mensurdvel f~1(O) também o é. Portanto, ® o f é mensurdvel. [

Em alguns momentos, para simplicar a escrita, escreveremos lim,, f(x) para simbolizar

xh_>n(r>10 f(z) ou seja, o limite da fun¢do f(z) quando z tende para infinito.

Proposigao 2.31. Suponha que {f,}5°, seja uma sequéncia de fungoes mensurdveis.

Entao
sup fo(z), inf fo(z), limsup fu(z) e liminf f,(z)

n—oo
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SG0 mensurdvels.

Demonstragio. A prova de que sup,, f, é mensuravel requer observar que {sup,, f, > a} =

\U{fn > a}, uma vez que f, é mensuravel para todo n entdo {f, > a} é mensurdvel para

n

todo n e, logo, U{ fn > a} é mensuravel. Isto também produz o resultado para inf,, f,(z),
n

j& que esta quantidade é igual a —sup,(—f.(z)). O resultado para o limsup e lim inf

segue das duas observacoes:

n—oo

limsup f,(z) = inf{sup f,} e liminf f,(z) = sup{inf f,}.
k n>k n—oo k n>k
E concluimos usando a primeira parte da demonstragao. O

Proposigao 2.32. Se {f,}°°, € uma colegio de fungoes mensurdveis, e

lim f,(z) = f(z),

n—o0

entdo f € mensurdvel.

Demonstragio. Como f(z) = limsup f,(z) = lim inf fn(z), usando o resultado anterior,
n—00 =00

obtemos que lim sup f,(z) e liminf f, (z) sGo mensurdveis e, portanto, f é mensuravel. [
n—00 n—o0

Proposicao 2.33. Seja f : E — R e D C E. f é mensurdvel se, e somente se, f|p e

fle—p s@o mensurdveis.

Definicao 2.34. Dadas duas fungoes f,g definidas em um conjunto E, dizemos que
f(z) = g(x) em quase todo ponto (q.t.p) se f(x) # g(x) em N C E com m(N) =0 e

escrevemos f = g q.t.p. ou f = g a.e.
Proposigao 2.35. Se f é mensurdvel e definida num conjunto E e f(x) = g(x) em quase

todo lugar em E entdo g é mensurdvel.

Demonstragio. Defina, N = {x € E | f(x) # g(x)} com m(N) = 0. Iremos mostrar que
para todo « o conjunto {x € E' | g(z) > a} é mensurével.

Perceba que
{reFE|glz)>al={re E| f(z)>a}NN)U({z € E|g(z)>a}nN).

Por hipétese, f é mensurdvel entdo {x € E | f(x) > a} é mensuravel e desde que N

seja mensuravel N¢ também o é, logo ({x € E | f(z) > a} N N¢) é mensuravel. Além
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disso, ({z € E | g(x) > a} N N) C N e, portanto, pela propriedade 2.17 segue que
({x € E| g(z) > a} N N) é mensurdvel. E, por fim, a unido desses conjuntos também é

um conjunto mensuravel, logo {x € E | g(z) > a} é mensuravel. O

Proposicao 2.36. Dado k € Z e f uma fungido mensurdvel, entio f* é mensurdvel.

Demonstragio. Note que, se k é impar entdo {f* > a} = {f > a%} que é um conjunto
mensurdvel, desde que f seja mensuravel. E se k é par e a > 0, entdo {f* > a} = {f >
1 1 , , . , 2 ~
ar*} U{f < —a*} que também é um conjunto mensurdvel uma vez que f é uma funcao

mensuravel. O

Proposicao 2.37. Dadas f, g funcoes mensurdveis e de valor finito definidas em E, para

quaisquer «, 8 tem-se af + Bg mensurdvel.

Demonstracdo. Primeiramente, perceba que se a = 0 entdao f é mensuravel. Se o # 0,

para qualquer ntimero ¢ temos
{xGE]af(a:)>c}:{x€E|f(x)>Csea>0} e
Q@

{$€E|af(:£)>c}:{x€E|f(:v)<;sea<0}.

A mensurabilidade de f implica na mensurabilidade de «f, o mesmo se aplica a B¢g. Dali,
se mostrarmos que f+ g segue que o f + g é mensuravel. Por hipdtese, f, g sao fungodes de
valor finito entdo seja © € E e ¢ € R tal que f(z) + g(z) < ¢. Desde que f(z)+ g(z) < ¢,
entdo f(z) < c—g(x) e pela densidade de Q em R existe ¢ € Q tal que f(x) < ¢ < c—g(x).
Por isso,
{zeE|f@)+g(z)<ct=J{zeE|glx)<c—gn{zeE|f(z) <q}
q€Q
Portanto, como interse¢do e unido enumeravel de conjuntos mensuraveis ¢ mesuravel,

concluimos que f + g é mensuravel e, logo, af + g é mensuravel. H

Proposicao 2.38. Se f, g sao mensurdveis entao [ -g é mensurdvel.

1
Demonstragio. Podemos escrever f-g = 1 [(f +9)* — (f — g)?] e usando as Proposigoes

2.36 e 2.37 concluimos que f - g é mensuravel. O]
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2.5 Aproximacao por funcées simples

Os teoremas abordados nesta segao fornecerao uma compreensao melhor da estrutura
das fungoes mensuraveis, sendo importante para o desenvolvimento dos capitulos seguin-
tes. Mostraremos que uma fungdo é mensuravel se, e somente se, é possivel aproximéa-la
por uma sequéncia de func¢odes simples que possui propriedades especificas. Para isso,

comecemos definindo conceitos importantes.

Definigao 2.39. Seja { f,,} uma sequéncia de fungoes com dominio comum £ mensuravel e
uma funcdo f : F — R com A C E. Dizemos que a sequéncia { f,,} converge pontualmente
em A C Ese lim fn(z) = f(x) para todo z € A. Além disso, dizemos que a sequéncia
{fn} converge pontualmente para f em quase todo lugar, se {f,} converge pontualmente

em A— B com m(B) = 0.

Proposigcao 2.40. Seja f, uma sequéncia de fungoes mensurdveis em E que converge

pontualmente em quase todo lugar para funcgdo f, entdo f é mensurdvel.

Demonstragio. Seja E C Ey com m(Ey) = 0e f,(z) converge pontualmente para f(x) em
E — Ey. Pela Proposicao 2.33, a fungao f é mensuravel se, e somente se, f|g, e f|E — Ey
sao mensuraveis. Desde que m(Ey) = 0, entao f|g, ¢ mensuravel pelo resultado 2.17, pois
é um subconjunto de um conjunto de medida zero. Dai, nos resta mostrar que f|g_g, é
mensuravel. Fixe um ndmero ¢, mostraremos que o conjunto {z € E — Ey | f(x) < ¢} é
mensuravel. Desde que f,(z) — f(x) e f < ¢, para cada ponto x € E — Ej, entao existem
n,k € N tal que f; < c— % para todo j > k. De fato, a convergéncia pontual de f, nos
diz que

1 1
Ve=— JjeN; [fu—fl<—- Vnz=j
n n

sendo assim, obtemos

1
fn<f—|—ﬁ<n Vn > j.

E, reciprocamente, se f; < ¢ — % para todo j > k, passando o limite em 7, encontramos
que

1
limf; <c¢— —
j n

por isso,

f<c——<e

1
n
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Mas, para todo nimero natural n, j, desde que f; seja mensuravel, o conjunto

1
{er—E0|fj<c—}
n

¢ mensuravel. Portanto, a intersecao enumeravel de conjuntos mensuraveis

e}

1
ﬂ {ZL‘GE—EQ|fj <C—}
j=h "
também é mensuravel. Note que,
(o, ¢] e.) 1
{reE-FE| fz)<ct= U ﬂ{er—E0|fj<c—} :
1<k,n<oco | j=k n
Uma vez que z € {z € E Ey | f(z) < ¢}, existemn k € N tal que f; < c—l para

todo j > k. Logo, x € ﬂ{x ceE—-E | fj<c— } e, portanto, pertence a uniao. Por
=k

[o¢] (o] 1
outro lado, se x € U ﬂ {x ceE-E) | fj<c— } , entdo para algum n,k € N
1<k,n<oco |j=k n

1

temos f; < ¢ — - sempre que j > k, logo, f < c. Portanto, {r € E — Ey | f(z) < c} ¢

mensuravel como queriamos demonstrar. O

Definigao 2.41. Seja A um conjunto, a fungao caracteristica de A, x4, é a fungdo em R
definida por

1 seze A
xa(r) =
0 sex ¢ A

A funcao x4 € mensuravel se, e somente se, o conjunto A o for. De fato, uma vez que
dado B C {0,1} se B = {0} entao f~'(B) = A° e se B = {1} entao f~'(B) = A. Diante
disso, é notavel que a existéncia de conjuntos nao mensuraveis implica na existéncia de

fungoes nao mensuraveis.
Definicao 2.42. Uma funcao de valor real ¢ definida num conjunto mensuravel F é

chamada de simples se é mensuravel e assume apenas uma quantidade finita de valores.

Combinagao linear e produto de fungoes simples, continua uma fungao simples, pois
desde que cada uma possua apenas valores finitos o produto resulta em um valor finito e

combinagao linear de fun¢des mensuraveis é mensuravel.

Se ¢ é uma funcao simples com dominio £ e leva valores distintos ¢y, co, - - - , ¢ entdo

n
= Z CkXEy
k=1
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com B, = {z € E | p(x) = ¢;}. Essa representagao particular de ¢ como uma combinagao

linear das funcoes caracteristicas é chamada de representacao candnica da funcio simples.

Lema 2.43. Seja f uma fungdo de valores reais mensurdvel e definida em E. Assuma f
limitada em E. Entao, para cada € > 0 existem funcoes @, V. definidas em E que tem as

sequintes propriedades de aprorimacao:

SDeSfﬁlﬁe € OS¢€—@E<€-

Demonstragio. Seja (c,d) um intervalo aberto que contém as imagens de F e
c=Yo<y1 < <Yp1<Yo=d

uma parti¢do de [c,d] com y, — yp_1 < € podemos fazer isto pois uma vez que [c,d| é
compacto também ¢ totalmente limitado. Defina I, = [y,_1,uyr) ¢ Ex = f~!(I}) para
1 < k < n. Perceba que cada I é mensuravel e disjunto. Além disso, por hipotese f é

mensuravel, entao cada Ej é mensuravel. Defina as fun¢des simples ¢, e 1. por
n n
Pe = Z Yk—1XE), Pe = Z Yk XE,,-
k=1 k=1

Seja x € E. Contanto que f(F) C (¢,d), ha dnicos k, 1 < k <n de modo que f(x) € I.
Dai gy < f(x) < g 56 que 9u(@) = gt < f(@) < e = wu(x), portanto, .(x) <
f(z) < ¢(x). Ademais, y, —yr_1 < € €, logo, ¢ e 1. tém as propriedades de aproximagao.

[

Definicdo 2.44. Uma funcio estendida ¢ uma funcdo do tipo f : X — R, onde X é o

dominio da fungdo e R = R U {+00, —0c}.

Observagao 2.45. Dada uma funcao real f podemos decompo-la em duas fungoes f~ e

fT, com f~ e fT definidas por

fH(@) =max{f(x),0}  f (x) =max{—f(x),0}.

Assim, a funcao f pode ser escrita como f(x) = f*(x)— f~(x). Perceba que, desta forma,

conseguimos expressar f como a diferenga de duas fungdes nao-negativas.

Teorema 2.46 (Aproximagao simples). Uma fungdo real extendida f em um conjunto
mensurdvel E € mensurdvel se, e somente se, ha uma sequéncia {p,} de fungoes simples
em E que converge pontualmente em E para f e tem a propriedade |p,| < |f| em E para

todo n.
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Demonstragio. Se hé uma sequéncia de fungdes mensuraveis {¢,} que converge pontu-
almente para f, pela Proposi¢cao 2.40 conclui-se que f é mensuravel. Reciprocamente,
assuma f mensuravel e f > 0 em E. Sejan € N e defina E, ={x € E | f(z) <n}, E, é
um conjunto mensuravel desde que f seja mensuravel, dai a restrigdo f|g, é uma fungao
nao-negativa, mensuravel e limitada. Dessa forma, podemos usar o lema anterior aplicado
a restricdo f|g,, escolha € = 711, entao existem as fungoes simples ¢,, e 1, definidas em

FE,, com a seguinte propriedade de aproximacao:
0<¢p < f<tpemEy; (2.1)
1
0<vY,—, < —emkE,. (2.2)
n
Juntando (2.1) e (2.2) concluimos que
1
n

Agora, estenda ¢, para todo E definindo ¢, = n se f(x) > n. Explicitamente, p,, estd

definida da seguinte forma:

n se f(z) > mn;

f(x) se f(x) <n.

$n =
Afirmamos que a sequéncia {1, } converge para f pontualmente em E. Seja z € E. Se
f(z) é finito, escolha um nimero natural N tal que f(z) < N, entdo
1
0< f(z) —pn(xr) < =Vn>N.
n

Entdo, lim ¢, = f(x) desde que im 4, — pp, = 0, assim, lim ), = f(x). Por outro
lado, se f(x) = oo entdo @, (x) = n para todo n e
lim v = Jim i = o0 = f(2)

n—oo

como queriamos demonstrar. O

2.6 Os trés principios de Littlewood

John Edensor Littlewood foi um matematico britanico que ficou conhecido por suas

contribuigoes a andlise, especialmente em colaboragdo com G. H. Hardy. Os chamados
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Trés Principios de Littlewood, dizem respeito a trés teoremas que, embora nao foram
provados por Littlewood, ele os popularizou buscando aproximar a intuicao classica da

analise com as novas ferramentas trazidas pela teoria da medida.

Figura 4 — John Edensor Littlewood

i &'-.r._..‘ . A
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Edensor_Littlewood

Embora as nogoes de conjuntos mensuraveis e fungoes mensurdveis representem novas
ferramentas, nao podemos deixar de lado sua relagdo com conceitos mais antigos da

andlise. Litlewood resumiu esta relagdo em trés principios:
1. Todo conjunto é quase uma uniao finita de intervalos;
2. Toda sequéncia convergente é quase uniformemente convergente;
3. Toda funcao é quase continua.

A mensurabilidade de cada obejto mencionado acima serd importante e vai ser detalhada

nos teoremas dessa secao.

N
Teorema 2.47. Se m(E) € finita, entao hd uma unido finita F = U Qi de cubos fechados
i=1
tal que m(EAF) < e. A notacao EAF indica a diferenga simétrica entre os conjuntos E

e I, definida por EAF = (E — F)U (F — E).

Demonstragio. Escolha uma familia de cubos fechados {Q); 521 tal que, dado € > 0

E

N
3

Qi e m(E)> Zm(Qz) -

DO ™

=1


https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Edensor_Littlewood
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Como m(F) < oo, entdao Y. m(Q;) converge pelo Critério da comparagao. Dali, existe

N > 0 tal que

o

> m(Q) <

i=N+1

(2.3)

l\D\m

[e's] N 00
Desde que E C U Qe F= U Q;, entao £ — F C U Q;, e portanto
i=1 i=1 i=N+1

() (UQZ)

i=N-+1

Por outro lado,

N
F-E=Q -
i=1

sy <o ,a) - (o) ).

Pela equacao (2.3), ( U Ql) < = e pela forma que escolhemos os cubos, temos
i=N+1

Logo,

<UQ> <§ Assim,
m(EAF) < 2+%=e.
]

Teorema 2.48 (Egorov). Suponha que {fx}32, € uma sequéncia de fungdes mensurdveis
definidas em um conjunto mensurdvel E, com m(FE) < oo, e assuma que fr — [ quase
em toda parte em E. Dado € > 0, podemos encontrar um conjunto fechado A. C E tal

que m(E — A.) <€ e fr, = f uniformemente em A..

Demonstragio. Assuma sem perda de generalidade que fiy(x) — f(x) para todo =z € E.

Para cada par de inteiros n e k defina

By ={e e Bl - f@)l < v 2 k).

Fixando n obtemos E C Ej,, e E = | JE}. Pelo item i do Coroldrio 2.22.1 sabemos
k

1
que m(E) = lim, m(E}), assim existe k,, € N tal que m(E — E}Y) < o Por construgao,
o0
se x € B |fj(z) — f(z)] < L para todo j > k,. A série »_ 1/2" ¢ convergente, entdo

n=1
escolhemos N tal que

d 1/2" < €/2.
n=N
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L~ . —c ~
E seja Ac = ()| Ej, com isso temos A. = |J (E}.)¢, entdo
n>N n>N

m(E—A) <Y mE—Er) < Y 1/2" < ¢/2.
n=N n=N

Além disso, se 0 > 0 podemos escolher n > N tal que % <. Sex e A entdo z € Ep e
|fj—f(x)] < d paratodo j > k,. Portanto, f converge uniformente para f em A.. Usando
o item (#7) do Teorema 2.23, seja A, C A, um conjunto fechado tal que m(fT6 —A) < 5.
Finalmente,

m(E — A =m(E — A) +m(A.— A,) <

+ - =€

€
2

DN

Para o terceiro principio iremos usar a seguinte proposicao auxiliar:

Proposicao 2.49. Seja f uma funcao simples definida em E. Entdo, para cada € > 0,

hd uma funcao continua g em R e um conjunto fechado F' contido em E tal que

f=g em F e m(E—F)<e.

Demonstracao. Seja ay,as,as,...,a, um numero finito de valores distintos levados por f
e pertencentes aos conjuntos Fq, F», Fs, ..., E,, respectivamente, onde cada a; ¢ distinto.
A colecao {Ex}p_, ¢ disjunta, dado que cada a ¢é distinto. J& mostramos, no Teorema
2.23, que se E é mensuravel, para cada € > 0, ha um conjunto fechado F' contido em F
tal que m(E — F') < e. Dali, escolha Fy, Fy, ..., F, conjuntos fechados tais que, para cada
k entre 1 e n, tenhamos Fy C Ey e m(Ey — Fy) < €/n. Defina F = O F}., sendo uma
unido de uma colegao finita de conjuntos fechados e desde que {E}} é kd:iéjunto,

n n

m(E — F) :m<U(Ek—Fk)> =Y m(Ey—F,) <n-—=e

k=1 k=1 n
Agora defina a fungdo g em F' que leva valores Fj, em a, para 1 < k < n. Dado que a
colecao {Fi}}_, é disjunta, g estd bem definida. Além disso, g é continua em F' pois, se
x € F entao x € F, para algum k e note que Iy = O F;, uma vez que O F; é fechado,
segue que Fj é aberto. Dali, existe ¢ > 0 tal que p;jg todo z € Fj tenzlf)l; B(z) C Fy.

Mas, sabemos que Fy, N F; = () para i # k. E desde que Fj, é disjunto para todo k segue

que g|B.(z) = Q- UJ
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Teorema 2.50 (Lusin). Seja f uma fung¢do de valores reais, definida em um conjunto
mensurdvel . Entdo, para cada € > 0, ha uma fungdo continua g em R e um conjunto

fechado F' contido em E tal que

f=g em F e m(E—F)<e.

Demonstragio. Vamos considerar o caso em que m(E) < oco. Sendo f uma fungdo men-
suravel entao existe f, funcao simples tal que f,(x) — f(x) para cada x € E. Além disso,
como f, é uma sequéncia de fungoes simples, pelo lema anterior, existe g, uma funcao

real continua e um conjunto fechado F,, C E tal que

fo=gnem F,em(FE — F,) <

on+1 '

Desde que f, — f em E, pelo teorema de Egorov existe Fy C FE tal que f, — f

uniformemente em Fy e m(E — Fp) < 5.
Defina
F=()F,
n=0

observe que pela lei de Morgan ' — F = U [E — F,] e podemos escrever

n=0

E—F=[E—-F)U G[E—Fn].

n=1

Com isso,

m(E—F):m([E—FO]U G(E—Fn)> <;+§:12n€+1 e

n=1
O conjunto F' é fechado, desde que é intersecao de conjuntos fechados. Cada f,, é continua
pois ' C F, e f, = g, em F,. Finalmente, {f,} converge para f uniformemente em
F C Fy. Portanto, o limite uniforme de sequéncia de fung¢oes continuas é continuo, entao

a restricao de f em F' é continua, como queriamos demonstrar. O

2.7 A desigualdade de Brunn-Minkowski

Definicao 2.51. A soma de dois conjuntos mensuraveis A e B ¢é definida como sendo o

conjunto:

A+B={zcR: 2 =1 +2" with 2’ € A and 2" € B}.
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A primeira questao que podemos propor (ainda que de maneira vaga) é se é possivel
encontrar alguma estimativa geral para a medida de A + B com base nas medidas de A
e B, supondo que esses trés conjuntos sejam mensuraveis. Observa-se que nao é possivel
obter um limite superior para m(A + B) em termos de m(A) e m(B). Veja o exemplo

abaixo, que indica que podemos ter m(A) = m(B) = 0, mas m(A + B) > 0.

Exemplo 2.52. Em R, seja A = C (o conjunto de Cantor), B = C/2. Note que, uma
vez que A, B sdo compactos entao A + B também é compacto, portanto mensuravel, dai
m(A + B) existe. Além disso, A+ B 2D [0,1], entdo m(A + B) > 1, mas m(A) =0 e
m(B) = 0.

Por outro lado, pode-se buscar uma estimativa geral na seguinte forma
m(A+ B)* > ca(m(A)* + m(B)),

em que « é um numero positivo, e a constante ¢, nao depende de A ou B. A desigualdade
de Brunn-Minkowski relaciona essas medidas e o « estara relacionado com a dimensao do

espago.

Teorema 2.53 (Desigualdade de Brunn-Minkowski). Suponha que A e B sdo conjuntos
mensurdveis em RY e sua soma A+ B também é mensurdvel. Entdo, a sequinte desigual-
dade € valida

m(A+ B)Y4 > m(A)Y + m(B)V.

Demonstracio. A demonstracao serd feita em etapas, a cada etapa iremos expandir a
veracidade da desigualdade para classes maiores de conjuntos.
Caso 1: Se A e B sdo retangulos de lados medindo {a;}9_; e {b;}]_, respectivamente.

Como A, B sao retangulos, sabemos que

A):[[laj e m(B)=1]]b

j=1

1/d d 1/d
Ay (H%) (B (H ) |
j=1

Da desigualdade das médias geométricas, conseguimos

d bj 1/d 1.4
jl;[1<a]—|—b> 82

entao,

J
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e
1/d
) "< 50
j=1 bj + a; dj:l bj + a;
Logo,
d 1/d d 1/d d
bj> <aj> 1 b 1d g
+ < - + =
:lzd:a]—l—bjzl‘d:l
djzlbj—l—aj d

Dessa maneira,

d 1/d d w 1/d
- ] ) <1.
1;[ ( £ b ) ]1—[1 (bj + a;

Multiplicando por [T¢_, (a; + b;)"/* obtemos

J 1/d . 1/d . 1/d
(Hbj) +<1:[aj) (Ua]—l—b ) .

Caso 2: Se A e B for a uniao de retangulos cujos interiores sao disjuntos. Iremos provar
por inducao no numero total de retangulos em A e B. Denote esse nimero por n. Para
0 caso n = 1, ja mostramos que a desigualdade é valida. Supomos que a desigualdade é
vélida até n-1 e iremos provar que vale para n. E importante notar que a desigualdade
nao muda quando transladamos A e B independentemente. Substituimos A por A + h
e B por B + R/, e substituimos A + B por A+ B + h + h'. Agora, escolha um par
de retangulos distintos R; e Ry da colecao que compoe A, e note que eles podem ser
separados por um hiperplano coordenado. Dai, podemos assumir que para algum j, apés
a translacdo por um h apropriado, R; estd localizado em A~ = AN {z; < 0} e Ry em
AT = An{z; > 0}. Note que, tanto A~ quanto AT contém pelo menos um retangulo
a menos que A e A = A~ U AT .Fazendo o mesmo para B, transladamos B e definimos
B~ =Bn{z; <0} e Bt = BN{z; > 0}. Essas translagoes sao feitas de modo que
m(BT) _ m(AT)

= . 24
m(B) (A7) 24
Existe, pois definido ¢(t) := %, e ¢(t) é uma fungao continua. Dessa maneira,

quando t tende para oo obtemos

m(B +th')*

m(B+ )

e quando t tende para —oo concluimos

m(B + th')*
A %
m(B + th')~
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Entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, uma vez que ﬂggi é um ponto, existe ty de
modo que
m(AT)
t pu—
o0 = )
Uma vez que isso acontece, e temos m(A) = m(A~)+m(AT) e m(B) = m(B~)+m(B"),
segue que
m(B)"  m(B)-m(B~)  m(A)—m(A7)
m(B)~ m(B~) B m(A~)
por isso,
mB) | m(A)
m(B~)  m(A7)
assim,
m(B) _ m(A)

m(B~)  m(A°)
Além disso, A+B 2 [(A~+B7)U(AT+B™)], essa unido é disjunta, pois se x € (AT +B™T),
entdo x € {x; > 0} por isso = ¢ {z; < 0}. Com isso, se z € (AT + BT)U (A~ + B7),
entdor € (A~ +B )ouz € (AT +B*). Sex € AT+Bt e At+B* = (A+B)N{z; > 0}
dai z € A+ B. Analogamente ocorre no caso em que x € (A~ 4+ B7), entdo de fato a

inclusao ¢ valida e a uniao ¢ disjunta. Logo,
m(A+ B) >m(A™ + B7) + m(A" + BT).

Por hipétese de inducao se A e B forem formados por até n — 1 retangulos com interior
disjunto, entao a desigualdade é satisfeita. Como A~, A", B~ B™ contém até n — 1
retangulos, entdo a desigualdade é satisfeita para eles. Dessa maneira, m(A~ + B~)Y4 >
m(A7)Ye44m(B7)Y entdo m(A~+B7) > (m(A7)Yiem(B)YV)L Em(AT 4+ BV >
m(AT)Ye 4 m(BH)Y4 entdo m(A* + BY) > (m(AH)Y? + m(B+)Y9)4. Logo,

m(A+ B) > (m(A") 4 m(BHY)! 4 (m(AT)V - m(B7)V)"

Por (2.4), vale que m(B*) = m(il;'()zz)(B) em(B7) = %. Entao,
+\1/d +\1/d _ 1/d m(A*)m(B) 1 _ +\1/d m(B) L

Q=

m(AT)Y 4 m(B)HE = (A7) <m<A>m<B>>/ * ey (1 ) m>
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Portanto,

m(B)Y4]"
i

m(A+ B) >

m(B)'/?

d
77114)1/‘1‘| -|—m(A_) [1 +

Como queriamos demonstrar.
Caso 3: Quando A e B sdo conjuntos abertos e de medida finita. Se A é aberto, ele pode
ser escrito como uma uniao enumeravel de retangulos quase disjuntos. Dai, para qualquer

€ > 0, podemos encontrar unides de retdngulos quase disjuntos A, e B, tais que
m(B) <m(B.) +¢, m(A) <m(A.)+e com A, C Ae B. CB.
Portanto,
0<m(A)—m(A,) <e e 0<m(B)—m(B) <e.

Logo, quando ¢ — 0 obtemos m(B) = lim.,om(B¢) e m(A) = lim.,om(A.). Dado que
A+ B. € A+ B, por construgao, entao m(A + B) > m(A. + B.). Uma vez que A, e B,

sao retangulos, temos
m(Ac + B)Y > m(A)V " +m(B)V,
o que implica m(A + B)Y4 > m(A. + B)Y4 > m(A)Y 4+ m(B.)"4, desse modo
m(A + B)Y? > m(A)Y? + m(B)V.

Portanto, quando A e B sao conjuntos abertos de medida finita, a desigualdade também
¢é valida.
Caso 4: Se A e B sao conjuntos compactos. Se A, B sao compactos, entao A+ B também

é compacto. Defina

Af = {x € R : d(z, A) < €}.
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Note que A€ é aberto. Fazendo o mesmo para B¢, temos
B={reR*:d(x,B)<e} e (A+B)={reR?:d(z,A+ B) <¢}.

Note que A N\, A. De fato, se d(z, A) <

1
< — implica que z € A°. E tomando
e+1 €

€ = —, entao

k

==

A

3

A:

Y

k=1

pois se x© € ﬂ A%, entdo d(z, A) < % para todo k suficientemente grande. Logo, x é
k=1
um valor de aderéncia de A, desde que A seja compacto entdo x € A. Analogamente, o
mesmo vale para B¢ e (A + B)¢. Com isso, A“ \y( A e B\ B. Portanto, usando o
Corolario 2.22.1
limm(A9) =m(A), limm(BY)=m(B) e limm((A+ B)°)=m(A+ B).

e—0 e—0 e—0

Observe que A + B C A°+ B¢ C (A + B)*. De fato essas inclusoes sao validas, para
x € A+ B, temos d(x,A+ B) =0 < € por isso x € A°+ B°. E se x € A° + B¢, entao
d(xz,A) +d(z, B) < 2¢ dai d(z, A+ B) < 2¢. Com isso,

m([(A + B)*)Y4) > m(A)Ye + m(B)Y4,

Fazendo € — 0, temos m(A + B)Y4 > m(A)Y4 + m(B)Y/.

Caso 5: Quando A e B sao conjuntos limitados. Dado que A, B, A+ B sejam mensuraveis
e limitados, existem conjuntos compactos Ay, By e (A + B)y tais que Ay C A, B, C B e
(A+ B), C A+ B, com

m(A—A) <+ m(B—By) <

p e m((A+ B)— (A+ B);) <

Y

=
=

para qualquer £ € N. Quando £ tende para co conseguimos

m(A) = lim m(Ag), m(B)= lim m(B), m(A+ B)= klgg() m((A+ B)y).

k—00 k—o0
Dado que Ay, e By sdo compactos m (A + By)Y? > m(Ax)"Y? + m(By)"?. Logo,
d

m(A+ B) > m(Ax+ By) > [m(Ax)"" + m(B) "]

Fazendo k — oo,

m(A+ B)Y4 > m(A)V + m(B)V.
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Caso 6: O caso geral. Defina A, = [—k,k|? A, B, = [k, k] N B. Note que A, /A
e B, / B. A, By sao conjuntos limitados. Dado que A, + By € A + B, temos
m(A + B) > m(Ay + By) e usando o caso anterior

d

m(A+ B) > m(A, + By) > [m(Ak>1/d n m(Bk)l/d]

Segue o resultado fazendo k — oc. O]
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Teoria da integracao

Henri Léon Lebesgue nasceu em Beauvais, Franca, em 1875. Em 1902, concluiu seu
doutorado sob a orientacdo de Emile Borel, defendendo a tese “Intégrale, Longueur, Aire”
(Integral, Comprimento, Area). Lebesgue, em 1905, publicou o livro intitulado “Legons
sur U'Intégration” [8] (Ligoes sobre a Integragao), no qual ele aborda a teoria da integragao.

No prefacio dessa obra, ele destaca algumas de suas principais motiva¢oes e o proposito

de sua nova abordagem:

“(...) entre as numerosas definigdes que foram sucessivamente propostas para
a integral das fungoes reais de uma variavel real, retive apenas aquelas que
sao, em minha opinido, indispensaveis para bem compreender as transforma-
¢oes que o problema da integracao recebeu e para apreender as relagoes que
existem entre a noc¢ao de area, tao simples em aparéncia, e certas defini¢oes
analiticas da integral com aspectos muito complicados hd muito tempo. E
para a resolucao desses problemas, e nao por amor a complicacoes, que intro-
duzi neste livro uma defini¢ao de integral mais geral que a de Riemann e que

compreende esta tltima como caso particular.”

Ao longo do texto, Lebesgue discute alguns problemas que a teoria da integracao
enfrentava até entdo, evidenciando as limitagoes das abordagens existentes, como a de
Riemann. Um dos desafios classicos, simples de enunciar mas complexo para a integracao

de Riemann, era determinar a integral da Fungdo de Dirichlet, D(z), definida como

1 seze@Q

0 sex¢Q

D(z) =
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Figura 5 — Henri Lebesgue

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue

Para a integragao de Riemann, essa fungao nao é integravel em nenhum intervalo [a, 0]
onde a < b, pois em qualquer subintervalo, tanto o supremo quanto o infimo das somas
de Riemann serao sempre 1 e 0, respectivamente, impedindo a convergéncia das somas

inferior e superior.

Uma outra situagao complicada vem quando consideramos uma sequéncia de fungoes
continuas { f,,} em [0, 1] que converge para uma funcao f. Se a convergéncia for uniforme,
a conclusao é direta: a funcao limite f também serd continua, e, portanto, integravel a
Riemann. Contudo, ao relaxar essa suposicao e considerar apenas a convergéncia pontual,
a situacdo se torna mais complexa. Um problema adicional da integral de Riemann
reside no fato de que podemos ter uma sequéncia de fungoes continuas { f,} que converge
pontualmente para uma funcdo f, onde 0 < f,(x) < 1 para todo z, a sequéncia f,(x)
¢ monotonamente decrescente em n, mas a funcao limite f nao é integravel no sentido
de Riemann. Este cendrio ilustra uma das limitacoes da integral de Riemann quando se
trata da troca de operagoes de limite e integragao sob condigoes mais gerais do que a
convergéncia uniforme. Dessa forma, buscando resolver problemas, Lebesgue propos uma
outra definicao de integral, neste capitulo iremos construir a nogao geral da integral de

Lebesgue.

3.1 A integral de Lebesgue

A nocao geral de integral de Lebesgue vai ser feita passo a passo. Nés iremos proceder

em quatro etapas, integrando progressivamente:


https://pt.wikipedia.org/wiki/Henri_Lebesgue
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1. Fungoes simples;

2. Funcoes limitadas cujo suporte é um conjunto de medida finita;
3. Funcoes nao-negativas;

4. Funcoes integraveis.

Sendo assim, comecemos pela integral de Lebesgue para func¢oes simples. Ja vimos que a

forma canonica de escrever uma funcao simples ¢ é
Y= Z a;XE; (3-1)
onde cada a; sao valores distintos tomados por ¢ em F, e cada
Ei=¢ (@) ={r € E|p(x) = a;}.

Definicao 3.1. Seja ¢ uma funcao simples definida em um conjunto de medida finita £.

Definimos a integral de 1) sobre E por

/E¢ = Zizai'm(Ei),

onde 1) tem a representagao candnica dada por (3.1).

Iremos escrever simplesmente / Y(x) ou / 1) para representar a integral de 1) em RY.

Proposicao 3.2. A integral de funcoes simples definida acima satisfaz as sequintes pro-

priedades:

(i) Independéncia da representagdo. Se p = Sn arXE, € uma representacao de p,

entao
N
/gp = Zak -m(Ey).
k=1

(ii) Linearidade. Se ¢ e ¢ sdo simples definidas em um conjunto de medida finita E e
a, B € R, entdo

Jap+pv)=a[o+b[v.

(iii) Aditividade. Se E e F sio subconjuntos disjuntos de R com medida finita, entdo

I A
EUF E F
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(iv) Monotonicidade. Se o <1 e sdo simples, entao

/wé/w

(v) Desigualdade triangular. Se ¢ é uma fungao simples, entao

’/AS/ML

Demonstragio. (i) A colecao {E;}!, é disjunta, mas a representagdo pode nao ser a

representacao candnica, desde que os a;’s podem nao ser distintos. Devemos levar
em conta possiveis repetigoes. Sejam {1, Ag, ..., A, } valores distintos tomados por

p. Para 1 <7 <m, seja
Aj ={z € E| ¢(z) = a;}.
Pela defini¢ao de integral em termos da representacao candnica

/E@ = f:l)\j'm(Aj>-

Para 1 < j < m, seja I; o conjunto de indices ¢ em {1,...,n} tal que a; = A;.
Entdo, {1,...,n} = UjL, [; e a unido ¢ disjunta. Além disso, pela aditividade finita
da medida

m(4;) =Y m(E;) paral<g<m.
1€l

Portanto,

g=1 |iel,

:i::lag'm(Ag):/ESO-

Como tanto ¢ quanto 1 assumem apenas um numero finito de valores em E, po-
demos escolher uma colegao finita disjunta { E;}! ; de subconjuntos mensuraveis de
E cuja unidao é E, de modo que ¢ e 1 sejam constantes em cada F;. Para cada
1, 1 <1 < n, seja a; e b;, respectivamente, os valores assumidos por ¢ e ¥ em E;.

Assim,

L¢=§wwﬂ&)e(éw:gmwm&)

No entanto, a funcao simples ap + 1 assume o valor constante aa; + 5b; em FE;.

Assim,
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/E(ago + py) = zn:(ozai + pb;) - m(E;) = azn:ai -m(E;) + ﬁzn:bi -m(E;).

i=1 =1 i=1

Portanto,

Jlap+s0)=a[ 45 [ v

(iii) Desde que E e F sdo disjuntos, m(E U F) = m(E) + m(F). Dali, seja > a;xg,ur;
i=1
uma representacao da fungao ¢. Note que

/EUFSO:iai.(m(Ei)ij(Fi)):gai'm(Ei)"‘gai'm(Fi):/ESO—i-/FSD.

=1

(iv) Assumindo ¢ <1 em E. Defina n =1 — ¢ em E. Pela linearidade,

[Ew—/EsOZ/EWZO-

Desde que n > 0, a representagdo canonica também sera nao negativa, com isso

seque que [pn >0

[ = X ol -t = [ Jol.

(v) Note que

]

Prosseguindo, iremos agora estender a integral de Lebesgue para func¢oes limitadas
suportadas em um conjunto de medida finita. Para isto, iremos introduzir a defini¢cao do

conjunto suporte de uma funcao e o que vem a ser uma funcao suportada em um conjunto.

Definicao 3.3. O suporte de uma fungdao mensuravel ¢ é definido por

supp(p) := {x € R?: p(x) # 0}.

Dizemos que ¢ é suportada em um conjunto £ se ¢(x) = 0 sempre que = ¢ E.

Uma vez que ¢ seja mensuravel, o suporte também serd, pois sendo ¢ mensuravel:
0 1((=00,0)) = {x € R?: p(z) < 0} ¢é mensuravel, p~1((0,00)) = {r € R?: p(z) >
0} ¢ mensurdvel. A intersecio {z € R? : p(x) # 0} é mensuravel, e o complemento

{x € R?: p(x) = 0} também ¢é mensuravel. Assim, supp(p) ¢ mensuravel.
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A seguir, estamos interessados em fungoes limitadas que tém m(supp(y)) < oo. Um
resultado importante é de aproximacao por funcgoes simples 2.43, que serd de grande

utilidade no lema a seguir.

Lema 3.4. Seja ¢ uma fungdo limitada suportada em um conjunto E de medida finita.
Se (¢n) € uma sequéncia de fungoes simples, limitadas por M, suportadas em E, e com

on(x) = p(x) em quase todo lugar, entao
(i) O limite lirrln/gon existe.
(ii) Se p =0 em quase todo lugar, entdo o limite li}gn/gon =0.
Demonstragio. (i) Desde que m(E) < oo, dado € > 0, o Teorema 2.48 (Egorov) garante

a existéncia de um subconjunto fechado e mensuravel A, C E tal que m(E —A,) < e

e ¢, — @ uniformemente em A..

Assim, definindo I,, = / ©n, temos

= Il < [ lon@) ~ on@1 = [ onte) = on@) + [ loule) — (o)l
Desde que {¢,} seja limitada por M
< [ lenla) = on(@)| + 20 -m(E = A). < [ Jou(@) = pula) +2M -

Pela convergéncia uniforme em A., para todo € > 0, existe N tal que, para todo
n, m suficientemente grande e para todo x € A, temos |p,(z) — ¢ (x)| < €. Entéo

I, — In] < m(Ae) - €+ 2M - € e sendo m(A.) < m(E), segue que
| I, — Iy| < m(E)-€e+2M -e.

Uma vez que € é arbitrario e m(E) < oo, provamos que {I,,} é de Cauchy. Portanto,

a sequéncia converge e o limite existe.

(ii) Note que se ¢ = 0, podemos repetir o argumento, definindo / vn = I,,. Existe, pelo

Teorema 2.48, A. C E tal que ¢, — ¢ uniformemente em A.. Perceba que,

Il = [ Joal = [ Aol [ lgal < [ lonl+ M-m(E = A) < e-m(E)+ M-
E A E—-A. Ae

Uma vez que € é arbitrario, segue que [ ¢, — 0, como queriamos mostrar.
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Usando este lema, noés podemos agora definir a integral de Lebesgue de uma func¢ao

limitada suportada em um conjunto de medida finita.

Definicao 3.5. Sendo f uma func¢do limitada suportada em um conjunto de medida

finita, definimos a integral de Lebesgue por

/ f = lim / P
onde {y,} é uma sequéncia de fungoes simples satisfazendo |p,| < M, cada ¢,, é suportada
no suporte de f e ¢, — f em quase todo lugar.
Agora, devemos primeiro mostrar que / f é independente da sequéncia {y,} usada,

para que, dessa forma, a integral esteja bem definida.

Proposicao 3.6. Dadas {p,} e {¢n} sequéncias de fungoes simples, limitadas por M,

suportadas em supp(f) e tais que p, — f e ¥, — f, entdo
Jiy oo = iy [0

Demonstragio. Defina 0, = ¢, — 1,. Assim, {n,} é uma sequéncia de fungdes simples,
limitada por 2M, suportada em um conjunto de medida finita e 1, — 0. Dai, usando o

item ii do Lema 3.4, se nh_}rgo/'r]n — 0 entao nh_)ngo /(gpn —1,) = 0. Consequentemente,

Ji [ion = i [0

O

Seja E C R? com m(FE) < oo e f limitada com m(supp(f)) < oo, entdo é natural

definir
| 1= [ Fxe

Essa extensao da defini¢ao da integral satisfaz todas as propriedades das fungoes simples.

Proposicao 3.7. Suponha que [ e g sao funcoes limitadas suportadas em um conjunto

de medida finita. Entao

(i) Linearidade. Se a,b € R, entao

/(af+bg):a/f+b/g.
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(ii) Aditividade. Se E e F sdo subconjuntos disjuntos de R, entdo

Jowt =50t

(iii) Monotonicidade. Se f < g, entdo

/fé/g

(iv) Desigualdade Triangular. Se |f| é também limitado, suportado em um conjunto de

[ = s

Demonstragio. Na demonstracao de cada um dos itens, iremos considerar {¢,}, {¢n}

medida finita, entdo

sequéncias de funcoes simples limitadas pelo mesmo termo que limita f, g, respectiva-

mente, suportadas em supp(f) e supp(g), e tais que ¢, — f e ¢, — g quando n — oc.

(i) Pela definigdo da integral de f e g
[(af +vg) = lim [ (agn+bu)
=afin [ eotblim [,

:a/f+b/g

(ii) Desde que F e F sao disjuntos f - xpur = f-xg+ f - XF-

Jof= [ foxmor=[fxe+ [Fow= [ 5+

(iii) Desde que f < g entdo ¢, < 1, para todo n € N suficientemente grande. Usando

a linearidade
/f—gz/f—/ﬁzhp/%r%@/ﬂnéﬁ
Dai,/f—/gﬁOentéo,/fg/g.

(iv) A funcdo |f] é mensuravel e limitada. Com isso, —|f| < f < |f| e pela linearidade

[ [r< [
[ < i

e monotonicidade,

Portanto,
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]

Teorema 3.8 (Convergéncia Limitada). Suponha que {f,} €é uma sequéncia de funcoes
mensuraveis, que sao todas limitadas por M, e sdo suportadas no conjunto E de medida
finita e fn,(x) — f(x) em quase todo x quando n — co. Entao f é mensurdvel, limitada,

suportada em E, e

[1fa= 110,

[f= ]+

Demonstracao. Que f serd mensuravel ja mostramos pois f € o limite de fung¢oes mensu-

Consequentemente

raveis, e f tem que ser limitada. Pois f,, — f e |fu(x)| < M Vz, entao lim |f,(z)] < M
portanto |f(z)] < M. Outro ponto importante a se destacar é que se provarmos que
/|fn—f| — 0, com isso, /fn—/f‘ < /]fn—f| — 0, o que implica/fn — /f

Logo, nos resta mostrar que / |fn — f| = 0. O argumento é parecido com o do lema.

Dado € > 0, podemos encontrar, pelo Teorema de Egorov 2.48, um conjunto A, C F
fechado tal que m(E — A,) < e e f, — f uniformemente em A.. Entdo, sabemos que para
qualquer € > 0 e n suficientemente grande, temos |f,(z) — f(z)| < € para todo = € A..

Com isso,

S =0V [ V=11 [ V=11 < eom(A)+2M -m(E—A) < e-m(E)+2M -e

para todo n suficientemente grande. Uma vez que € é arbitrario, a prova do teorema esta

completa.

A conclusao simplesmente diz:
hgl/fn _ /li1£nfn.
quando f,, sao func¢oes limitadas.

Observagao 3.9. Uma observagao 1util a se fazer é que, se f > 0, f ¢é limitada e suportada

em um conjunto de medida finita e /f = 0, entdao f = 0 em quase todo lugar. De fato,
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para cada inteiro k > 1, defina Ej, = {x € E : f(x) > 1/k}. Entdo, como k™ 'y, (z) <
/f(x), implica que
KV m(Ey) g/f.

Pela monotonicidade da integral, uma vez que m(Ex) = 0, e desde que {z : f > 0} =

U E), vemos que f = 0 em quase todo lugar.
k=1

3.1.1 Um retorno as funcdes integraveis a Riemann

Agora, iremos fazer um breve retorno as fungdes Riemann integraveis, mostraremos
que as fungoes definidas em intervalos compactos que sao integraveis a Riemann também

sao integraveis a Lebesgue.

Seja f uma fungao limitada de valores reais definida em [a, b]. Sendo P uma partigao de

la, b], definimos a soma inferior e a soma superior de f com respeito a P respectivamente

por
L(f,P) = Zmz(ﬂﬂz —xi1) e U(f,P)= ZMZ(% — Ti-1)
i=1 i=1
onde P = {zg,x1,...,x,}, M; =sup{f(z) | zio1 <z < z;},em; =inf{f(z) |z;,o1 <z <

Com isso, definimos a integral inferior de Riemann e a integral superior de Riemann

de f em [a, b] respectivamente por

/bf = sup{L(f, P) | P uma partigao de [a, b|}

/bf = inf{U(f, P) | P uma parti¢ao de [a, b]}.

Se a integral superior coincide com a integral inferior, entdao dizemos que f é Riemann

b
integravel em [a, b] e denotamos a integral por / /.

Exemplo 3.10. Defina f em [0,1] por f(z) =1sez € Qe f(z) =0sex € R\ Q. Seja

P uma particao de [0, 1]. Pela densidade dos racionais e dos irracionais

L(f,P)=0 e U(f,P)=1.
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Dai,

/Olf:0<1:/01f.

Logo, f nao é Riemann integravel. Mas, f ¢é limitada e a integral de Lebesgue de f é

[ R A
[0,1] [0,1]nQ [0,1]N(R\Q)

=1-m([0,1]NQ)+0-m([0,1]N(R\Q)=1-0+0-1=0.

definida por

Portanto, f é integravel a Lebesgue, mas nao é integravel a Riemann.

Defini¢ao 3.11. Uma fungao de valores reais ¢ definida em [a,b] é chamada de fungao
escada desde que exista uma particdo P = {zy,...,x,} de [a,b] e ntimeros ¢y, ..., ¢, tais
que

Y(z)=¢ sexi <z <y,

onde 1 <i<n.

Note que toda fungao escada é uma funcao simples, e vale que

zn:cl i — Li— 1 (w7p>

=1

Com isso, 1 é uma fungdo Riemann integravel e sua integral é

/w Zczz Ti1).

Portanto, podemos reformular a definicdo da integral superior e inferior de Riemann como

/f—sup{/ ¢ | ¢ é uma fungao escada e p < f em |[a, b]}

/bf = inf{/bw | 1 é uma funcao escada e ) > f em [a,b]}.

Teorema 3.12. Seja f uma fungio definida em [a,b]. Se f é Riemann integrdvel em

R L
[ =] r
[a,b] [a,b]

onde a integral da esquerda € a integral de Riemann e a integral da direita é a integral de

la,b], entao f € mensurdvel e

Lebesgue.
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Demonstracao. Por definicdo, uma funcao integravel a Riemann é limitada. Suponha
|f(z)] < M. Queremos mostrar que f é mensuravel e estabelecer a igualdade das integrais.

Uma vez que f é limitada, existem fungoes escadas oy, e ¥ tais que
lor(@)| < M, [U(x)] < M e gp(x) < f(z) < dp(z), Vrela,b], VkeN,

Além disso,
R R R
A i 75T Sy f=Jim [a,b] Ve (3:2)
Primeiro, notemos, da definicdo, que para funcgoes escada as integrais de Riemann e
Lebesgue sao iguais. Portanto,

R L R L
=] o e /[b]m: W VEEN (3.3)

[a,b] la,b la,b
Seja p(z) := limy, () e () = limy ¢ (x). Temos ¢ < f < 3. Além disso, @ e 9 sdo

mensuraveis e, pelo Teorema da Convergéncia Limitada 3.8, temos

, L L _
im [ o= @
k [a,b] [a,b]
€
L L .
im [ e = [ .
k [a,b] [a,b]
Logo,
] L
im — @) =0.
M o (v — @)

Dado que ¢, — ¢ > 0, temos ¢ — @ > 0. Assim, pela Observacio 3.9 ¥ — @ = 0, dai
)= @ = f em quase todo lugar. Isso prova que f é mensuravel e, finalmente, desde que

wr — f, temos

y c c
im =
P Jon = S
com 1isso,

c R

[ =] r

[a,b] [a,b]

Essa ultima implicagao é fruto da jungao das equagoes (3.2) e (3.3). ]

Seguindo, iremos proceder integrando fun¢des mensuraveis e nao-negativas, mas que
nao sao necessariamente limitadas. Serd importante permitir que essas fungdes possam
admitir valores estendidos, isto é, que uma funcao possa levar no valor +o0o. Por conven-

¢a0, admitimos que o supremo de um conjunto ilimitado seja +oo.
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Definicao 3.13. Sendo f uma funcao mensuravel nao-negativa, definimos a integral de

/fﬁ=%p/m

onde o supremo ¢ tomado sobre todas as fung¢oes mensuraveis g, tais que 0 < g < f e

Lebesgue (estendida) por

onde ¢ é limitada e suportada em um conjunto de medida finita.

No caso de tal funcdo f, com essa definicdo, temos apenas duas possibilidades: o
supremo / f é finito ou infinito. No primeiro caso, isto é, / f < o0, dizemos que f é

integravel a Lebesgue ou simplesmente integravel.
Proposicao 3.14. A integral de fungoes nao-negativas e mensurdveis seque as proprie-

dades:

(i) Linearidade. Se a,b € R e f,g >0, entao

/(af+bg):a/f—i—b/g.

(ii) Aditividade. Se E e F sio subconjuntos disjuntos de R? e f > 0, entdo

Jowd =t ot

(iii) Monotonicidade. Se 0 < f < g, entdo

/fé/g

(iv) Se g é integravel e 0 < f < g, entdo f é integravel.
(v) Se f € integravel, entio f(x) < oo para quase todo x.

(vi) Se /f =0, entao f =0 em quase todo x.

Demonstragio. (i) Para 0 < «, 0 < h < f se e somente se 0 < ah < af. Portanto,
pela linearidade da integral de funcoes limitadas e suportada em um conjunto de
medida finita / af =« / f.Com isso, precisamos apenas considerar o caso em que
a = [ = 1. Dessa maneira, note que se o < f e 1) < g onde ¢ e 1 sdo limitadas e

suportadas em conjuntos de medida finita, entdo ¢ + v < f 4+ g e ¢ + ¥ é também
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(i)
(iif)

limitada e suportada em um conjunto de medida finita, entao pela linearidade de

fungoes limitadas e suportadas em um conjunto de medida finita

/w+/¢=/w+¢§/f+9

Além disso, uma vez que / v+ / Y < / f+ / g, 0 menor limite superior para
/ ©+ / (I / f+ / g, pois é a menor das cotas superiores, assim concluimos
que / f+ / g < / f + g. Logo, resta provar a desigualdade reversa. Seja 7

limitada e suportada em um conjunto de medida finita e n < f + g. Definindo
m(z) = min(f(x),n(x)) e m(x) = n —n, temos que m < fen < g Assim,
/ n = / m + / N2 < / f+ / g. Tomando o supremo sobre 7, concluimos que
/f+g§/f+/g

Noteque/EUFfZ/fXEuF:/fXE-I—/fXF:/Ef"'/Ff
Observeque/fzszp/@bondeO§1/)Sfe/g:sup/goonde()ggogg.
¢

Assim, / @ — 1 > 0 entdo o supremo também sera nao-negativo, isto é,

0< sup /¢—¢=/g—f

p: 0<p<g ; P: 0<YP<f

Com isso, usando a linearidade / g— / f=>0.

Desde que g seja integravel entao o sup/gp ¢ finito, onde 0 < ¢ < g e p é uma

@

funcao limitada e suportada em um conjunto de medida finita. Por outro lado,

sendo 1 uma funcao limitada e suportada em um conjunto de medida finita tal que

0 <4 < f, note que o sup/i/} ¢ limitado por sup/gp, uma vez que 0 < f < g.
P ®

Portanto, sup/gb < 00, pois sup/gp é finito.

0 @

Suponha que By = {z : f(x) > k} e Ex = {x: f(z) = co}. Entdo,

/fZ/XEkukm(Ek) >0
com isso
[1
2 m(E) 2 0.

Assim, quando k — oo, temos m(Ey) — 0. Além disso, Ey D Ey.1 pois se f(z) >

k+ 1, entdo f(z) > k e note que U E; = E, portanto Ei \, F, e usando o item
k=1
ii do Corolario 2.22.1 segue que limg_,o, m(FEy) = m(Fy) assim, m(Ey) = 0.
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(vi) Fizemos isso na Observagao 3.9.

O

Lema 3.15 (Fatou). Suponha que {f,} seja uma sequéncia de fungées mensurdveis com

fn > 0. Selim, o fu(x) = f(z) em quase todo ponto, entdo
[ £ <timint [ f,.

Demonstracio. Suponha 0 < g < f onde g é uma fungao limitada e suportada em um
conjunto F de medida finita. Se tivermos o conjunto g,(z) = min(g(x), f.(z)), entao g,

é mensuravel, suportada em E e g,(r) — ¢g(z) em quase todo ponto e pelo teorema da

convergéncia limitada temos / Jn — / g, por construgao g,(z) < f,(z) entao / gn < / fn

e tomando o limite inferior

limninf / gn = / g < limninf / fn-

Tomando o supremo por todas as funcoes g tais que 0 < g < f obtemos
sup/g < sup liminf/fn = lim inf/fn.
g g n n

Com isso, /f < lin%inf/fn. m

Corolario 3.15.1. Suponha que f seja uma fung¢ao nao-negativa, mensurdvel e { f,} uma

sequéncia de fungoes ndo-negativas, mensurdveis com f, < f e fo(x) — f(z) em quase

[ 1=t [ 1

Demonstracao. Pelo lema de Fatou, sabemos que / f <liminf / fn, dal nos resta mostrar
n

todo ponto. Entao,

que limsup [ f, < / f, pois assim teriamos que limn inf / fn > limsup / fn, mas ja temos
n

n—oo

a desigualdade reversa, portanto concluiremos que hIr}I inf / fn = limsup / fn = / I

Uma vez que f, < f, entao /fn < /f, assim

limnsup / fn < limnsup / f= / f.
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Corolario 3.15.2 (Convergéncia monétona). Suponha que {f,} seja uma sequéncia de
fungoes nao-negativas, mensurdveis com f,(x) < fny1(x) em quase todo ponto para todo

n, e fu(z) = f(x) pontualmente em quase todo lugar e x € E. Entao

fi [ d= [ 1

Demonstragio. Desde que {f,} seja uma sequéncia nao-decrecente e f,, — f, segue que

fn < f usando o corolario anterior, concluimos o desejado. O]

Corolario 3.15.3. Considere a série Y72, ax(x), onde ax(x) > 0 e mensurdvel para todo

k > 1. Entao,

/gak(x) dex = g/ak(x) dr.

Demonstragio. Seja f(x) = Y32, ar(z) e fu(x) = Xp_y ax(x), note que f,, < fni1 e fu(x)

converge pontualmente para f(x). Logo, usando o Corolério anterior 3.15.2, nhﬁrglo / fn=

/1i7an fn. Além disso, desde que /fn = Z/ak(az) Portanto,
k=1

/gak(x) dr = g:l/ak(x) dz.
O

Teorema 3.16 (Desigualdade de Tchebychev). Suponha que f > 0 e que f seja integrdvel.

Sea>0eFE,={z: f(x) > a}, entao
1

Demonstragao. Defina a fungao h = o - xg,. Definida desta forma, temos h < f, entao

1
/h < /f. Dessa forma, a - m(E,) < /f com isso, m(E,) < &/f, ]

Agora, chegamos no ultimo estagio: iremos supor f qualquer funcdo mensuravel de
valor real em R?. Na observacio 2.45 percebemos que podemos decompor uma funcio f
em duas partes fT e f~ com essas duas partes ndo-negativas. Note que, por f£ < |f]
entdo f* sdo integraveis sempre que f o for (pois a funcdo é limitada por uma integravel

conforme foi visto no item iv da Proposigao 3.14).



3.1. A INTEGRAL DE LEBESGUE 62

Definicao 3.17. Dizemos que f é integravel a Lebesgue se a fun¢ao mensuravel nao-

negativa for mensuravel no sentido do estagio anterior. Com isso, definimos a integral de

[1-fr-]r

Na pratica, encontramos varias decomposicoes f = f; — fo, onde fi, fo sdo fungoes

Lebesgue de f por

nao-negativas e integraveis.

Dessa forma, esperamos que a integral nao dependa da decomposicao da funcao e de
fato nao depende. Com efeito, se f = g1 + g» outra decomposicao de f, com gy, go nao-
negativas e integraveis, entao f = f; — fo = g1 — go, por isso, fi1 + g2 = g1 + f2, 0 que
implica / fitg = / g1+ f2. Desde que f1, f2, 91, g2 sao nao-negativos, vale a linearidade

/f1 + /gg = /91 + /fg, logo, /f1 — /f2 = /gl — /gg. Portanto, a integral nao

depende da decomposicao da funcao.

Algumas observagdes sao tteis a se fazer: o valor da integral de f nao muda se
modificarmos f em um conjunto de medida nula. Além disso, se f for integravel entao
pelo item v da Proposicao 3.14 entao ela é quase finita, assim podemos sempre somar

duas funcoes integraveis.

Proposicao 3.18. A integral de Lebesque de fungoes integraveis € linear, aditiva, mono-

tona e satisfaz a desiqualdade triangular.

Proposicao 3.19. Suponha f integrdvel em R%. Entdo, para todo € > 0:

(i) Eziste um conjunto B de medida finita (uma bola, por exemplo) tal que

LIl <e

(ii) Eziste § > 0 tal que

/ |f| <€ sempre que m(E) <.
E

Demonstragio. (i) Substituindo f por |f|, podemos assumir sem perda de generali-
dade que f > 0. Seja By a bola centrada na origem de raio N e note que,

definindo fn(z) = f(z)xBy(z), entdo fx > 0 é mensuravel, fy(z) < fyi1(x) e
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limy_ o fn(x) = f(2). Assim, pelo teorema da convergéncia mondtona, temos

dm [ =]
Em particular, para N grande temos 0 < /fN — /fXBN < edesde que 1 — xp, =
XBIEV com iSSO, f($)(1 - XBN) = f(x)XB]CV entéo, /fN - /fXBN <€ dai?

/ fxps <e
(ii) Assumindo novamente que f > 0 e definindo
fu(z) = f(x)xpy, onde By = {z: f(z) < N},

de novo note que (fn(x)) < fyi1(x), fy > 0 é mensurdvel e pelo coroldrio 3.15.2
(Convergéncia Mondtona) dado € > 0, existe N > 0 tal que / f—In< g Agora
E

escolhemos § > 0 tal que N6<§. Se m(FE) < ¢ entao
Lr= LU= ax < [U=m [ gy < [(=f)+NmB) < S+ 5=
[

Intuitivamente, as fungoes integraveis deveriam “desaparecer” no infinito desde que
suas integrais sejam finitas e o item i da proposic¢ao 3.19 atribui um significado preciso para
essa intuicdo. Agora, iremos provar um teorema que é um pilar da teoria da integracao

de Lebesgue e ele pode ser visto como uma culminagao dos nossos esforcos até agora.

Teorema 3.20 (Convergéncia dominada). Suponha que {f,} seja uma sequéncia de
fungoes mensurdveis tal que f,(x) — f(x) em quase todo ponto quando n — oco. Se

|fu(2)] < g(x) onde g(z) € integrdvel, entao
/|fn z)] =0 quando n — oo,

e consequentemente

/fn—>/f quando n — oo.

Demonstragio. Para cada N > 0 seja Ex = {z : || < N,g(z) < N}. Dado e > 0,

pela primeira parte da proposi¢ao anterior, existe N tal que [ pe 9 < € Entao, a funcao
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fn(x)XxE,y sdo limitadas (por N, pois nao limitadas por g e g em Ey ¢é limitada por
N) e suportadas em um conjunto de medida finita, entdo pelo teorema da convergéncia

limitada, temos
/ |fn — f] < € para todo N suficientemente grande.
En

Assim,

[l fl= [, Vo= fls [ = fl<er2 [ g=c+2e=3e

En

uma vez que € ¢ arbitrario, o teorema esta provado.

3.2 O espaco L'

Com base nas propriedades das fungoes integraveis enunciadas na se¢do anterior, po-
demos concluir que o espaco das fungoes integraveis constitui um espaco vetorial. Nesta

secao iremos mostrar que tal espago é completo em uma norma apropriada.

Definicao 3.21. Para qualquer funcio integravel f em R?, define-se a norma de f por

171 = 1Al = Wl = [, 1 (a) o

Rd
Observagao 3.22. Observe que ||f|l; = 0 se, e somente se, f = 0 quase em todo lugar.
Essa caracteristica simples da norma reflete a pratica, que ja adotamos, de nao distinguir

duas funcoes que sdo iguais quase em todo lugar. Com isso em mente, definimos L.

Definicdo 3.23. O espaco L'(RY) é o espaco das classes de equivaléncia de funcoes
integraveis, onde definimos que duas fungdes sao equivalentes se elas sao iguais em quase

todo ponto.

Frequentemente, é conveniente manter a terminologia de que um elemento f € L'(R?)

é uma funcao integravel, mesmo que seja apenas uma classe de equivaléncia de tais fungoes.

Além disso, note que a norma || f||; de um elemento f € L*(RY) é bem definida pela

escolha de qualquer funcio numa classe de equivaléncia. Com efeito, se f,g € L! sdo tais

que g ¢ equivalente a f entdo |f(x)] = |g(x)], dai [ 17 = [ lg| portanto, |7 = |g].
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Proposigdo 3.24. Suponha f e g duas fungoes em L*(RY), entdo

(i) llafllray = el fllz1ge), para todo o € R;

(i) |f + gllzrway < [ fll2reay + gl 2 ey

10 yray = 0 se e somente se f =0 quase em todo lugar;
L1(R4) q g

(iv) d(f,9) == ||f — gllp1ra) define uma métrica em L*(R?).

Demonstragio. (i) Note que [laf |l = [ laf| = |al [ |£] = alllfllp1cae)

(ii) Usando a monotinicidade da integral obtemos
1 + gl = 15+l < [151+1al = [11+ [ 1ol = 1l + gl e

(iii) [|f[/z1 ey = O equivale a / |f] =0, dai, f =0, pelo item vi da Proposi¢ao 3.14.

(iv) d(f,9) == [|f — 9llp1we) de fato é uma métrica. Com efeito, se d(f,g) = 0, entao
IIf — gl = 0 e pelo item 3 segue que f(z) = g(x) em quase todo ponto x. Além

disso, vale a desigualdade triangular

A(f.9) = If =gl = [1f =gl = [If =h+h—gl

< [1f =+ 1h—gl =d(f.9) + d(h.g) (34)

]

Definicao 3.25. Um espacgo métrico V' com a métrica d é dito completo se toda sequéncia
de Cauchy {z}} em V (ou seja, d(zy,z;) — 0 quando k,] — oo) converge em V', ou seja,

existe z € V tal que limg_,o, vy = v, no sentido de que d(vg,v) — 0 quando k — oc.

Teorema 3.26 (Riesz-Fischer). O espaco vetorial L* é completo.

Demonstra¢io. Suponha que {f,} seja uma sequéncia de Cauchy na norma, tal que
| fn = fmll = 0 quando n,m — oo. Agora, considere uma subsequéncia {f,, } de {f.}

satisfazendo a propriedade:

||fnk+1 - fnkH S 2_k7 k Z 1.
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A existéncia dessa subsequéncia é garantida pelo fato de que ||f, — fi|| < € sempre que
n,m > N(e), de modo que basta tomar n, = N(27%). Agora, considere a série cuja

convergéncia esta descrita abaixo:

F0) = Fos + 3 s (0) = o 0)

9(2) = | fn] + i Fusr (&) = fon ()]

Note que

[t [ Elber = fucd = [Vl + X [Uror = fu < [15] + 327 < o0

Dessa forma, g é integravel. Desde que, f < |f]| < g entdo f também é integravel. Além
disso, note que a série que define f converge em quase todo lugar e as somas parciais dessa
série é precisamente f,, (por construcao da série telescopica). Dessa forma encontramos

que
forn(@) = f(x)

em quase todo ponto z. Precisamos provar que f,, (z) — f(x) em quase todo lugar em
L'. Para isso, note que |f — f,,| < g para todo k. Aplicando o teorema da convergéncia

dominada temos

e = £l = [ 1fue = F1 0 quandok — co.

Finalmente, dado € > 0 existe N tal que n,m > N temos || f, — f|| < §. Se ny ¢é escolhido

de modo que ng, > N e || f,, — f|| < § entdo a desigualdade triangular implica

[fo = FIF < fw = fai | + W[ i = fI < € sempre que n > N.

Portanto, {f,} tem o limite f em L. O

O argumento usado na demonstracao acima produz o seguinte:

Corolario 3.26.1. Se {f,}>°, converge para L', entdo existe uma subsequéncia {f,, }

tal que
i (@) = f()

em quase todo ponto x.
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Demonstragio. Seja {f,, }72, uma subsequéncia de {f,},>, tal que ny é escolhido de
modo que m(A) < 27% onde A = {k € N : |f, — f] > 27F Vn > nz}. Uma vez
que imﬂ f — f] > 27%) < oo pois ny foi escolhido de modo que a diferenca fosse
menglrzlque 27% ¢ Y oheq 27%F < 0o, Assim, segue que o conjunto dos pontos x tais que

| fu, () — f(x)] > 27F tem medida zero. Logo, f,, () — f(x) — 0 em quase todo ponto
x. O

Defini¢dao 3.27. Dizemos que uma familia G' de funcoes integraveis é densa em L' se

para qualquer f € L' e ¢ > 0 existe g € G tal que ||f — g|| < e.

Teorema 3.28. As sequintes familia de funcoes sao densas em L'

(i) As fungoes simples;
(ii) As fungoes escada;

(iii) As fungées continuas de suporte compacto.

Demonstragio. (i) Uma vez que podemos escrever uma fungao como diferenca de fun-
¢Oes nao negativas, é suficiente provar o teorema quando f > 0. Para o item (i)
pelo Teorema de Aproximacao por Fungao Simples 2.46, existe uma sequéncia {p, }
de fungoes simples que converge pontualmente para f e ¢, < f para todo n, entao

usando o Teorema da Convergéncia Dominada 3.20, segue que
/\gpn — f| = 0 quando k — oc.
Portanto, as funcoes simples sao densas em L.

(ii) E suficiente aproximar funcdes simples por funcoes escada pois sendo 1) uma funcio
escada, escrevendo [ — f| < |p — | + |f — ¢, desde que |f — | < ¢, basta
mostrarmos que |¢ — ¥| < e. Uma vez que uma func¢do simples é uma combinacao
linear de fungdes caracteristicas de conjuntos de medida finita, entao ¢é suficiente
mostrar que se £ é um conjunto de medida finita, ha uma func¢ao escada v tal que

llxe — || é pequeno. Usando o primeiro principio de Littlewood, hd uma familia
M

disjunta de retangulos {R;} com m(E A U R;) < e. Por isso, xg e ¢ = ZXRJ
j=1
diferem no maximo em um conjunto de medida €, assim

[ (@) = v(@) < e
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(iii) Note que toda fungdo pode ser aproximada por fungoes simples, assim iremos nos
aproximar de funcoes simples por fungoes continuas com suporte compacto. Usando
o item (ii), sendo f uma funcdo simples, podemos reduzir ao caso em que f é
a funcao caracteristica de um retadngulo. No caso de uma dimensdo, onde f é a
fungao caracteristica do intervalo [a, b], podemos escolher uma funcao continua g,
definida por

lsea<x<b
g(x) = . ]
Osexga—iouIZb—l—i Ve > 0.

Assim, [|f—g| < 1-€¢ = e. Podemos generalizar isso para d dimensoes, considerando
que a funcao caracteristica de um retangulo é o produto das fungoes caraccteristicas
dos intervalos, ou seja, sendo R um retangulo em d dimensées da forma R = [a, by ] X
- X [ag, bg) temos a funcao caracteristica de R
1sea; <z <b
Xr(z) =

0 caso contrario.

Assim,

XR(x) = X[a17b1]<x1) : X[a2762]('x2) BEEEE X[adybd]<xd)'

Dessa forma, podemos definir a fungao

1 se a; S xX; S bz
gi(x;) =

OSexSCLi—Q—EOJ,ouach—ki

2d’

e, finalmente, definimos a funcao g por

9(x) = g1(x1) - - - ga(z4)

Assim,/]f—g|§1~§~d:e.

3.2.1 Propriedades de invariancia

Definicdo 3.29. Se f é uma funcdo definida em R? a translacio de f por um vetor

h € R é a fungao f, definida por f,(x) = f(x — h).
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Proposicao 3.30. Se f € uma funcgdo integrdvel, entdo f;, também o € e
/Rdf(:c—h)dx:/Rdf(x)d:c.

Demonstracao. A prova ird ser feita passo a passo, em cada caso iremos estender o resul-
tado para uma classe maior de fungoes.

Caso 1: Quando f = xg, sendo £ um conjunto mensuravel. Note que f, = xg,, onde
E,={x €R?:z+h € F}. De fato, se t+h € Ej, entdo f,(z) = f(x) = 1;se x+h ¢ Ej,
entdo x ¢ F, logo fr(x) = f(x) = 0. Além disso, sabemos que m(E) = m(E},) (pela Ob-
servagao 2.24), assim as integrais também coincidem. Dessa forma, usando a linearidade,
o resultado é valido para todas as fungoes simples. De fato, seja f = ZaiXEm com

E; = f~1(a;), entao

In = Z(ai + h)XE,,, com Ej; = fh_l(ai +h)

com isso,

/IRdf(m—h)dl‘:Zai.m(Ehi) :Zazm(Ez) :/Rdf<x>dx'

Caso 2: Quando a fungdo é nado-negativa e {p, } é uma sequéncia de fungées simples que
cresce pontualmente para f, entdo {(¢,)n} é uma sequéncia de fungoes simples que cresce

pontualmente para f;,, assim, usando o Corolario da Convergéncia Mondtona 3.15.2

[fa=[f e [en—[h

Desde que / fn = / ¢n, Para todo n entao pela unicidade do limite / f= / fn
Caso 3: Quando f é uma funcao integravel, sendo f integravel podemos escrevé-la
como f = fT — f~ pela Observagao 2.45, assim f, = f;7 — f, . Como essas partes sdao

nao negativas, podemos concluir que

Jre=[s e [r=]m
Consequentemente, / f= / fn

]

Analogamente, usando a invarincia relativa a dilatagoes e reflexdes da medida de

Lebesgue podemos provar a proposicao seguinte.
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Proposicao 3.31. Se f ¢ integrdvel, entio f(dx), f >0, e f(—x) também o sdo, e

5d/Rd f(dz)dx = /]Rd f(z)dx

/]Rd f(z)dx = /Rd f(—z)dx.

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar a primeira igualdade, para isso dividiremos
em casos.
Caso la: Se f(z) = xg(x), com E um conjunto mensuravel. Note que z € FE se, e

somente se, 0z € 0F. Portanto, dx € E se, e somente se, x € § ' E. Entéo,

f(6z) = xp(0z) = X5-16(2)

onde §E = {dx : * € E}. Lembrando, pela Observacio 2.24, que m(dz) = 6 4m(E),

entao podemos escrever

Portanto,
5d/f(5x) dx = /f(x) dx.
E, usando a linearidade o resultado é valido para todas as fungoes simples.
Caso 2a: Quando as fungoes sdo ndo negativas e (,,) é uma sequéncia de fungoes simples
que cresce pontualmente para f, entdo (¢,(dx)) é uma sequéncia de fungoes simples que

cresce pontualmente para f(dz), assim, usando o Corolario da Convergéncia Mondtona

3.15.2
[en@) = [1@) e [enon)— [ 1),
Sabemos, pelo item anterior, que [, (6x) = §7¢ [ p,(z), para todo n. Assim, como

/gpn(x) — /f(m), entao 5‘d/cpn(x) — 6‘d/f(x). Assim, pela unicidade do limite
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devemos ter

lim [ pu(02) = lim 6 [ u(a)

n=roo
Dai,

[ etor) =07 [ o).
Caso 3a: Quando f é uma funcao integravel, podemos escrevé-la como

flx)=f"x)— f(x) e f(ox)=fH(0x)— f (0x).
Como essas partes sao nao-negativas, podemos concluir que
[r@=a 1@, [Fen=0"[ @
Assim,
[ f@) =" [ £+ @@y =6 [ 1 (om)
=3t ([ £r60) = [ £ (60)
=~ [ f(om)

Para a segunda igualdade, a demonstragao é analoga.
Caso 1b: f(z) = xg(z), sendo E um conjunto mensuravel. Temos = € F entdo —x €

—FE. Note que
/XE(x) dx = m(E), /X_E(x) dx = m(—FE).
Como m(E) =m(—FE) e x_g(x) = xg(—x), entao

/XE(I) dr = /XE(—x) dz.

Caso 2b: Quando as fungoes sao nao negativas e p,, é uma sequéncia de fungdes simples
que cresce pontualmente para f, entdo {¢,(—z)} é uma sequéncia de fungoes simples que

cresce pontualmente para f(—x), assim usando o Corolario 3.15.2

Jen@ = [f=2) e [eu(=) = [ f(-a).

[ en@) = [eu(=a)
[ 1@ = [ f=a).

Como

entao, pela unicidade do limite
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Caso 3b: Quando f é uma funcao integravel, podemos escrevé-la

flx) = f(x) = (),

fl=z) = fT(=2) = [~ (=)

Como essas partes sao nao negativas, podemos concluir que

[rt@ = [ e [r@= [,
logo [ f(@) = [ f(=). s

Proposicio 3.32. Suponha f, g funcoes mensurdveis em R, entdo se para cada x € R?
fixo a fungao y — f(x —y)g(y) € integrdvel, entdo a fungio y — f(y)g(x —y) é também
integrdvel e temos

[ e =yg)dy = [ gl —y)dy.

Demonstragio. Sendo uma funcio h definida por h(z) = f(x —y)g(y), para cada z € R,
transladamos h e refletimos. Como segue h(zx—y) = f(x— (x—y))g(x—y) = f(y)g(xz—y),

que é uma funcao integravel. Desse que a integral seja invariante por translagao, entao

/h(y) = /h(aﬁ — y) se, e somente se, /f(x —y)g(y) dy = /f(y)g(m —y)dy. O

Defini¢ao 3.33. A integral /d flz —y)g(y) dy é denotada por (f * g)(x) e é definida a
R

convolugao de f e g.

Note que, a proposicao anterior afirma a comutatividade do produto usando a convo-

lucao. Usando as relagoes estabelecidas, podemos estabelecer, para qualquer € > 0

1.
dx dx
/ ~ = ed_“/ T, sempre que a > d,
|z|>e || lz|>1 |
2.
dx dx
/ ~ = ed_“/ T, sempre que a < d.
|z|<e || lo|<1 |
. |T .
De fato, note que se || > € entdo u > 1, neste caso 0 = % . Assim,
€

d

/ do :/ € = 6+“_d/ ! dx
|z|>1 |ZL‘|a |z|>e |x|a€—a |z|>e |I|a
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Portanto,

Gfﬁd/ dx :/ L
w21 |z[* Jjzlze |z]®

3.2.2 Translacdes e continuidade

Agora iremos examinar como as propriedades de continuidade de f estao relacionadas
a forma como as translacoes f variam com h. Note que para qualquer z € R?, a afirmacao

de que fn(z) — f(z) quando h — 0 é equivalente a continuidade de f no ponto x.
Proposigao 3.34. Suponha que f € L'(R?), entdo

|fn— flli =0 quando h — 0.

Demonstracio. A demonstracdo é uma consequéncia da aproximagao de fungoes inte-
graveis por fungoes continuas e suporte compacto que fizemos em 3.28. De fato, dada
f € LYRY) e qualquer ¢ > 0, podemos encontrar uma funcao g tal que ||f — g|| < e.

Agora note que,
Sfo=f=Un—90)+(gn—9) —(f—9)

no entanto, || fr — gnllziwey = If — gllzr(ra) <€, pois

Jita=anl = [1f =gl <

dado que g seja continua com suporte compacto temos

lon = gllzreay = [ Lot = h) = g(w)| = 0.

quando A — 0. Com efeito, sendo g continua dado > () existe 6 > 0 tal que

m(supp(g))

lgn — g| < sempre que |h| < §. Podemos supor, sem perca de generalidade, a

m(supp(g))
integral no suporte da g. Com isso,

€

loe =gl = [ lote—h)—g() < 7 m(supp(9)) = ¢

m(supp(g

sempre que h é suficientemente pequeno. O

3.3 O espaco L?

Nesta secdao, estudaremos o espaco L? de funcoes quadrado-integraveis, tal espaco

constitui um espaco vetorial cuja diferenca com o espaco L! serd destacada a seguir. Um
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dos objetivos do estudo desta se¢ao é nos fornecer ferramentas para provar o Teorema de

Radon- Nikodyn 6.37.

Definicdo 3.35. A colecdo das funcoes com quadrado integravel em R ¢ denotada por
L*(RY) e consiste em todas as fungdes que valor real que satisfaz / . |f(z)*dz < oo, tal
R

espaco é munido com a norma

e = ([, tePar)

Uma diferenca crucial de entre L? e L' é que L? é naturalmente equipado com o

produto interno:

(f.9) = [, f@)gla)dz, sempre aue f,g € L*(RY),

Proposigao 3.36. Se f,g € L? entio f(x)g(x) € integrdvel e vale a desigualdade de
Cauchy-Schwarz: [(f, )] < [[flllgl

Demonstragdo. Sabemos que 2| f(z)||g(z)| < |f(z)|* + |g(z)|?, entdo

[ Af@lg@ldr < [ 2 (1f @) + lo@)P) da.

Assim,
J1ral <5 [ [ 15 P+ [ low)Pas].
Portanto,
15l < 5 (1717 + lol]. (35)
Para provar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, comecemos vendo que se ||f]| = 0 ou

llg]] = 0 entdao (fg)(x) = 0 em quase todo ponto e, portanto, (f,g) = 0. Assumindo que
£l = llgll = 1, pela desigualdade (3.5) obtemos /\fg] < 1. Finalmente, no caso em que

IIf1l e |lg|l sdo diferentes de zero, normalizamos f, g:

/ e G- g
171l llgll’

Entéo, || f|| = [|g]l = 1 Assim, [(f,)| < 1, multiplicando por || f||]lg]],

Il (25 )1 < 1l

Portanto, concluimos que [(f, g)| < || flllgll O

f=
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A norma em L? induz uma métrica, assim se f,g € L?(R?), definimos a distancia entre
[ e g por
d(f,g) = — 9llL2(ra)-

Teorema 3.37. O espaco L*(RY) é completo.

Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [13] p. 159-160. O

Definicao 3.38. Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial H munido de um produto

interno tal que H é completo na norma induzida pelo produto interno.

Exemplo 3.39. O espaco L? é um espaco de Hilbert.
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Diferenciacao e integracao

Do calculo sabemos que a diferenciacdo e integracao sao operagoes inversas. Aqui

queremos rever essa ideia basica no contexto da teoria que vem sendo estudada.

Nosso objetivo é a formulacao e a prova do teorema fundamental do calculo neste
cenario. Tentaremos fazer isso respondendo duas questoes, cada uma expressando a reci-

procidade entre diferenciagao e integracao.

A primeira questdo é a seguinte: suponha f integravel em [a,b] e F' uma integral
indefinida, F(z) = / f(y) dy. Isso implica que F' é diferenciavel (pelo menos em quase
todo ponto) e que F' = f?7. E a segunda é: Em quais condigdes uma fun¢ao F' em [a, b]

garante que F”(x) existe (em quase todo ponto), que essa fungao é integrével e que
b
H@—ﬂ@:/Fth?

Comecemos avaliando a primeira questao.

4.1 Diferenciacao da integral

Se f dado em [a, b] e integravel nesse intervalo, chamemos

F(z):/:f(y)dy, a<xz<b.

Para lidar com F’(zx), relembremos a defini¢cdo de derivada como o limite do quociente

F(z+h) — F()
I

quando h — 0.

Notemos que esse quociente leva a forma (digamos no caso h > 0)

1 rxt+h 1
] W= [ rway
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usando a notagdo I = (x,x + h) e |I| o tamanho do intervalo.
Note que a expressao acima representa o valor médio de f sobre I e que no limite em que

|I| — 0 podemos esperar que as médias tenda a f(x). Ou seja, podemos nos perguntar se

lm—/f )dy = f(x)

1110 |I|

¢é valido para quase todo .
Em dimensoes superiores podemos pensar numa questao semelhante. Inicialmente vere-
mos esse problema onde os conjuntos envolvidos sao as bolas B contendo x, com volume

m(B). Assim, reformulando o problema no contexto de R%:

Suponha que f seja integravel em R%. E verdade que

)dy = todo 7
B)—>0m /f y = f(x) para quase todo x

O limite é tomado quando o volume das bolas abertas B contendo x tende a 0. Iremos

nos referir a esse problema como problema da média.

Observagao 4.1. Note que se f é continua em z o limite de fato converge para f(x).

De fato, dado € > 0 existe § > 0 tal que |f(z) — f(y)| < € sempre que |x — y| < J.

Uma vez que
1 1
) LWy = s [ @) = £(w) dy
Sempre que B for uma bola de raio menor que g que contenha x, temos
1 1
|f(:v) -t 1) dy| _ |mB (f@) - f(y)) dy|
1
< o) Jo @)~ Sl dy

Como desejado.
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4.2 A funcdo maximal de Hardy-Littlewood

O conceito de fungao maxima foi introduzido no contexto unidimensional por G. H.

Hardy e J. E. Littlewood.

Figura 6 — Hardy e Littlewood

P e A ¥ s Ty S o= e,

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hardy/pictdisplay/

A ideia foi formalizada no artigo de 1930, “A Mazimal Theorem with Function-
Theoretic Applications” [7] (Um Teorema Maximal com Aplicagdes da Teoria das Fun-

¢oes). Nele, os autores, na pagina 3, introduzem o problema com a seguinte analogia:

“O problema ¢ mais facilmente entendido quando expresso na linguagem do
criquete, ou de qualquer outro jogo em que um jogador acumula uma série de

pontuacoes, das quais uma média é registrada.”

Com essa analogia, os autores introduzem a Fungao Maximal — uma funcao que, em cada
ponto, registra o valor maximo que a média das pontuagoes (ou valores da func¢ao) pode

atingir em qualquer intervalo.
A partir desta analogia, a definicao relevante para o entendimento é a seguinte:

Definicdo 4.2. Se f é integravel em R¢, definimos a funcio maximal f* por

1

fre)=sup s [ )ldy, v € R

onde o supremo é tomado por todas as bolas que contém x.
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Lema 4.3. Suponha B = {B,..., By} uma colegio finita de bolas em RY. Entdo, eziste

uma subcolegao B;,, B;,, ..., B;, que satisfaz
N k
m (U Bg) < BdZm(Bij).
/=1 Jj=1

Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada em [13] p. 102-103. O]

Teorema 4.4. Se f ¢é integravel em R? entdo

(i) f* é mensurdvel;
(7i) f*(x) < oo em quase todo ponto x;
(7ii) f* satisfaz
. A
m({z e R?: f*(z) > a}) < Il

para o > 0, onde Ay = 3°.

Demonstragio. (i) O conjunto E, := {z € R?: f*(x) > a} é aberto, pois se x € E,

entao existe uma bola B tal que x € B e

7wl dy > e

assim, para qualquer ponto z suficientemente proximo de x também vai pertencer

a B.

(iii) Seja, E, = {z € R?: f*(z) > a}. Para cada = € F,, existe uma bola B, contendo

x tal que
1

m(B;)

[, 1 @ldy > o.

Assim, para cada bola temos

=] 1@y > 5.

Fixe um compacto K de E,. Uma vez que K é coberto por U B, podemos

wGEa
N

selecionar uma subcobertura finita de K, digamos K C U By. Pelo lema anterior,

=1
existe uma subcole¢do B;,, By, ..., B;, de {Bi, -+, By} de bolas disjuntas com

k

m (G Bg) < BdZm(Bij).
/=1 J

—
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Assim, desde que as bolas sejam disjuntas

IA

m(K) <m (ij Bg) < 3dim(3ij)

=1 j=1

[, 1 ldy

J

ol %

.
o LM~
=
S
=
NS

=
<.

IN

IA
2<%
T

W)l dy.

Em virtude de a desigualdade ser valida para todo compacto K de E,, entao vale

para E,, uma vez que podemos nos aproximar de F, por compactos.

(ii) Note que {z : f*(z) = 00} C {z: f*(x) > a}, pelo item (iii) se tomarmos o limite

quando o — oo temos m({z : f*(z) = c0}) =0

Teorema 4.5 (Diferenciacio de Lebesgue). Se f é integrdvel em R?, entdo

(B o m( / fly)dy = f(x) em quase todo x (4.1)

Demonstracao. E suficiente mostrarmos que

E,=<x: hmsup
m(B)—
wGB

> 2

7, T = @

tem medida zero, pois se isso acontecer, temos para quase todo x,

it 0= 1@

<2a quando m(B) — 0.

E essa aproximacao garante que F = U E1 tem medida zero. Logo, o limite em (4.1)

n=1
mantém em E°¢. Com efeito, fixando €, pela densidade das fungoes continuas com su-
porte compacto, para cada € > 0 podemos encontrar uma fungao continua com suporte
compacto tal que || f — g||z1 < €. E pela continuidade da fungédo g, temos

1i

zeB

[ 9w dy = gla) va.

Note que

1 1 1
(5] Jp W =10 = s [ (F@)=aw)) dyt s [ (9()=9(@)) dyt(e)—F(a),
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Encontramos que,

hmsup B / f(y)dy — b(x)
- %gg m(lm L) =gty + s [ o) dy = a(0) +5(0) £ (@)
< g%sig - / 1f(y) —9(y)ldy + hr&fﬂ% (13) /Bg(y) dy — g(x) + g(z) — f(x)

= (f = 9)" (@) +lg(z) — f(2)].

Consequentemente, F, = {z : (f(z) —g(z))* > a} e G, := {z : |f(x) — g(z)] > a}.
Entao, F, C (F, UG,), pois se u; e uy sao positivos, entdo u; + us > 2a se u; > a ou

uy > «. Por outro lado, da Desigualdade de Tchebyshev 3.16 nos da

< [IfG = (@) ~ (@)l

e, pelo item (iii) do Teorema 4.4

m(Fo) < —[[f =gl
Logo,
A 1
m(E,) < —-e+—-¢
a «

Como € é arbitrario, concluimos que m(E,) = 0 e a prova estd completa.

]

Até o momento, partimos do pressuposto de que f é integravel. O limite no teorema
de Lebesgue é calculado em bolas que se contraem até o ponto x, fazendo com que o
comportamento de f distante de x nao tenha influéncia. Por isso, esperamos que o

resultado seja valido mesmo que consideremos a integrabilidade de f apenas em cada

bola.

Definicdo 4.6. Dizemos que uma funcdo f em R ¢ localmente integravel se para toda
bola B a funcio f(z) - xp(z) é integravel. Denotamos por L (R?) o espaco de todas as

funcgoes integraveis.

Assim, a suposicao do ultimo teorema se mantém sob uma suposi¢ao mais fraca.
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Teorema 4.7. Se f € L} entdo

m(B—>0m /f Jdy = f(x)

para quase todo x.

A aplicacao seguinte desse teorema fornece-nos uma visao sobre a natureza dos con-

juntos mensuraveis.

Definicdo 4.8. Seja £ um conjunto mensuravel e z € R?, dizemos que  é um ponto de
densidade de Lebesgue de F se

m(BNE)
im ————~
m(B) 0 m(B)

zeB

=1

Uma aplicagdo do teorema anterior aplicada a fungao caracteristica de E produz:

Corolario 4.8.1. Suponha E um conjunto mensurdvel de R%. Entdo,

(i) Quase todo x € E é um ponto de densidade de E;

(i) Quase todo x ¢ E ndo é um ponto de densidade de E.

Demonstragdo. Aplicando o teorema com f = xg, temos

/XE xe(r) ae. z,

—>0m

entao

1
li ——m(BNE €. .
m(Br%om(B)m( NE)=xp(r) ae
S

(i) Se z € E, entao xg(z) =1

TUCALE) By
m(B)0 m(B)
(ii) Se z ¢ E, entao xg(z) =0
i MBOE)
m(B)—»0  m(B) ‘
reB
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Agora vamos analisar um conceito que, para func¢oes integraveis, funciona como uma

alternativa a continuidade pontual.

Definicdo 4.9. Seja f localmente integravel em R?. O conjunto de Lebesgue de f consiste

de todos os pontos T € R? tal que f(i) é finito e

lim /|f )| dy = 0.

—>0m

Observe que, se f é continua em Z, entdao T pertence ao conjunto de Lebesgue pela

observacao 4.1. Além disso, se T pertence ao conjunto de Lebesgue entao

B)—)Om /f Jdy = f(@).

Corolario 4.9.1. Se f € localmente integrdvel em R?, entdo quase todo ponto pertence

ao conjunto de Lebesque de f.

Demonstra¢io. Uma aplicagdo do teorema a funcdo |f(y) — r|, mostra que para cada

racional 7, existe um conjunto FE,. de medida zero tal que

lim / |f(y) —rldy = |f(Z) —r| sempre que x ¢ E,.

m(B )—0 m

Assim, se E = | J E,. Suponha que T ¢ E e f(Z) ¢ finito. Assim, dado € > 0 existe um

reQ
racional r tal que

_ €
(@) vl < &
Desde que
iy 10 = 1@y < s [ 1) =+ 17(@) = vl
Temos
hm—>0mB /|f —r|dy + hm—>0m /\f —r|dy
_ €
<|f(z) T|+W'§ m(B)
<S48
22"

Logo,  nao esta no conjunto de Lebesgue.
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Note que, a teoria da diferenciacdo desenvolvida até agora usa médias sobre bolas,
podemos nos perguntar se resultados semelhantes sao validos para outras familias de con-

juntos. A seguir, iremos mostrar uma condi¢do para a resposta afirmativa dessa pergunta.

Defini¢ao 4.10. Uma cole¢ao de conjuntos {U,} encolhe regularmente para z ou tem
excentricidade limitada em & se existe uma constante ¢ > 0 tal que para cada {U,} existe

uma bola B com = € B, U, C B e m(U,) > cm(B).

U, esta contido em B mas sua média é comparavel com a medida de B. Por exemplo, o
conjunto de todos os cubos abertos contendo x encolhe regularmente para x. Entretanto,
em dimensoes maiores do que ou iguais a dois a colecao de todos os retangulos abertos

contendo x nao contrai regularmente para .

Corolério 4.10.1. Suponha f localmente integrdavel em Re. Se {U,} contrai reqularmente
para T entao

. 1

lim
Ua—0 m(Uy) JUa
xGUa

fly)dy = f(z).

Demonstracao. Para todo conjunto que pertence ao conjunto de Lebesgue, se € B com

U, C B em(U,) > c¢cm(B) para algum ¢ > 0, entao

i L@ 1@l <

Por Z estar no conjunto de Lebesgue, para todo € > 0 tem-se, para m(B) suficientemente

)| dy.

pequena
T)| dy < e.
Logo,
1
[ - sy < e | iy <
T Jo W) = @) dy F) = F(@)]dy < e
Como queriamos demonstrar. O

4.3 Diferenciabilidade de funcoes

Passemos agora para segunda questao. Queremos encontrar uma condi¢ao ampla para

a funcao F' que garanta a identidade

F(b) — F(a) = / " F(2) da. (4.2)
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Ha alguns problemas para a formulagao da identidade. Primeiro devido a existéncia de
fungdes nao diferencidveis, o lado direito de (4.2) pode nao ser significativo se assumirmos
F continua. Segundo que mesmo F’(x) existindo para todo x, a fungdo F’ pode nédo ser

integravel, vejamos o exemplo abaixo.

22 sin (;12) sex #0

0 sex=0

Exemplo 4.11. Considere a fungao real F', definida por F(z) =

Afirmamos de F'(z) existe para todo z, mas F’ nao é integravel em [—1,1]. Com efeito,

a derivada de F'(x) quando x # 0 é:

1 1 1 2cos (= 1
F(a)=a?eos(5) - (-2) 5+ 20sin () = ‘x() + 2z ().
Ja quando x = 0:
22 sin (:%2) -0 1
F'(0) = lim = lim x sin () = 0.
z—0 x—0 xz—0 x2

Assim, note que F’(x) ndo ¢ limitado em [—1, 1], pois quando  — 0 temos F'(x) — oc.

) 1
21 sin (xZ)

Além disso, < 2 e é continua, portanto integravel. Assim, é suficiente

—2cos (x%
mostrar que —— = nao é integravel. Defina
x
—2cos (&
g(z) = |x (x )‘

1
Note que para todo y € [2kT — %, 2km + g] temos cosy > E, k > 1. Assim, para k > 1
defina

g(2) > I(2>.cos(x(k)) > xfk)\f _ x(}j)
Entao, para k arbitrario tomando Iy := [z(k), z(k)], temos
V2
g = kz:; () X1,
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Portanto,
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Podemos escrever

Vica<1- %
com a = #, temos
2km + %
3 5
2km + 5~ 2(2km + %)
Assim,
I i S R S
2km + 7 dkm + 5
Logo,
2km — Z z
1— i >1-1 e
2k + 5 + 4km + 5
Portanto,

e fazendo K — o0 a série diverge, concluindo, assim,

K
Finalmente, t / >
Inaimente, temos g = kgl 8k‘ T 1

que g nao ¢é integravel.

Para superar essas dificuldades encontradas estudaremos uma nova classe de fungoes:

As Fungoes de Variacao Limitada, que ird manipular melhor essa problematica.
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4.4 Funcoes de variacao limitada

Definigao 4.12. Seja v uma curva parametrizada no plano dada por z(t) = (z(t), y(t)),
onde a <t < b, com x(t),y(t) fungdes continuas de valores reais em [a,b]. A curva 7y é
retificavel se existe M € R tal que, para qualquer particdo a =ty < t; < -+ < ty =
b de [a, b], temos

; |2(t;) — 2(t;1)| < M.

Por defini¢ao, o comprimento L(7) da curva é o supremo sobre todas as partigoes da
soma do lado esquerdo, ou seja
N
Liv)=  sup > [z(ty) — 2(t;-)].
a=t0<t1<“'<tN=bj:1
Naturalmente, podemos nos perguntar: qual condigao analitica em x(t) e y(t) garante a
retificabilidade da curva 47 As derivadas de z(t) e y(t) devem existir? Em caso afirmativo,

temos a férmula

1) = [ V@ OR + @)

A resposta a primeira questao estd diretamente ligada a classe de fungoes de variacao

limitada, uma classe que desempenha papel importante na teoria da diferenciacao.

Definicdo 4.13. Dizemos que f é uma funcio de valor complexo em R? se podemos
escrever

f(z) = u(z) +iv(z)
onde u, v sao fungoes de valores reais chamadas de parte real e parte imaginaria, respec-

tivamente.

Definicdo 4.14. Suponha F(t) uma fungdo de valor complexo definida em [a,b] e a =
to < t; < -+ <ty = b é uma particdo do intervalo. A variacdo de F nessa particao é

definida por
N
d_IF() — F(tj-)l.
j=1

A funcao F é dita de variacao limitada se as varia¢oes de F' sobre todas as particoes sao

limitadas, isto é, existe M < oo tal que

Z: |[F(t;) — F(tj-1)] < M,
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para toda particdo a =t) < t; < --- <ty =0.
Nesta definicao nao assumimos que F' seja continua, entretanto ao aplicar ao caso de
curvas suporemos que F'(t) = z(t) = z(t) + iy(t) é continua.

Observamos que se uma particio P de [a, b] é um refinamento da particao P, entao a

variacdo de F' em P é maior do que ou igual & variacio de F em P.

Teorema 4.15. Uma curva parametrizada por (z(t),y(t)), a <t < b, € retificivel se e
somente se x(t) e y(t) sao de variagao limitada.

Demonstragio. Se F(t) = x(t)+iy(t), entdao F(t;) — F(t;_1) = (x(t;) —x(tj_1)) +i(y(t;) —
y(tj-1)). Dai,

DAty = Fty)] <D Jalty) — 2t + D ly(ty) —ylt;1)] <2 |F(t;) — F(ti1)l.

Assim, F' é retificdvel se, e somente se, z(t) e y(t) o sao. O

Iremos fixar a terminologia.

Definigao 4.16. Uma fungao de valor real F' definida em |a, b] é crescente se F'(t1) < F(t5)
sempre que a < t; < ty < b. Se a desigualdade é estrita dizemos que F' é estritamente

crescente.

Exemplo 4.17. Se I ¢é de valor real, monotona e limitada, entao F' é de variagao limitada.

De fato, se F' é crescente e limitada por M, vejamos que

N N
dY_IF(t) = F(tj-)| =D F(t;) — F(tj-1)
j=1 j=1

— F(t) — Flts) = F(b) — F(a) < 2M,

para qualquer parti¢do {a = t1,--- ty = b}.

Exemplo 4.18. Se F' é diferenciavel em todo ponto e F’ limitada entdao F' é de variacao

limitada. De fato, se |F'| < M, o teorema do valor médio implica
Também,

i ]1|<ZM|t —tj 1|—Mzt—tj 1) M(b—a)

j=1 j=1
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Definigao 4.19. A Variagao Total de F' em [a, x| onde a < z < b é definida por

Tr(a,z) = supz |F(t;) — F(t;—1)|

J=1

onde o sup é em todas as parti¢oes de [a, x].
A definicao anterior faz sentido se F' é de valor complexo. As defini¢oes a seguir irdo
requerer que I’ seja de valor real.

Defini¢ao 4.20. A variagdo positiva de F' em [a, z] é

Pp(a,x) = SUP% F(t;) = F(tj-1),

onde a soma ¢ sobre todos j tais que F'(t;) > F(t;_1) e o supremo ¢é sobre todas as

partigdes de [a, x]. E, a variagado negativa de F' em [a, b] é definido por
Np(a,b) =sup Y —[F(t;) — F(t;_1)]
(=)

onde a soma é sobre todos j tais que F(t;) < F(t;—1) e o supremo é sobre todas as

particoes de [a, z].

Lema 4.21. Suponha F € de valor real e de variagao limitada em [a,b]. Entdo para todo
x € [a,b] temos

F(x) — F(a) = Pr(a,z) — Ngp(a, )

Tp(a,x) = Pr(a,x) + Np(a,x).

Demonstracao. Dado € > 0, existe uma particao P da forma a = pg < -+ < p,, = x de

la, z] tal que

Pp =Y (F(p;) — F(pj1))| < e
(+)
Analogamente, dado € > 0, existe uma particdo @ da forma a = gy < -+ < ¢, = = de
la, z] tal que
‘NF = (F(gj) = F(gj—1))| <.

(=)
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Dai, se tomarmos a particdo P U @), da forma a = tg < --- < ty = x, que é um
refinamento de P e (). Uma vez que quando refinamos a particdo a variagao positiva e a

variacao negativa aumenta ou permanece igual podemos concluir que dado ¢ > 0 temos,

Pp — XE(F(%’) — F(tj))| <e
n

‘NF =2 (F(t;) = F(t;-1))| <e
(=)
Agora note que

Temos que

|F(z) — F(a) — [Pr — Np]| < 2,

0 que prova a primeira identidade. Para a segunda identidade, note que para qualquer

particdo a =ty < t; < --- < ty = x de [a, z] temos
N
YOIF(t;) = F(tj—)| = Y F(t;) — F(tj—1) + > —[F(t;) — F(tj—1)]
=1 )

< S(li})) Y F(tj) — F(tj—1) +sup d_ —[F(t;) — F(t;_1)].

Dai, Tr < Pr + Np. Além disso,

(+H) (+H)

Logo,

; [E(ty) — F(tj—1)| = %F(tj) — F(tj—1) + % —[F(t;) — F(tj-1)] < Tr.

Logo, Pr + Np < Tr. Portanto, vale a segunda igualdade. Assim, segue o resultado. [J

Teorema 4.22. Uma fungdo de valor real F' em [a,b] é de variagao limitada se, e somente

se, F' ¢ a diferenca de duas fungoes crescentes limitadas.
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Demonstracao. Claramente, se F' = I} — F, onde Fi, F5 sdo limitadas e crescentes, entao
F' é de variacao limitada. Por outro lado, se F' é de variacao limitada, entdo, seja Fj(x) =
Pr(a,z)+F(a) e Fy(x) = Np(a,z). Note que F} e F; sdo crescentes e de variagao limitada

e pelo Lema F(x) = Fi(z) — Fy(x). O

Retornando & curva v parametrizada por uma funcao continua z(t) = x(t) + iy(¢),

iremos fazer alguns comentarios sobre sua fung¢do comprimento associada.

Definigao 4.23. Assumindo que a curva é retificavel, definimos L[A, B] como o com-
primento do segmento de v que surge como imagem de ¢, para que A < ¢t < B com

a<A<B<b.

Note que L(A,B) = Tr(A,B) onde F(t) = z(t). Note também que L(A,C) +
L(C,B) = L(A, B).

Além disso, observamos que L(A, B) é uma funcao continua de B (e também de A).
Com efeito, como a funcao é crescente, para provar sua continuidade em B pela esquerda,

basta ver que para cada B e ¢ > 0 podemos encontrar By < B tal que
L(A,By) > L(A,B) —e.

Fazemos isso primeiro encontrando uma particdo A =ty < t; < --- < ty = B tal que
o comprimento da linha poligonal correspondente é maior do que L(A, B) — ¢/2. Pela

continuidade de z(t), podemos encontrar um By, com ty_; < By < B, tal que
|2(B) — z(By)] < €/2.

Agora, para a partigdo refinada typ < t; < --- < ty_1 < By < B, o comprimento corres-
pondente ainda é maior do que L(A, B) — €/2, pois quando refina ndo diminui. Portanto,
o comprimento para a particdo tg < t; < --- < ty_1 < B é maior do que L(A, B) —e.

Daf, L[A, By] > L[A, B] — «.

Para provar a continuidade do lado direito de B, seja ¢ > 0. Escolha uma particao
B=ty<t;<---<ty=C tal que
N-1

L(B,C) —€¢/2 < Y |2(tjs1) — 2(t;)].

J=0
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Considerando um refinamento dessa particao, se necessario, podemos assumir, ja que z é

continua, que
|2(t1) — z(to)] < €/2.

Se denotarmos B = z(t1), entao obtemos
L(B,C) —¢/2 < ¢/2 + L(B,, C).

Como L(B,B;) + L(By,C) = L(B,C), temos L(B,B;) < € e portanto L(A, By) —
L(A,B) <e.

Observou-se que uma fun¢ao continua e de variagao limitada é, entdao, uma funcao de

variacao total.

A seguir iremos enunciar e definir objetos que irao nos ajudar a provar o Teorema

4.28, que é um resultado importante na teoria da diferenciacao e integragao.

Lema 4.24 (F. Riesz). Suponha que G € de valor real e continua em R. Seja E o conjunto

dos pontos x tais que
G(x+h) > G(z) para algum h = h, > 0.

Se E ndo € vazio, entdo deve ser aberto, e, portanto, pode ser escrito como uma unido
enumerdvel disjunta de intervalos abertos E = | J(ax, by,). Se (ax, by) € um intervalo finito

nesta uniao, entao

Demonstragio. A prova para este Lema pode ser localizada em [13] p. 121-122. O

Observacao 4.25. Essse resultado é conhecido como “Lema do sol nascente” devido a
seguinte interpretacao geométrica: se imaginarmos o sol surgindo no horizonte a direita
e seus raios de luz paralelos ao eixo z, os pontos (z,G(z)) do grafico pertencentes ao

conjunto E corresponde as regides sombreadas da figura.
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Figura 7 — Lema do sol nascente

Fonte: STEIN, Elias M.; SHAKARCHI, Rami. Real analysis: measure theory, integration,
and Hilbert spaces. Princeton University Press, 2009. p. 122.

Uma pequena modificagdo no lema produz o seguinte:

Corolario 4.25.1. Suponha que G é de valor real e continua em um intervalo fechado
la,b]. Se E denota o conjunto de pontos x em (a,b) tais que G(x+h) > G(z) para algum
h > 0, entao E € vazio ou aberto. No ultimo caso, € uma uniao disjunta de intervalos
enumerdveis (ax, by), e G(ar) = G(bg), exceto possivelmente quando a = ag, em cujo caso

temos apenas G(ay) < G(by).

Defina
F(x+h) —F(x)

Ap(F)(z) =
Definicao 4.26. Iremos considerar quatro Ntumeros de Dini, definidos por

DY (F)(z) = limsup Ay, (F)();

h—07+

D (F)(x) = liminf A, (F)(z);

h—0t

D (F)(x) = limsup An(F)(2):

h—0~
D_(F)(x) = liminf Ap,(F)(z).
h—0~
Proposigao 4.27. Se F' ¢ continua em [a,b] entdo
DY (F)(z) = limsup Ay (F)(z)

h—0t+

¢ mensurdvel.
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Demonstracao. Primeiro, estendemos F' continuamente em toda a reta da seguinte forma

F(a) sex<a

F(z)={F(z) sea<z<b

Fb) sex>b

Note que F é mensuravel, pois a funcao F' é continua. Agora, defina

Fu(r) = sup F(z+h) —F(x)
0<h<1l/n h

Afirmamos que se F' é continua e D C [a,b] ¢ denso em [a,b], entdo sup,c,, F(z) =

sup,ep F'(z). De fato, por D C [a,b] entdo sup F(x) > sup F(z). Mas por D ser
z€la,b] €D

denso em [a, b], para todo € > 0 existe zp € D tal que F(xp) > sup F(z) — ¢, assim
z€[a,b]

sup F(z) < sup F(z). Dali, se considerarmos
z€a,b] zeD

F h) — F
Gox) = sup (x+h) — F(x)
QN(0,1/n) h

9

entdo F,(z) = G,(z). Além disso, se {h;} é uma sequéncia que converge para para o

supremo, isto é,

Fla+hy) = Fla) o Flo+h) - F()
” p )
h; 0<h<1/n h

entdo como g(h) = w é continua em (0,1/n), por densidade, obtemos uma

sequéncia {¢;} C QN (0,1/n) tal que

Flatg) = F@) o Flath) = F(@
4q; 0<h<1/n h

Portanto, uma vez que lim G,,(z) = DT (F)(z), entdo DT (F')(z) é mensuravel e a restri¢ao

ao intervalo [a, b] também serd mensuravel, o que prova a proposicao. O

O teorema a seguir é de suma importancia na teoria que vem sendo estudada.

Teorema 4.28. Se F' é continua e de variagao limitada em |a,b], entdo F é diferencidvel

em quase todo ponto. Em outras palavras, o quociente

iy P+ h) — Fa)
h—0 h

existe em quase todo ponto.
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Demonstracao. E suficiente considerar o caso em que F' é crescente e limitada. Para

provar o teorema é suficiente mostrar que:

(i) D*(F)(z) < oo em em quase todo ponto x;

(i) D*(F) < D_(F).

De fato, pois uma vez que

DY (F)> D,(F)> D (F) > D_(F).

Assim, se mostrarmos que DT (F)(z) < oo e DY(F) < D_(F) teremos a igualdade dos
quatro Numeros de Dini e, portanto, o limite do quociente Ap(F)(z) quando h — 0
existe. Entao comecemos provando o item i). Aplicando o corolario 4.25.1 a fungao
G(z) = F(z) — vz e perceba que G(z + h) > G(x) com isso F(z + h) — F(xz) > ~vh
dad, w > 7, pelo corolario os pontos = € (a,b) em que isso ocorre é uma uniao

enumeravel de intervalos disjuntos (ag,b;), dai E, C (Ug(ag,br)) onde G(ar) < G(by),

consequentemente F'(by) — F'(ag) > v(by — ax). Com isso,

m(EW) S ;m((ak,bk) = ;bk — Qf S i;F(bk) - F(ak) S (F(b) - F(CL))

Assim, quando v — oo temos m(E,) — 0. Uma vez que {z : D" (F)(z) < oo} C E.,, para
todo 7 > 0 segue que DT (F')(x) < oo em quase todo ponto x. Passemos agora para a

prova do item ii). Para um nimero real r, R fixados tais que R > r. Seja
E={x¢€lab]: D(F)(z)>Rer>D_(F)(z)}

queremos mostrar que DT (F)(z) < D_(F)(x) em quase todo ponto. Para isso mostra-
remos que m(E) = 0. Assuma que m(FE) > 0, dai, por E ser mensuravel, podemos
encontrar um conjunto aberto O tal que £ C O C (a,b) e

m(0) < m(E)%.

Por O ser aberto, podemos escrever O como |JI, com I, sendo intervalos abertos e
disjuntos para todo n. Fixando n e aplicando o Corolario 4.25.1 a fungao G(z) =
—F(—x) 4+ rx no intervalo —I,, e refletindo novamente pela origem obtemos um con-

junto aberto U(ak, br) contido em I,, onde (ay, by) ndo disjuntos com G(—ax) < G(—by),
k



4.4. FUNCOES DE VARIACAO LIMITADA 96

dai, —F(ay) + ray < —F(bg) + rby, consequentemente, F(by) — F(ax) < r(bx — ax).
No entanto, em cada intervalo (ay,bg) aplicamos novamente o coroldrio desta vez para
G(r) = F(x) — Rr Assim, obtemos um conjunto aberto O,, = Uy (@, bx,;) intervalos
abertos disjuntos (ax,;, bk ;) com (ax;, bk ;) C (ag, by) para todo j e G(ay;) < G(by;), en-
tao, F(ay;) — Ray; < F(by,;) — Rby;, com isso, F(by ;) — F(ax;) > R(bx; — ax,;). Entao,
usando o fato em que F' é crescente encontramos

m((’)n) = Z(bk:j — ak,j) S

k7j

Note que (E N 1I,) C O,,pois para cada x €
construcao O, C I, dai,

m( ZmEﬂ] SZ Z

= m(0) < m(E).

:U\‘%

[]

Corolario 4.28.1. Se F' ¢ crescente e continua, entao F' existe em quase todo ponto.

Além disso, F' é mensurdvel, ndo negativa e
b
/ F'(z)de < F(b) — Fla).

Em particular, se F € limitada em R, entao F' ¢é integravel em R.

Demonstracao. Para n > 1, consideramos o quociente

() = F(x—i—rlll)—F(a;)

Pelo teorema anterior G, (x) — F’(x) para quase todo z, o que mostra que F”’ é mensuravel
e nao negativa. Pelo Lema de Fatou 3.15

b b
Fr<liminf [ Gy(z)da.

a a
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Dai, note que

[ Gu@yar = [ TEERZFE

a

1 o 1 1 o
:1/aF<x+n>d$_1LF($)d$

1 rbo+i 1 b
:T/a ) F(y)dy—I/ F(z)dx

+H n a

1 bts 1 oty
:T/ F(:U)da:—T/ F(z)dx

= Jb n e
Uma vez que a funcao é continua entao a, b pertencem ao conjunto de Lebesgue e, portanto,
o primeiro termo converge para F'(b) e o segundo termo converge para F'(a), o que conclui

a prova. 0

4.4.1 A funcado de Cantor-Lebesgue

Iremos, agora, contruir uma fungao F : [0,1] — [0,1], crescente, com F(0) = 0 e

F(1) =1, mas F'(z) = 0 em quase todo lugar. Além disso, teremos F' de variagdo limita,
b
mas / F'(z) # F(b) — F(a).

Com efeito, considere o conjunto de cantor, descrito no Exemplo 2.9. Dessa forma,
seja Fi(r) uma funcdo crescente continua que satisfaz F1(0) = 0, Fi(z) = § se 3 < <
%, Fi(1) =0 e F; é linear em (1, conforme o grafico abaixo:

Figura 8 — Grafico da Fungao Fi(z)

Fi(x) ——y = [(x)

1 2 1
3 3

Fonte: Produzido pela autora
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Similarmente, definimos Fy(x) continua, crescente e tal que:

0 sex=0,

1 1 2

1 ey STy,
Fy(r) = % seéﬁxﬁ%,

3 7 8

1 segSx< g,

1 sexz=1,

e F; é linear em (s, veja a figura abaixo.

Figura 9 — Grafico da funcao Fy(x).

Fy(x) —o—y = [5(x)
1 1
3 |
4
1]
2
1|
4
| | | | i
12 1 2 7 8 1
9 9 3 3 9

Fonte: Produzido pela autora

Para fixar as ideias, explicitaremos Fj. Similarmente, definimos F3 continua, crescente

e tal que:



4.4. FUNCOES DE VARIACAO LIMITADA

99

0 sex=0,
é SG%SJJS%,
sed<as?,
% Se%gxg%,
Fy(r) = 1 osel<a<?
g seéﬁgxg%),
P oselsrss
DeZces?
1 sex=1,

e F5(x) é linear em Cj, conforme o grafico abaixo

0|~y
I
t

= ool N[ ool N[
I I I I I
- -

0|
I

H(x)

Figura 10 — Grafico da func¢ao F3(x).

——y = F3(x)

-
S
Ol
O+
S
Slee
Wl

Assim, temos:

i |

2 19 2
3 272

BN

Fonte: Produzido pela autora

©ol~
©loo -
S
Sl
w‘w 1
S



4.4. FUNCOES DE VARIACAO LIMITADA 100

Figura 11 — Graficos das funcoes Fi(z), Fy(x) e F3(z).

0|~
I
t

|
|
t

oojut
|

(= oo|w N[
I I I

|
I

x
21920 7 532526‘1

1
2727 3 32727 9 927 27

Fonte: Produzido pela autora

Esse processo cria uma sequéncia de fungoes crescentes tal que
|Frii () = Fy(x)| <2777
Assim, para cada m > 0 e cada = € [0, 1] temos

[Fr(2) = From ()] < [Fi(2) = B (@) + - 4 [Frgm-1(2) = Fipm ()]

11
<S4+t

- 2k: 2k+1 2k+m71
> 1 1
= 21 2k—1

Dai, dado € > 0 podemos encontrar N € N, tal que < €. Assim, para quaisquer

oN—1
k,7 > N, podemos supor, sem perca e generalidade, que k£ < j, assim temos

1 1
| Fi(x) — Fj(z)] < oh1 S N1 <€

Portanto, {F}}2, é de cauchy em [0, 1], e, logo, é uniformemente convergente e o limite
F' dessa fungao é chamado de funcao de Cantor-Lebesgue. Da construcao, F é crescente
e F ¢é constante em cada intervalo do complementar do conjunto de Cantor, uma vez que
o conjunto de Cantor tem medida nula, concluimos que F'(z) = 0 em quase todo ponto

x € [0,1].
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4.5 Funcoes absolutamente continuas

A classe das func¢oes de variacao limitada é fundamental por garantir a diferenciabi-
lidade em quase todo ponto. Contudo, observamos anteriormente que esta classe inclui
funcdes continuas que, apesar de terem variagao finita, ndo sdo expressas pela integral
de suas derivadas. Essa falha em satisfazer o Teorema Fundamental do Célculo motiva a

introducao de uma condicao mais estrita: as fungoes absolutamente continuas.

Defini¢ao 4.29. Uma funcao F' definida em [a,b] é absolutamente continua se para

qualquer € > 0 existe 6 > 0 tal que

kz_: |F(b) — F(ag)| < €

sempre que

N
Z(bk — ak) <0
k=1

e os intervalos (ax,by), k =1,2,--- , N, sao disjuntos.

Da definicao tiramos algumas observagoes importantes:

Observacao 4.30. 1) Da defini¢ao, uma fungao absolutamente continua é uniforme-

mente continua.

2) Se I’ é absolutamente continua em um intervalo limitado, entdo também ¢é de vari-
acao limitada neste intervalo. Além disso, sua variagao total é continua (e, de fato,
absolutamente continua). Com efeito, se F' é absolutamente continua em [a, z], se

n
para P ={a =ty < - <t, =z} particdo de [a,z] temos > (t; — t;_1) < J, entdo
i=1

com isso
sup » (F(t;) — F(t;i-1)) < e
i=1

Portanto, F' é de variagao limitada. Uma consequéncia da decomposicao de F' em

duas fungoes mondtonas mostra que cada funcgao é continua.

Proposicao 4.31. Se F(z) = / f(y)dy onde f € integravel, entio F é absolutamente

a

continua.
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Demonstragio. Usando a Proposicao 3.19, se | J (ax, by) sdo disjuntos e Y m((a, by)) <
k=1 k=1
0, entao

fly)ldy <e.
/uzlm,bk)‘ ()] dy

Mas,

>

k=1

[ 1w dy| =

Para qualquer x € (ax, by), logo > |F(br) — F(ay)| < e. O
k=1

O fato da continuidade absoluta é uma condi¢do necessaria para impor em F' se espe-

ramos provar

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a).
Para isso, iremos enunciar alguns resultados importantes para a prova.
Defini¢ao 4.32. Uma colecao B de bolas {B} é dita uma cobertura de Vitali de um

conjunto E se para todo x € E e qualquer n > 0 existe uma bola B € B tal que x € B e

m(B) < n. Isto é, cada ponto é coberto por bolas arbitrariamente pequenas.

Lema 4.33. Suponha E um conjunto de medida finita e B uma cobertura de Vitali de E.
Para qualquer 6 > 0 podemos encontrar uma quantidade finita de bolas By, ..., By em B
que sao disjuntas e tal que

N

> m(B;) > m(E) —é.

i=1
Demonstragio. A demonstracao pode ser acessada em [13] p. 128-129. O

Corolario 4.33.1. Podemos arranjar a escolha das bolas de modo que

N
m(E—UBZ) < 20.
i=1

Teorema 4.34. Se F' é absolutamente continua em |a,b], entdo F'(x) eziste em quase

todo ponto. Além disso, se F'(x) =0 em quase todo ponto entao F é constante.
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Demonstragio. Por F ser absolutamente continua em [a, b], entao é de variagao limitada
em [a,b], logo F'(x) existe em quase todo ponto. Para completar a Prova é suficiente
mostrar que F'(b) = F(a), uma vez que se isso acontece podemos substituir o intervalo
la, b] por qualquer subintervalo. Agora, seja E o conjunto de z € [a, b] tal que F”(x) existe
e é zero, pela nossa suposigdo m(F) = b — a. Dali, fixe momentaneamente, € > 0 para

cada z € E temos
lim |F(z+ h) — F(x)]
h—0 |h|

=0,

entao para cada n > 0 temos um intervalo aberto I = (a,,b,) C [a,b] contendo z e com
|F'(be) — F(az)| < €(bs — az)

e b, —a; < n A colecao desses intervalos forma um recobrimento de Vitali de E e pelo
Lema, para 0 > 0 podemos selecionar finitos [;, 1 <i < N, I; = (a;, b;) que sdo disjuntos
e tais que

%m([i)Zm(E)—ézb—a—5

entretanto,

Ao somar obtemos
N N
DOIF(b) — Flag)| < e(bi — as)
i—1 i=1
=€e(b—a).

Ja& que os intervalos sao disjuntos e estao em [a,b]. Agora considere o complementar de
N M

U I em [a, b] que é uma colecdo finita de intervalos fechados | (e, 8x] com comprimento
j=1 k=1
total menor que d. Assim, pela continuidade absoluta de F',

Z_j [F(Br) — Flag)| < e

Ao todo, entao

[F(0) = Fa)| < 3 1F(bi) = Flai)| + > [F(Br) — Flaw)|
<eb—a)+e.

uma vez que € > 0 é arbitrario segue que F'(b) = F'(a), como queriamos provar. O]
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O apice de nossos esforcos esta no proximo teorema, ele resolve nosso segundo problema

de estabelecer a reciprocidade entre diferenciagdo e integracao.

Teorema 4.35. Suponha que F € absolutamente continua em [a,b]. Entdo F' existe em
quase todo ponto e € integravel. Além disso

F(x)—F(a):/xF/(y)dy para todo a < x < b.

a

b
Selecionando x = b temos F(b) — F(a) = / F'(y) dy. Reciprocamente, se f € integrdvel
em [a,b] entdo hd uma fungio absolutamente continua F tal que F'(x) = f(x) em quase

todo ponto e de fato podemos fazer F(x) = /x fly)dy.

Demonstragio. Uma vez que sabemos que uma funcao real absolutamente continua é a
diferenga entre duas fungoes crescentes, temos que F” é integravel em [a, b] pelo Corolério
4.28.1. Agora seja G(z) = [ F'(y)dy. Desde que F’ é integrével pela Proposigao 4.31
entdo G é absolutamente continua, e também a diferenca G(x) — F'(z). Pelo teorema da
diferenciagao de Lebesgue sabemos que G'(z) = F'(x) em quase todo ponto, pois

I F'(y)dy — J7° F'(y) dy

T—T0 xr — 'TO

T—T0 xr — 3;'0

Com isso, a derivada da diferenga F' — G é nula em quase todo ponto. E pelo teorema
anterior concluimos que F' — G é constante e avaliando a expressao em =z = a, digamos
—G(a) + F(a) = K para alguma constante K € R, como G(a) = 0 entao K = F(a), logo

x
F(z) — / F'(y)dy = F(a), como querfamos mostrar. A reciproca ¢ uma consequéncia
a

de observar que / f(y) dy é absolutamente continua e pelo teorema da diferencia¢ao de

Lebesgue F(z) = /I f(y) dy satisfaz F'(z) = f(x) em quase todo ponto. O

a

Agora, iremos ver alguns resultados que serao uteis para demonstrar o teorema 7.10,

cuja importancia sera destacada na secao.

Proposicao 4.36. Toda funcio continuamente diferenciavel com suporte compacto é ab-

solutamente continua.
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Demonstracdo. Seja h continuamente diferencidvel com suporte compacto K, assim h' é
continua no compacto, logo é limitada, isto é, existe M € R tal que |h/(z)| < M para todo
x. Assim sendo, h cumpre a condicao de Lipschitz. Assim, para quaisquer dois pontos xy

e Y existe ¢ € (v, yx) tal que
\h(zk) — hyw)| < My — @x.

A colegao de todos intervalos(xy, yx) cobre o dominio da fung¢do, mas uma vez que tal
funcao é suportada em um conjunto compacto podemos extrair uma colecao finita que

cobre o suporte. Assim, dado € > 0 escolha § = ¢/M, dai se 3 |yp — x| < & entdo

SOIflye) = flag)| <M-6=¢€ O

Proposicao 4.37. Se f € continua com suporte compacto e sua integral € zero, entdo

existe apenas uma primitiva com suporte compacto.

Demonstragio. Seja supp f C [a, b, definimos G(z) = / f(t)dt. G(z) é uma primitiva,
0
pelo que ja mostramos, além disso G tem suporte compacto, pois se z < a entdao G(z) =

—/af(t)dt:O,esex>bentéo

G(z) :/jf(t) dt+/:f(t) dt:/:f(t)dt:/Rf(t)dt:O.

Logo, suppG C la,b], e, por conseguinte, é limitado e por definigdo fechado. Dessa
maneira, se existir outra primitiva com suporte compacto, digamos que G7,Gs sejam
primitivas de f e ambas com suporte compacto. Com isso, conseguimos eximir um com-
pacto, digamos [c, d], que contém o suporte das duas. Por GG; e G5 serem primitivas, elas
diferem por uma constante assim Gy = Go + C, se © ¢ [c,d] entdo G1(z) = Ga(z) =0 e

concluimos que C' = 0. Portanto, G; = Gs. O

4.6 Diferenciabilidade de funcoes salto

Agora iremos examinar fungoes monotonas que nao sdo necessariamente continuas,

essa abordagem que nos permitird retirar a hipdtese de continuidade do Teorema 4.28.

Assumindo que F' é crescente e limitada. Essas duas condigoes garantem a existéncia

dos limites:

F(z7) = lim F(y) F(z%) = lim F(y)

y—x ™ y—xt
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Por F' ser crescente temos F(z7) < F(x) < F(a™1) e a fungdo F é continua em z se

F(x7) = F(a™). Caso contrario, dizemos que tem uma descontinuidade de salto.

Lema 4.38. Uma fungio limitada crescente F' em [a,b] tem uma quantidade enumerdvel

de descontinuidades.

Demonstracao. Seja D o conjunto dos pontos em que F' é descontinua, para cada descon-
tinuidade, defina I, = (lim,_,- F(y),lim, .+ F(y)). Se a # b temos I, N I, = (). Dali,
definindo h : D — Q, por h(a) = I, N Q, vemos que a fungdo é injetiva, portanto D é

enumeravel. 0

Seja {x,}°°, os pontos em que F é descontinua e seja «,, os saltos de F' em x,,, isto é

entdo F(z}) = F(z,) + o € F(xy,) = F(x;)) + 0,0, para algum 6, com 0 < 6, < 1. Se
tivermos

0 sex<ux,
Jn(x) = 0, sex=ux,

1 sex>uzx,.

Entao definimos a funcao salto associada a F' por
o0
JF(I) = Z an]n(x)
n=1
Por simplicidade, algumas vezes, escreveremos J ou Jpg.
Nossa primeira observacao é que se F' é crescente e limitada entao temos,
oo
> a, < F(b) — F(a) < co.
n=1
Ademais, essa série converge absolutamente e uniformemente.

Lema 4.39. Se F' ¢ crescente e limitada em [a,b] entdo

(i) J(z) € descontinua precisamente nos pontos {x,} e tem um salto em x,, igual ao de

F;

(ii) A diferenca F(x) — J(x) é crescente e continua.
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Demonstragio. (i) Se x # z,, para todo n, cada j, é continua e uma vez que a série

converge uniformemente, J deve ser continua em x, pois

ll/l_rfglc Jr(y) = ;]_}II% Z njn(y) = ;}}_{rﬂl& njn(y) = g njn(T) = Jp(2).

Ja se x = xy para algum N entao, escrevemos

N )
= Z anjn(-r) + Z anjn(x
n=1

n=N+1

O lado direito converge uniformemente e o lado esquerdo é uma soma finita, assim

lim J(z) = lim Zanjn )+ im0 ania(z) = U Jn(T)
=T T T—T n=N+1 n=1
e
Jo )= Ji, S0+ i, 32 )= 3, o)

Portando, no ponto xy tem-se uma descontinuidade de salto de tamanho ay.

(ii) Pelo item (i) F' — J é continua, pois supondo que F,.J sejam descontinuas em xzy,

entao
F(zy) # F(zy) e J(ay) # J(vy)

mas, sabemos que os saltos sao iguais,
F(xy) = Flay) = J(ay) — J(zy)
e portanto,

(Fa%) = () = (Fzy) = J(zy)) = 0.

Logo, a fungao F' — J nao tem salto em xy. Assim, se y > x temos
J(y) - J(ZE) = Z an(]n(y) - jn(x» - Z Oy,
r<Tn<yY r<rn<y
dai, J(y) = Y  a,<F(y)— F(z), porisso, J(y) — J(z) < F(y) — F(x).

r<Tn<y

Assim, temos F(y) —J(y) > F(x) — J(x), portanto ' — .J é crescente.

]

Uma vez que podemos escrever F(z) = [F(z) — J(z)] + J(z) iremos provar que J é

diferenciavel em quase toda parte.
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Proposicao 4.40. Se J(z Z andy(x) € a funcdo salto considerada acima, entdo

lim sup J(z+h) — J(z)
h—0 h

¢ mensurdavel.

Teorema 4.41. Se J é a fungio salto considerada acima, entdo J'(x) existe e desaparece

em quase toda parte.

Demonstragao. Dado e > 0, pela proposi¢ao anterior o conjunto £ dos x onde

lim sup Ja+h) - J@) > € (4.3)
h—0 h

¢ um conjunto mensuravel. Suponha § = m(FE), precisamos mostrar que § = 0. Agora
observe que a série Zan decorrente da definicdo de J converge, entao para qualquer

1, que escolheremos posteriormente podemos encontrar N suficientemente grande que

Z a, < n. Entao escrevemos Jy(z Z anjn(z), e por causa da escolha de N temos
n>N n>N

Dai, J — Jy é uma soma finita de termos, a,,j,(x), e portanto o conjunto de pontos onde a
condigao (4.3) vale com J substituido por J, difere de E no maximo em um conjunto finito
{z1,...,2n}. Assim, podemos encontrar um conjunto compacto K, com m(K) > 6/2,
de modo que

Jo(x + h) — Jo(x)

lim sup > €
h—0 h

para cada x € K. Assim, existem intervalos (a,,b,) contendo x, x € K, de modo que
Jo(by) — Jo(ay) > €(b, — a,). Agora, primeiro escolhemos uma colegao finita de intervalos
que cobrem K e entao aplicar o lema para selecionar intervalos Iy, I, . . ., I,, disjuntos com
> m(I;) > m(BK) Os intervalos naturalmente satisfazem Jy(b;) — Jo(a;) > €(b; — a;).
jD_ai,
N
Jo(b) = Jo(a) = > _(Jo(bs) — Jo(ay))

=1

.

>e) (bj—ay)
> em(K) > Q
- 3 6

e por (4.4), ¢ 9 <1, como a escolha de n foi arbitraria, segue que 6 = 0. O
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Usando este Teorema podemos estender o Teorema 4.28, retirando a hipdtese de con-

tinuidade.

Teorema 4.42. Se F' é uma fung¢io de variagiao limitada em [a,b] entdo F' existe em

quase todo ponto.

Demonstracao. Basta observar que nos pontos que F' é descontinua, usando o teorema

anterior, tem-se F”’ igual a zero. ]
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Retificabilidade de curvas

e a desigualdade isoperimé-

trica

Passamos mais a fundo ao estudo das curvas retificaveis e abordamos primeiro a vali-
dade da férmula:

1/2

L= [ (@0 + wo2) " a (5.1)

Para o tamanho L da curva parametrizada por (z(t),y(t)).

J& vimos que as curvas retificaveis nao sao justamente as curvas que, além da conti-
nuidade assumida de z(t) e y(t), essas fungoes sdo de variagao limitada. No entanto, um

exemplo bastante simples mostra que a férmula (5.1) nem sempre é valida neste contexto.

Exemplo 5.1. Seja z(t) = F(t) e y(t) = F(t) onde F ¢ a fun¢do de Cantor-Lebesgue
e 0 <t < 1. Entdo a curva parametrizada traga a linha reta de (0,0) a (1,1) e tem

comprimento v/2 mas #'(t) = y/(t) = 0 para quase todo ponto z.

A férmula integral que expressa o comprimento de L é de fato valida se assumir-
mos, além disso, que as fungoes de coordenadas do parametrizador sao absolutamente

continuas.

Lema 5.2. Suponha F uma fungao de valor complexo e absolutamente continua em [a, b].

Entao

Tp(a,b) = /ab |F'(1)] dt.

Demonstracao. De fato, pelo teorema 4.35 para qualquer particdo a = tog < t; < -+ <
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ty = b de [a, b] temos

; |F(t;) = F(t;1)] =)

Uma vez que, tomando o supremo sobre todas as parti¢oes, obtemos a desigualdade
b
Tp(a,b) < / |F' (1) dt. (5.2)

Para provar a desigualdade reversa, fixe € > 0 e pela densidade de fungoes escada podemos

b
encontrar uma funcao escada g tal que / |F'(t) — g(t)|dt < €, definindo F’' = g+ h temos

b T T
/ Ih(1)|dt < e. Defina G(z) = / g(t)dt e H(z) = / h(t)dt, entio F = H + G e

TF(a7 b) > TG<G’7 b) - TH(a’7 b)
Como Ty (a,b) < e (usando (5.2)), entao

TF(aa b) > TG(a7 b) — €.

Agora, para a parti¢ao do intervalo [a, b] dada por a =ty < --- <ty = b em que a fungdo

escada g ¢é constante em cada intervalo (t,_1,t;), 7 =1,..., N, entao

WV,
M=
Q
Q@F

Te(a,b) — G(tj-1)]

/tj g(t) dt'

tj_1

<.
Il
—

o

<
Il
-

tj

lg(t)| dt (pois g é uma fungao escada)

<
Il
iy
o~
<
|
_

=
—

I
T

lg(t)] dt.
b b
Sendo que / lg(t)| dt > / |F'(t)| dt — €, assim nds obtemos que
b
Tp(a,b) > / \F'(8)] dt — 2.
Fazendo € — 0 estabelecemos a desigualdade e o lema fica provado. O

Teorema 5.3. Suponha (z(t),y(t)) uma curva definida em a <t <b. Se ambos x(t), y(t)

sdo absolutamente continuos entdo a curva € retificivel e se L denota o tamanho, temos

1/2

= [ @@y + o2 ar
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Demonstracao. Por ser absolutamente continua entao é de variacao limitada e, logo, reti-
ficavel. Assim, o tamanho da curva L a variacao total da funcao que, pelo lema anterior,

¢é igual a /ab [(x(t),y(t))|dt = /ab ((x/(t))g " (y'(t))Q)l/Q "

]

Embora uma curva, definida como a imagem de um mapeamento t — z(t), possa
ser descrita por muitas parametrizagoes diferentes, uma curva retificavel se destaca por

possuir uma parametrizacao natural e iinica: a parametrizagao por comprimento de arco.

Para construi-la, definimos a fungdo comprimento de arco, s(t), como o comprimento
da curva do ponto inicial z(a) até o ponto z(t), ou seja L(a,t) = s(t). Esta fungao s(t)
é continua e crescente, mapeando do intervalo [a,b] para o intervalo [0, L], onde L é o

comprimento total da curva.

Podemos entdo reparametrizar a curva em termos do comprimento de arco s. A nova
parametrizacao, Z(s), é definida por Z(s(t)) = z(t). Esta fungao é bem definida porque,
se s(t1) = s(t2) para t; < tg, o comprimento da curva no intervalo [ty,s] é zero, o que
implica que z(t) é constante nesse intervalo. Portanto, z(¢;) = z(t2), e um tnico valor de

s corresponde a um unico ponto na curva.

Além disso, a desigualdade
1Z2(s1) — Z(s2)| < |s1 — s2| para todo sy, ss € [0, L]

nos diz que a distdncia em linha reta entre dois pontos na curva (o lado esquerdo) nunca

pode ser maior que a distancia percorrida ao longo da curva entre eles (o lado direito).

~

Finalmente, vale notar que a reparametrizacado nao altera o tracado da curva. A
medida que s varia de 0 a L, a fungdo Z(s) percorre exatamente os mesmos pontos que

z(t) percorre quando ¢ varia de a a b.

O proximo teorema revela a vantagem da parametrizacao por comprimento de arco,
dentre outras vantagens, uma delas é que, apesar da funcao nao ser absolutamente con-

tinua, as fungoes coordenas de Z(s) sao absolutamente continuas.

Teorema 5.4. Suponha que (x(t),y(t)), a <t <b, é uma curva retificivel de tamanho L.

Considere a parametrizagio por comprimento de arco Z(s) = (Z(s),y(s)) descrita acima.
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Entio T ey sao absolutamente continuas, |Z'(s)| = 1 para quase todo s € [0, L] e
L ~/ 2 ~/ 2 1/2
L= [ (@) +@()?) " ds
Demonstracao. Notamos que

2(s1) = 2(s2)| < |51 = 82l.

n
Entao, dado € > 0 existe § > 0 tal que se Z |si — si+1| < §. Basta tomar € = §, entdo
i=1

Y 1E(si) = Z(sip)| < D Isi = sina| < e

Portanto, é de variagao limitada e logo diferencidavel em quase todo ponto. Essa de-

sigualdade mostra também que |Z'(s)|] < 1, pois |Z(s + h) — Z(s)| < |h| implica que
Z(s+h) — Z(s)
h

< 1 em quase todo ponto s € [0, L]. Por defini¢ao, a variagio total de Z

L
é igual a L e pelo teorema L = / |Z'(s)| ds. A identidade é possivel quando |Z'(s)| = 1
0

em quase todo ponto.

]

A prova que apresentaremos para a desigualdade isoperimétrica depende do conceito
conteido de Minkowski de uma curva. Para noés sera bastante 1til, pois a retificabilidade
de uma curva equivale a ter conteido de Minkowski (finito), sendo que essa quantidade é

a mesma que o comprimento de curva.

Definicao 5.5. Uma curva parametrizada por z(t) = (x(t),y(t)) com a < t < b é dita
ser simples se 0 mapeamento ¢ — z(t) for injetivo para t € [a,b]. E uma curva simples
fechada se o mapeamento ¢ — z(t) for injetivo em [a,b) e z(a) = z(b). Mais geralmente,
uma curva é quase-simples se o mapeamento for injetivo para ¢t no complemento de um

nimero finito de pontos em |[a, b].
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Figura 12 — Curvas quase-simples

oo Y

Fonte: Produzido pela autora

Denotando por I' = {z(t) : a < t < b}, para qualquer conjunto compacto K C R?
(usaremos K = I' abaixo) denotamos por K° o conjunto aberto que consiste em todos os

pontos a uma distancia menor do que 0 de K, isto é
K° = {z € R?: d(x, k) < 6}.

Definicao 5.6. Dizemos que o conjunto K tem contetido de Minkowski se o limite

)
lim m(K7)
5—0 20

existe.

Quando existe, denotamos por M (K). Além disso, denotamos

. , m(K?) o m(K°)
M (K)—hr?jélp 55 e M*(K)—llrgglf 55
Os resultados a seguir serao de grande utilidade na prova do Teorema 5.11, as demons-

tragoes que estdo omitidas podem ser localizadas em [13] p. 138-143.

Lema 5.7. Se I' = {z(t),a <t < b} € qualquer curva e A = |z(b) — z(a)| € a distincia
entre 0s pontos finais, entdo

m(I?%) > 20A.

Proposicao 5.8. Suponha I' = {z(t) : a <t < b} uma curva quase-simples. Se M,(I') <

o0 entdo a curva € retificivel e se L denota o tamanho, entdo L < M, (T").

Proposigao 5.9. Suponha I' = {z(t),a < t < b} uma curva retificivel com tamanho L,
entao M*(I") < L.
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Teorema 5.10. Suponha I' = {2(t) : a <t < b} é uma curva quase-simples. O conteido
de Minkowski de T existe se, e somente se, I' é retificivel. Quando é o caso e L € o

tamanho da curva, entdo M(I') = L.

Agora passamos a desigualdade isoperimétrica. Segundo a mitologia romana, a prin-
cesa Dido, que era filha de um rei fenicio. Apods ter sua vida ameacada e presenciar a
morte de seu marido em uma disputa de poder, Dido e seus seguidores buscou reftigio na
costa norte-africana do Mar Mediterraneo. Nesse exilio, foi-lhe prometida uma extensao
de terra equivalente a area que pudesse ser circundada com o couro de um boi. A partir
deste ponto da lenda, surge o problema matemético: com um perimetro fixo (o compri-
mento do couro de boi), como maximizar a area de terra cercada? Este é, basicamente, o

problema isoperimétrico.

A desigualdade isoperimétrica no plano afirma, em esséncia, que dentre todas as curvas

de um dado comprimento, é o circulo que delimita a drea maxima.

Suponha que € é um subconjunto aberto e limitado de R2, e que sua borda Q — Q é
uma curva retificivel I', com comprimento ¢(I"). Aqui ndo exigimos que I' seja uma curva

simples fechada.
O teorema isoperimétrico entao afirma o seguinte:

Teorema 5.11. 4mm(Q) < ((T')?.

Demonstragdo. Para cada 0 > 0, consideramos o conjunto externo
Q. (0)={r ecR?: d(x,Q) <}

e o conjunto interno

Q_(0) = {z € R? : d(x,Q°) > 6}.

Note que,
Q_(5) C Q2 C Q(9).

Pois se z ¢ Q entao x € Q€ dai d(x,Q¢) = 0 por isso z ¢ Q_(§). A outra inclusdo é por

definicio do conjunto. Notamos que para I'° = {x : d(z,T') < §} temos

Q,(6) =Q_(5)uT?. (5.3)
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De fato, pois se z € Q,(8) entdo d(z,Q) < & por isso d(z,Q°) > § ou z € Q — Q entdo,
r € Q_(§) oux € I'. A outra inclusdo é trivial. Note também que a unido é disjunta.
Além disso, se D(d) ¢ uma bola aberta de raio § centrado na origem D(§) = {x € R? :
|z| < §} entao

QL (0) DQ+D(6) e

QD Q_(5) + D(5).

Aplicando a desigualdade de Brunn-Minkowski, descrita em 2.53, para a primeira inclusao,

obtemos
2
m(Q4(8)) > ((m()"* + (m(D(5)))"?)
uma vez que m(D(d)) = 6% e (A + B)? > A? + 2AB sempre que A e B sido positivos,

encontramos que
m(©(8) = ((m(@)2 + (no2)12)”
= (@) +772)°

> m(Q) + 2(m(Q)) 2712,

Similarmente,
m(Q) > ((m(Q_(8))" + (m(DE)"?)*
= ((m(Q_(&)/2 + 7/25)"
> m(Q-(0)) + 2(m(Q-(5)))/*x"/%
entao,

—m(Q_(0)) > —m(Q) + 2(m(Q_(6)))/*x"/%.
Assim, por (14), m(£24(8)) = m(Q_(5)) + m(I?) dessa forma
m(I?) = m(Q(6)) —m(Q-(5))
> (m(Q) +2(m(Q)271/25) + (—=m(Q) + 2(m(Q_(5)))"/*x"/%5)
= 2(m(Q)Y27 285 + 2(m(Q_(5)))2x1/%6
= 27125 ((m(Q))"? + (m(Q(9)))"/?).
Dai, m(I'?) > 27Y/25 ((m ()2 + (m(Q-(0)))!/?) entdo

m(I'?)
20

> 7'/ (m()'2 + (m(2-(5)))"/?)
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assim sendo, obtemos

. m(rd) . 1/2 1/2 1/2
lim sup > limsup 7 ((m(Q)) +m(Q_(0)) )
6—0 o 6—0

e isso implica que M*(T) > 7/2(2(m(Q))"/?). Pois, Q_(§) , Q quando § — 0. Mas,
pela Proposicio 5.9 sabemos que M*(I") < ¢(T'), entdo (') > 27/2(m(Q))2, equivalen-
temente ((T')% > 47rm(Q). O

Um resultado similar se aplica mesmo sem a suposicao de que a fronteira é uma curva

retificavel. De fato, a prova mostra que para qualquer conjunto aberto limitado 2 temos

4m(Q) < M*(T)2,

Note que a igualdade s6 ocorre se a regiao §2 for um circulo, pois se €2 é um circulo
de raio 7, m(Q) = wr? e ((T') = 27r, assim 4mm(Q) = 4n?r? e ((T)? = 47%?, logo

Tm(Q) = ((T)%
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Teoria da medida abstrata

No inicio do século por volta de 1915, a Teoria da Medida e Integracao de Lebesgue
ja era bastante conhecida entre os matematicos, ela solucionou algumas limitacoes da
integral de Riemann, permitindo a integracao de uma classe maior de funcdes e estabele-
cendo resultados fortes de convergéncia. No entanto, a construcao de Lebesgue dependia
da estrutura métrica e topolégica do espaco euclidiano R? baseando-se em nocoes de
intervalos e conjuntos abertos. Foi a necessidade de expandir essa ideia para contextos

mais gerais que motivou Constantin Carathéodory, que buscou uma formulagao abstrata.

Constantin Carathéodory (1873-1950) foi um matematico de origem grega que exerceu
sua carreira na Alemanha. Carathéodory estudou engenharia na Bélgica. Posteriormente,
dedicou-se a matematica e se formou na Universidade de Gottingen, na Alemanha, onde

concluiu seu doutorado em 1904 e foi orientado por Hermann Minkowski.

Figura 13 — Constantin Carathéodory

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Constantin_CarathC3%A9odory

Carathéodory formalizou sua abordagem no livro “Vorlesungen tber Reelle Funkti-
onen”[1] (Curso sobre Fungées Reais), publicado em 1918 . No preficio, ele expoe a

motivacao do trabalho:
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“A revolugao que a teoria das fungoes reais sofreu por meio das investigagoes
de H. Lebesgue é um processo que hoje pode ser considerado completo em suas
linhas gerais. Uma tentativa de construir esta teoria de forma fundamental
e sistematica me pareceu, portanto, necessaria; isso me levou a elaborar e
apresentar ao publico(...). Esforcei-me por desenvolver os fatos necessérios a
apresentacao de uma teoria das fungoes reais diretamente a partir dos axiomas
sobre os nimeros reais. (...). O fundamento sobre o qual repousa toda a teoria
das funcgoes reais é a teoria dos conjuntos de pontos, esta criacdo imperecivel

de Georg Cantor.”

O objetivo de Carathéodory era desenvolver uma teoria axioméatica da medida, con-

forme ele proprio descreve na mesma obra:

“O que se sugere imediatamente, entao, é que estas propriedades caracte-
risticas sejam tratadas como o objeto principal de investigacdo, definindo e
lidando com objetos abstratos que nao precisam satisfazer nenhuma outra
condicao além daquelas exigidas pela propria teoria a ser desenvolvida. Este
procedimento tem sido utilizado — mais ou menos conscientemente — por
matematicos de todas as eras. A geometria de Euclides e a algebra literal dos
séculos XVI e XVII surgiram desta forma. Mas s em tempos mais recentes
este método, chamado método axiomatico, foi consistentemente desenvolvido
e levado & sua conclusdo lgica. E nossa intencao tratar as teorias de medida

e integragao por meio do método axiomatico que acabamos de descrever.”

Para isso, comecemos definindo os objetos de estudo deste capitulo.

6.1 Espacos de medida abstrata

Definigao 6.1. (2, M, 1) é um espago de medida se 2 é um conjunto e

(i) M é uma o-élgebra em (2, isto é, M é uma colegao de subconjuntos de 2 tal que

(a) 0 e M;
(b) Se A € M entao A° € M,
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(c) U A, € M sempre que A, € M para todo n.
n=1
(ii) p é uma medida, isto é, p: M — [0, 00| satisfaz

(a) u(0) =0;
(b) u <U An> = Y u(A,) sempre que (A,) é uma familia contével disjunta de
n=1 n=1

membros de M.

Uma caracteristica que um espaco de medida frequentemente possui é a de ser o-finito,
[ee]

isto é, existe uma familia contdvel (€2,,) em M tal que @ = ] Q, e pu(€2,) < oo para todo
n=1

n.

Exemplo 6.2. Se Q = R?, M é a colecdo de conjuntos mensurdveis de Lebesgue, e
w(E) = / fdx, onde f é uma dada funcio mensurdvel ndo negativa em R?. O caso
E

f =1 corresponde a medida de Lebesgue, que foi desenvolvida anteriormente.

6.1.1 Medida exterior e teorema de Carathéodory

Assim como a construcao da Medida de Lebesgue exigiu a nogdao de medida exterior,
essa mesma no¢ao se mostra necessaria para o desenvolvimento de medidas em um cenario

mais geral.

Definicao 6.3. Seja X um conjunto. Uma medida exterior p, em X é uma fungao u, da

colecao de todos os subconjuntos de X para [0, 00| que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) pe(0) =0;
(ii) Se By C By, entdo p.(Ey) < p.(Ey);

(iii) Se Ej, Es, ... é uma familia enumeravel de conjuntos, entao

[ ( Ej) <> wd(Ej).
j=1 =1

Com uma medida exterior (u.) definida, o passo seguinte é estabelecer a nogao de
conjuntos mensuraveis. Como foi feito antes, na medida de Lebesgue em R?, essa definicao
baseava-se na relagao dos conjuntos com os abertos, usando a prépria u,. Para generalizar
essa ideia a qualquer espago, Carathéodory propds uma condicao de substituicao. Essa

condicao ¢ a seguinte:
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Definicao 6.4. Um conjunto E em X é Carathéodory mensuravel ou simplesmente men-

suravel se tivermos
pe(A) = p(ENA) + p (BN A)  para todo A C X.
Observagao 6.5. Para provar que um conjunto F é mensuravel, basta verificar
ps(A) > e (ENA)+ p(E°NA) paratodo A C X,

uma vez que adesigualdade inversa é verificada pela subatividade enumeravel da medida

exterior. Com efeito, qualquer conjunto A pode ser expresso como a uniao disjunta
A=(ENA)U(E°NA).
Pela subaditividade enumeravel (a propriedade iii)
ps (ENA)U(ENA) < p(ENA)+p(E°NA)

ou seja,

pe(A) < p(EOVA) + p(E°OVA).

Teorema 6.6. Dada uma medida exterior j, em um conjunto X, a colecio M de con-
juntos Carathéodory mensurdveis forma uma o-dlgebra. Além disso, p,. restrita a M é

uma medida.

Demonstragio. Precisamos mostrar que M é uma o-algebra. () € M, pois para qualquer
A C X, temos (0 NA) = p(0) = 0e pu(0°NA = p(XNA) = p(A), entdo
ps(A) = w(@ N A) + e (0°N A) = pi(A). Além disso, X € M, pois para qualquer
ACX: p(XNA) = pe(A) e (XN A) = p(0NA) = pa(0) = 0, entao p.(A) =
(X NA) 4+ p (XN A) = u(A). E, se E € M entao E° € M, pois se E € M entao

para qualquer A C X temos

p:(A) = p(ENA) + pa(E°NA)

= = ((E9)° N A) + p (BN A)

entdao £ € M. Agora vamos mostrar que M é fechado para unido finita de conjuntos

disjuntos. Sejam Ey, Fs € M e disjuntos e A C X qualquer. Entao

pe(A) = pa (B2 0 A) + (B3 0 A). (6.1)
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Por By e M, E;NAC X e ESNAC X temos

ps(E2 N A) = p(Er N (B2 N A)) + pa (BTN (B2 N A)),
ps (B3 N A) = p(Ey 0 (B3 0 A)) + (BTN (E5 N0 A)).

Substituindo em 6.1

pi(A) = e (Ey N EsNA) + i (Ef N EsNA) + (B NESNA) 4+ p(EfNESNA)

Entao, F1 U Ey € M e se E; e E5 sao disjuntos temos

pa(E1 U Ep) = pa(Ee N (B U By)) + pa (B3 N (E1 U Ey))

= p(EY) + pa(Ea).

Assim, p, é finitamente aditivo e por indugao mostramos que M é fechado para uniao
finita de conjuntos disjuntos. Agora vamos mostrar que M ¢é fechado para uniao enume-
ravel de conjuntos disjuntos, e que p, ¢ aditiva para unioes disjuntas e enumeraveis. Seja

FE, Es, ... uma colecao disjunta de conjuntos em M e defina

:UEJ € G:UEJ
j=1

j=1
Para cada n, o conjunto (G,, é uma uniao finita de conjuntos em M, logo G,, € M. Além

disso, para qualquer A C X temos

p:(Gn N A) = (B, N (G N A)) + pa(E7 N (Gr N A))
= p(En MA) + 1 (Gror N A).

Afirmamos que

pe(Ey MA) + 1 (Gro1 NA) = Z (E; N A).

Fazendo inducao em n, vemos que para n = 2

2
pe(Ea M A) + pa (B N A) = Z (E; N A).
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Supondo valido para n, entao

(B N A) + (G N A)
= ta(Ens1 N A) + pa((En N A) U (Groy N A))

= p (B N A) + pu(Ep NV A) + pu(Grr N A)

= (Bt VA) + 7 (5N A)
7=1
n+1

=D (BN A).

Jj=1

Assim, concluimos que p. (G, N A) Z (E;NA). Una vez que G,, € M e G° C GS,

encontramos que
i (A) = 1 (G N A) + 1 (GE N A) Z (E; N A) + (G N A).
Fazendo n — oo obtém-se

(A) > 3 (B 0 A) (G501 A) > (G 0 A) + (G50 A).

j=1
Entao, G € M, como desejado. Além disso, fazendo A = G encontramos que p, tem a

aditividade enumeravel em M, pois

11 ( ZM*EHG)—FM*GCHG ZM*

7j=1

6.1.2 Medidas exteriores métricas

Ao equipar uma métrica no conjunto X definimos uma categoria especial de medidas
exteriores. Essas medidas sao importantes por gerarem medidas na o-algebra inerente a

X, que é gerada por seus conjuntos abertos.

Defini¢ao 6.7. Um espaco métrico é um conjunto X equipado com uma funcao d :

X x X — [0,00) que satisfaz:

(i) d(z,y) =0 se e somente se z = y;

(ii) d(x,y) = d(y,x) para todo z,y € X;
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(ili) d(x,z) <d(z,y)+ d(y, z), para todo x,y,z € X.

Exemplo 6.8. 1) O espago R? com a métrica euclidiana d(x,y) = |x —y| é um espaco

métrico.
2) O espago de fungoes continuas em um conjunto compacto K, com a métrica do
supremo d(f,g) = sup,c | f(x) — g()]-
Um espago métrico (X, d) é naturalmente equipado com uma familia de bolas abertas.
Definicao 6.9. O conjunto
B.(z)={y € X :d(x,y) <r}
define a bola aberta de raio r centrada em .

Definicao 6.10. Dizemos que um conjunto @ C X é aberto se para qualquer z € O

existe r > 0 de modo que a bola aberta B,(x) esteja contida em O.

Definigao 6.11. Um conjunto é fechado se seu complemento for aberto.

Com essas defini¢oes, verifica-se que uma unidao arbitraria de conjuntos abertos é

aberta e interseccao arbitraria de conjuntos fechados é fechada.

Definigao 6.12. Definimos a o-algebra de Borel By, como a menor o-algebra de conjun-
tos em X que contém os conjuntos abertos de X. Em outras palavras, By ¢ a intersecao de
todas as o-algebras que contém os conjuntos abertos. Os elementos em By sdao chamados

de conjuntos de Borel.

Definig¢ao 6.13. Dados dois conjuntos A e B em um espago métrico (X, d), a distancia

entre A e B é definida por
d(A,B) =inf{d(x,y) : v € Aey € B}.
Definicao 6.14. Uma medida exterior p, em X é uma medida exterior métrica se satisfaz
px(AUB) = p.(A) + p(B)  sempre que d(A, B) > 0.

Teorema 6.15. Se u, é uma medida exterior métrica em um espago métrico X, entao o0s
conjuntos de Borel em X sdo mensurdveis. Consequentemente, [, restrita a Bx € uma

medida.
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Demonstracao. Mostraremos que os conjuntos fechados em X sdo mensuraveis. Seja F

um conjunto fechado e A subconjunto de X com p,(A) < oo. Para cada n > 0, seja
A, ={z e F'nA:d(zF)>1/n}.

Note que A, C A,;1 e uma vez que F é fechado, temos F°N A = UAn, pois se x €
FeN A, uma vez que F é fechado d(z, F') > 0 entdo, d(z, F') > 1/n para algum n. Além
disso, a distdncia entre F' N A e A, é maior do que ou igual a 1/n. Assim, desde que

(FNAUA, C A,
(A) 2 1 (F VA U A) = i (F 0A) + 1 (4,). (6.2)

Agora, afirmamos que lim s (Ay) = p(F°NA). Para provar isso, defina B,, = A,,,1NAS,

ou seja

1 1
Bn:{xeA: gd(x,F)<}.

n+1 n

1 .
Note que, d(Bn+17An) Z m ];:)OIS7

1 1

entao d(z, F) < 1Y € A, entdo d(y, F) > —, assim |d(z, F) — d(y, F)| < d(z,y)
n n
1 1 1
—— — —| = ——. Com isso, d
n+1 n’ n(n+1) om isso, d(z,y) >

infimo é a maior das cotas inferiores, d(Bp 11, Ap) > ———~
n(n+1)

i (Bog, U Agg—1) = piu(Bag) + prs(Aog—1).

é cota inferior, de fato, dados x € B, 1
n(n+1)

equivale a . Logo, uma vez que o

n(n+1)

> (. Dessa forma,

Além disso, vejamos que Bop U Aoy 1 C Agpy1, essa inclusao segue a definigdo dos conjun-
tos, pois se x € By, entdo x € Aggyq por definigdo, e se x € Ag,_1, desde que A,,, C A

para todo m, entao x € Ag,. Dessa forma,
s (Aogy1) > pos(Bar U Agg—1) = pa(Bag) + pa(Agg—1).
Assim, podemos ver também que
po(Agp—1) > pa(Bak—2) + pa(Aop—3).
Substituindo na anterior,
fs(Aorr1) > pe(Bog) + pia(Bog—2) + pta(Azk—3)-
Fazendo este processo k vezes obtemos

fi(Asgi1) > piu(Bog) + ps(Bog—2) + - - - + s (Bs)

= tis(By;).

Jj=1
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E usando um argumento similar obtemos
k
AQk Z Z BQ_] 1

Desde que ji.(A) é finito, as séries Y 1. (Baj) e Y pts(Baj—1) convergem. Dessa forma,
para todo € > 0, existe n € N tal que
Z p(Bj) < €
j=n+1
Assim,

po(A) < (PN A) < i(A) + S p(B)
j=N+1

Portanto, pu.(A,) — p(F°N A) < e. Isso prova que lim p,(A,) = p(F° N A). Assim,

passando o limite em (6.2) obtemos
ps(A) = pu(F 0VA) + i (FO N A).

O que implica que F' é mensuravel. Ou seja, se F' ¢é fechado e F' € By entao F' € M,
uma vez que sendo F' € M entao F° € M, com F¢ aberto. Dessa maneira, M contém
os abertos e, pela definicao de o-algebra de Borel, segue que Bx C M. E de fato é uma

medida pelo Teorema 6.6. O]

Lema 6.16. Seja {Cy} uma sequéncia crescente de mensurdveis com Cy ,/ C, entdio

p(C) = lim pu(C)
Demonstracao. Perceba que

CLU(Co\ C) U (C\ o) ... (Cosi \ C) ..

é uma unido disjunta e C' = | J(Cpy1 \ Cy), dessa forma temos
n

9] k

= 3 Cu\Co) = Jim 3 (G = fim (U (Con\ €)= Jim u(Ch)

n=1

]

Dado um espago métrico X, a medida g definida nos conjuntos de Borel de X sera

referida como uma medida de Borel.
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Proposicao 6.17. Suponha que a medida de Borel i seja finita em todas as bolas de X
de raio finito. FEntao, para qualquer conjunto de Borel E e qualquer € > 0, existe um
conjunto aberto O e um conjunto fechado F tais que E C O e u(O \ E) < ¢, enquanto
FCFEeuE\F)<e.

Demonstragdo. Inicialmente, iremos provar a seguinte afirmacao: se F* = UFk onde
Fy, sao conjuntos fechados, entao, para qualquer ¢ > 0 podemos encontrar F kC F* tal
que p(F*\ F) < e. Com efeito, assuma que Fj, / F*. Fixe um ponto ry € X e seja
B, ={z :d(z,z9) < n} com By = ). Desde que X = G B, temos

j E_’]lw*m (Bi\ Boir)).

De fato, se z € F*entdo n — 1 < d(x,z9) < n para algum n € N. Para cada n € N
FeN(B,\ B,_1) /* F*N (B, \ B,_1) assim, uma vez que para todo n u(Fy N (B, \ B,_1))
¢ finita usando o lema anterior obtemos

MQNQGZ\BWQ):hyuﬁiﬂﬁi\B%Q)

Assim sendo, entao existe N(n) tal que

i (F* 0 (Ba\ Bur)) = 1 (Ewiy 0 (Ba\ Buy) < 5

dai,
R - €
MQF\MWMN&\&4»<§.

Se considerarmos F' = | J (Fn(m) N (B, \ Ba—1)) entao,

n=1

FAF = P\ U By 0 (Ba\ Bat)) = ULF™\ Fx) 1 (B \ Bay)]

n=1 n=1

por isso
WFN\F) <> = =
o

Note também que F' N By, é fechado, pois é unido finita de conjuntos fechados, de fato,

uma vez que
]

FﬂE:U(FN( ( \Bn 1))ka?

n=1

se n— 1>k entdao (B, \ B,_1) N B, = 0, porque se x € By entdo d(z,x9) < k <mn —1,

com isso x € B,,_; e, logo, © ¢ B, \ B,_1. Dessa maneira, a expressao se transforma em

k+1

FNBy= U [(Fxw N (B \ Bat) N Byl

n=1
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Desse modo, concluimos que para todo k, F'N By, é fechado, e de fato F' é fechado pois se
{x;} é uma sequéncia de F com z; — z, entdao {z;} U{z} C By, para algum k pois {z;}
é limitada, entdo {z;} C By N F, por B, N F ser fechado, entdo € By N F e, portanto,
x € F. Sendo assim, F' é fechado. Havendo estabelecido essa afirmacao, denotamos por C
a colecao de todos os conjuntos que satisfazem esta proposicao. Note que se E/ € C entao
vai haver um conjunto aberto O tal que E C O e u(O \ E) < € e vai haver um fechado
F tal que F' C E. Inicialmente, notemos que C é fechado para complementar, de fato se
existe um conjunto aberto O tal que O C E e u(O \ E) < ¢, entdao F = O° C E°, onde
F é fechado, e

p(EC\ F) = p(E° N (0°)°) = p(E°NO) = p(O\ E) <€

Usando o mesmo argumento, mas supondo que existe o conjunto fechado F' contido em E
com pu(E \ F) < €, concluimos que existird um aberto que contém E com tal propriedade

da medida. Assim, E° € C. Agora suponha F = U E}. com cada Fj, € C. Entao existem
k=1

conjuntos abertos Oy, com Ej, C O e u(Oy \ Ex) < £ Escrevendo O = U O, entao
2k k=1

O\ EC J(O:\ Ey)

k=1
com isso,
=€
w(O\ E) < Z; L =€
€

Além disso, existe um conjunto fechado Fy C Ej com pu(Ey \ Fy) < T Escrevendo
F* = | J F), entdo pu(E \ F*) < e. F* ndo ¢ necessariamente fechado, entdo usamos a

k=1

afirmagao inicial para encontrar um conjunto fechado F' C F* tal que pu(F*\ F) < e. Com
isso,

W(E\F) = u((E\ F*) U (F*\ F)) = (B \ F*) + u(F*\ F) < 2
isso prova que £ C C. Finalmente, para qualquer O aberto em C entao O C O e,
obviamente, u(O\O) = 0 < e. Agora, encontraremos o fechado F' C O tal que u(O\ F) <
€. Seja Fj, = {x € By : d(z,0° > ]:i'}’ entdo cada Fj, é fechado, pois a distdncia é uma

funcao continua, e

o= F.

k=1
1
De fato, pois se x € O entao d(x, O°) > 0 por isso, d(z, O°) > 7 bara algum k, dai x € Fy,

e se a distancia de x para O°¢ é positiva com O aberto, entdo = € O. Assim, aplicando
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a afirmacao preliminar novamente, conseguimos encontrar F' fechado com F' C O tal que
w(O\ F) < e. Desta forma O € C, entdo C contém os abertos, e por conseguinte contém

os conjuntos de Borel, como queriamos demonstrar. O

6.2 Integracao em um espaco de medida

Uma vez definidas as propriedades de um espaco de medida X, a teoria sobre fungoes
mensurdveis e sua integracio é andloga ao caso da medida de Lebesgue em R?. Os
resultados dos capitulos anteriores se estendem para este contexto, com demonstragoes

parecidas. Por isso, nao repetiremos os argumentos e apenas enunciaremos as conclusoes.

Daqui em diante, iremos assumir que todo espago de medida (X, M, i) serd conside-

rado o-finito.

6.2.1 Funcoes mensuraveis

Definicao 6.18. Uma funcao f em X com valores nos niimeros reais estendidos é men-

suravel se

f ' ([~o00,a)) ={r € X : f(x) <a} € M para todo a € R.

A definicdo apresentada permite generalizar os resultados conhecidos para funcoes
mensuraveis no contexto da medida de Lebesgue em R?. Isso significa que as caracte-
risticas principais sdo mantidas, como o fato de que a colecdo de fung¢oes mensuraveis é
fechada sob as operagoes algébricas basicas. Além disso, outra propriedade crucial que
se preserva é que o limite pontual de uma sequéncia de fungdes mensuraveis também
resulta em uma fungdo mensuravel. A demonstragao desses fatos segue, de maneira quase

idéntica, as feitas anteriormente.

Definicao 6.19. Se f e g sdo fung¢oes mensuraveis em X, dizemos que f, g sdo iguais em

quase todo ponto e escrevemos f =g q.t.p. ou f =g a.e. se

p{r € X = fx) # g(2)}) =0,

onde p é uma medida.
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Definicao 6.20. Uma funcado s em X é uma func¢ao simples se pode ser escrita na forma

N
s =D aXn,,
k=1

onde a; € R e os F, C X sdo conjuntos mensuraveis de medida finita.

A aproximacao por func¢oes simples foi um resultado importante no contexto da inte-

gral de Lebesgue e continua valido nesse contexto.

Teorema 6.21. Suponha que f seja uma funcao mensuravel nao negativa em um espago

de medida (X, M, p). Entdo existe uma sequéncia de fungoes simples {pr}32, que satisfaz

prle) < prnl@) e Jim gula) = f(z) para todo .

Em geral, se f € apenas mensurdvel, existe uma sequéncia de fungoes simples {¢r}7>, que
satisfaz

lop(2)] < |pr1(z)] e lim @g(x) = f(x) para todo x.

k—o0

Outro resultado importante, que se generaliza nesse contexto ¢ o Teorema de Egorov:

Teorema 6.22 (Egorov). Suponha que {fi}3>, seja uma sequéncia de fungoes mensu-
rdveis definida em um conjunto mensurdvel E C X com u(E) < oo, e fr(x) — f(z)
em quase todo ponto. FEntao, para cada € > 0 existe um conjunto A, com A. C FE,

wE — A <e, e tal que fr, — [ uniformemente em A..

6.2.2 Definicao e propriedades de integral

Os estagios que fizemos para definir a integral de Lebesgue, se estende a situacao de
um espago de medida o-finito (X, M, u). Isto leva a nogao da integral, com respeito a

medida p, de uma fungao mensuravel nao negativa f em X. Esta integral é denotada por
[ f@)du(),
X

que por vezes escreveremos / fdu, / fdup ou / f. Finalmente, dizemos que uma funcao
X

mensuravel f integravel se

J 1@ du(a) < .

As propriedades bésicas da integral, como linearidade, monotonicidade e aditividade
sao, também, satisfeitas nesse contexto. Além disso, continuam a valer resultados impor-

tantes sobre o limite, como os demonstrados com a medida de Lebesgue. Sao eles:
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o Lema do Fatou (3.15): Se {f,} é uma sequéncia de fungdes mensuraveis nao-

negativas em X, entao
/hﬂg‘}f fndu < 117ILI_l>ngf/fn du.

» Teorema da Convergéncia Monétona (3.15.2): Se {f,} ¢ uma sequéncia de fungoes

mensuraveis nao-negativas com f, 7 f, entao

f [ d= [0

o Teorema da Convergéncia Dominada (3.20): Se {f,} é uma sequéncia de fungoes
mensuraveis com f,(z) — f(x) em quase todo ponto e tal que | f,,| < g para alguma

funcao g integravel, entao
/|fn—f|dp—>0 quando n — oo,

e consequentemente

/fnd,u—>/fdu quando n — oo.

6.2.3 Os espacos L'(X, ) e L*(X, i)

Vimos anteriormente que o espaco L'(R) é definido pelo conjunto das fungdes mensu-

raveis (a Lebesgue) tais que / ) |f(z)|dz < oo quocientado pela relagdo de equivaléncia
R

que ¢ definida pela igualdade de duas fungoes em quase todo ponto. Diante disto, defini-

mos analogamente o espago L' (X, 11).

Definigao 6.23. As classes de equivaléncia (mddulo fungbes que se anulam quase por
toda parte) de fungoes integraveis em (X, M, ) formam um espago vetorial munido de

uma norma. Este espaco é denotado por L'(X, i) e sua norma é
Il = [ 1F(@) duta).

Também observamos anteriormente, que o espago L*(R) ¢ definido pelo conjunto das

funcoes mensuraveis (& Lebesgue) que tém quadrado integravel, ou seja, / ) |f(z)?dv <
R

oo quocientado pela relacao de equivaléncia descrita acima. De modo parecido definimos

L*(X, p).
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Definigio 6.24. Definimos L?(X, ut) como a classe de equivaléncia de fungoes mensuraveis

para as quais / |f(2)|? du(z) < co. A norma é entdo
X

lroem = ([ 1@ du) "

Ha também um produto interno neste espago dado por
(f.9) = [ fl@)g(a) duz).

A demonstragio que fizemos em 3.26 provando a completude de L'(R), com alguns
ajustes, pode ser estendida para o caso geral. De modo semelhante, podemos estender o

resultado de L?*(X, u). Obtendo:

o O espaco L'(X, i) é um espaco vetorial normado completo.

o O espago L?(X, i) é um espaco de Hilbert.

Um fato que nos serd ttil, é a desigualdade de Cauchy-Schawarz em L*(X,u) cuja de-

monstracdo que fizemos em 3.36 para o espaco L*(R) pode ser adaptada e estendida para

LA(X, p).

6.3 Continuidade absoluta das medidas

A generalizagdo da continuidade absoluta (tema da segdo 4.5 do capitulo 4) requer
uma ampliagdo do conceito de medida. Isso se torna necessario para abranger fungoes de
conjunto que admitem valores positivos ou negativos, permitindo que a teoria abranja a

decomposicao de outras estruturas de medida. Assim, comecemos definindo essa nocao.
Definicao 6.25. Uma medida com sinal ¥ em uma o-algebra M é uma fungdo que
satisfaz:

(i) A fungao de conjunto v é de valor estendido, no sentido de que —oco < v(F) < oo

para todo E € M,

(ii) Se {E;}52, sdo subconjuntos disjuntos de M, entao

v (Ej Ej) = il/(Ej)

J=1
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o0 o
Perceba que do item (ii) podemos concluir que se v | | ] E; | é finito, entdo > v(E;)é
i=1 Jj=1
absolutamente convergente, pois é independente do arranjo dos termos. Para ver isso,
basta notar que a mudanca de ordem dos conjuntos da unido nao altera o conjunto final

que tem medida bem definida.

Exemplo 6.26. Seja (X, M, p) um espaco de medida e f uma fun¢do p-mensuravel em

X e nao-negativa. Podemos definir o sinal da medida v por

v(E) = [ fdu

para todo conjunto mensuravel £ € M. De fato, uma vez que f é nao-negativa cumpre
a condigao (i) e pela aditividade da integral cumpre a condicao ii. Mas, se f for apenas
integravel, para garantir que v satisfaca (i) e (ii) devemos pedir que / /= seja finita

enquanto / f* pode ser ilimitada.

Defini¢ao 6.27. Definimos uma fun¢éo |v| em M, chamada de variagao total de v, por
W[(E) = sup ) |v(E;)],
j=1

onde o supremo é tomado sobre todas as particoes de F, isto é, sobre todas as unides

o
contaveis F = U E;, onde os conjuntos I sao disjuntos e pertencem a M.
Jj=1

Proposicao 6.28. A wvariacao total |v| de uma medida com sinal v € ela prépria uma

medida (positiva) que satisfaz v < |v|.

Observacao 6.29. Com essa proposicao fica possivel escrever v como a diferenca de duas
medidas positivas. Para ver isso, definimos a variagao positiva e a variacao negativa de v

respectivamente por:
1 1

- 5(‘1/‘ +v) e v = 5(‘1/| — V).

vt

Pela proposicao, v+ e v~ sao medidas e

1 1
U+—U_:*<|I/|—|—V)—*(|V|—V):5-2V:V
1 1 1
v = ol 40+ Ll - ) = ol =

No caso acima, se se v(E) = oo para um conjunto F, entao |v|(E) = oo, e v~ (E) é

definida como zero.
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Definig¢ao 6.30. Dizemos que a medida com sinal v é o-finita se a medida |v| é o-finita.

Ja que v < |v| e —v < |v|, encontramos que

=yl <v <yl

E como resultado, se v é o-finita, v+ e v~ também o sao.
Definigao 6.31. Dizemos que uma medida v é suportada num conjunto A, se v(E) =

v(ENA) para todo E € M.

Dadas duas medidas definidas numa o-algebra comum, delinearemos as possiveis in-
teracoes entre elas. Dadas duas medidas v e u definidas na o-algebra M; dois cenarios

extremos sao:

(a) v e u sdao suportadas em partes separadas de M.

(b) O suporte de v é uma parte essencial do suporte de y, no sentido de que u(supp(v)) >

0.

Definigao 6.32. Duas medidas com sinal v e p em (X, M) sao mutualmente singulares

se existirem subconjuntos disjuntos A e B em M tal que
v(E)=v(ENA) e wuwkE)=pENB) paratodo E e M.

Portanto, v e p sao suportadas em subconjuntos disjuntos. Usamos o simbolo v | i para

denotar o fato de que as medidas s@o mutualmente singulares.

Defini¢ao 6.33. Se v é uma medida com sinal e p é uma medida (positiva) em M,

dizemos que v ¢é absolutamente continua com respeito a u se
v(E) =0 sempre que £ € M e p(E)=0.

Usamos o simbolo v < p para indicar que v é absolutamente continua com respeito a .

Assim, da defini¢ao, se v tem suporte em um conjunto A, entao A deve ser uma parte

essencial do suporte de p no sentido de que p(A) > 0.
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Exemplo 6.34. Se f € L'(X, ) ou f ¢ integrdvel com /f_ < o0 e /f+ = 00 entao o

sinal da medida, definido por
v(E) = [ fd (6.3)

¢ absolutamente continua com respeito a u. Claramente, pois se pu(F) = 0 entdo v(E) =
/ fdu = 0.
E

Iremos usar a notacao dv = fdu para indicar que v é definido por (6.3) Para provar
o Teorema de Radon-Nikodym, vamos utilizar o Teorema da Representacao de Riesz que

sera enunciado abaixo.

Definicao 6.35. Um funcional linear ¢ é uma transformacao linear. ¢ : H — R onde H

é um espaco de Hilbert.

Teorema 6.36 (Representagao de Riesz). Seja ¢ um funcional linear continuo num espago

de Hilbert H. Entdo, existe um unico g € H tal que

of)y=1(f,9) paratodo f € H.

Além disso, ||€]| = ||g]|-

Demonstragio. A demonstracao pode ser acessada em [13] p. 182-183. O

Teorema 6.37 (Radon-Nikodym). Suponha que p é uma medida positiva o-finita no
espago de medida (X, M) e v uma medida com sinal o-finita em M. FEntao existem
medidas com sinal unicas v, e vy em M tais que v, K pu, vs L ev = v, + v,. Além

disso, a medida v, assume a forma dv, = f du; isto €,
va(B) = [ f(@) du(a)
para alguma fungdo f estendida p-integrdvel.

Demonstracao. Comegemos com o caso em que ¥ e ji sao positivas e finitas. Seja p =v+pu

e considere a transformaciao em L*(X, p) definida por

(W) = [ d@dv(a).

A fungao acima define um funcional linear em L?*(X, p), assim aplicando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz 3.36, obtemos

() < [ 1waldv(e) < [ 1oteldota) < (o))" ([ 1ote)Papta))
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Onde a segunda desigualdade vem de p > v. Desde que L? seja uma espaco de Hilbert,

entdo pelo Teorema da Representagao de Riez 6.36, existe g € L*(X, p) tal que

/1/; Ydv(x /Q/J p(x) (6.4)

para todo ¢ € L*(X,p). Se E € M, com p(E) > 0, quando tomamos 1 = xg em (6.4)

obtemos
v(E) = [ g@)dp(x).
Como v(F) < p(E), temos

0< | g(z)dp(z) < p(E).

Dado que p(FE) > 0, entdo

ospénégummws1.

Com isso, observamos que 0 < / x)dp(x) para qualquer conjunto £ € M, e entao

g(x) > 0 em quase todo lugar. Além disso, /(1 — g(x))dp(z) > 0 para todo E € M
E

Logo, 1 — g(x) > 0, concluindo, assim, que g(z) < 1. Dessa forma, podemos assumir que
0<g(z)<1
para todo x que satisfaz (6.4). Sendo assim, observe que

[v@av@) = [ vy

— [V@g@)d(u+ v)()

:/wxgxdu+/w@m@Mv

Em vista disso, podemos afirmar que
/¢ﬂ—gﬂvz/¢g@u (6.5)
Agora, considere os dois conjuntos
A={reX:0<g(x) <1} e B={xe X :g(x)=1}
E defina duas medidas v, e v, em M por

vo(E)=v(ANE) e v(F)=v(BNE).
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Note que vs L p, pois quando ¢ = xp em (6.5), conseguimos afirmar que

/BOdVI/XB~1du=u(B)

Isso conclui que vg L pu. Agora, mostraremos que v, < p. Seja ¢ = xg(14+g+---+g")

em (6.5) temos
Lo (-t gdn= [ (1=g)1+g+-+ gy (6.6)
= /E(l — ¢" Hdv. (6.7)

Sex € Bentao (1 —g"™)(z) =0esex € A (1 —g") — 1, assim pelo teorema da

convergéncia dominada, uma vez que 1 — ¢"*!(z) < x4, (6.7) converge para

/Elim(l — g™ dv = /E Xadv =v(ANE) =v,(E).

Além disso, uma vez que g(r) < 1 parax € A, 1+g+g¢*+---+¢g"+ ... converge para

1
—, e (6.6) converge para / Ldu entao,
1—g El—g

Dai, v,(F) = / fdu onde f = % Em virtude disso, se u(F) = 0 entao v,(E) = 0.
E -9

Isso prova que v, < p. Ademais, note que f € L' (X, pu), pois 1,(X) < v(X) < oo..

Finalmente, v,(E) + v4(E) = v(E) pois

vo(E)+vs(E)=v(ANE)+v(BNE)

v(AUB)NE)

v(E).

Agora passaremos ao caso geral, supondo que pu e v sdo o-finitas e positivas. Sendo

o-finitas podemos encontrar conjuntos £; C M disjuntos tais que
X=E;, wuE)<oo e v(E)<oo Vi
J
E podemos definir as medidas positivas em M por
pi(E) = n(ENE;) e vi(E)=v(ENE;)).
Dai, para cada j, pelo caso anterior podemos escrever

Vi =Vj,+Vjs onde v, L pu; e dvj,= fidy;.
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Dessa forma, basta definirmos

F="0F ve=) Vs € Va=) Vja
i i

De fato v = v, + v,, pois

v(iE)=v(ENX)=v (Eﬁ (UEJ>)

U (ENE;)

Z (ENE;)
=> v(E
J
= Z (Vj,a(E) + VJES(E))
J
= Z Vj’a(E) + Z l/j75(E
J J
=1v,(E) + vs(E).
Agora mostraremos que v, < u. Para provar isso, primeiramente perceba que para cada

J sabemos que v;, < 1, assim usando o Teorema da Convergéncia Mondtona 3.15.2, uma

vez que f; >0

:ZVj,a(E) :Z/EmEj fde:/E (ng) dMZ/Efdu.

Isso mostra que v, < p. Para mostrar que vy L pu, ou seja, que vy e pu sao medidas
suportadas em conjuntos disjuntos. Primeiro devemos ver que para cada j, existe B; C £}

com B; € M tal que y;(B;) = 0 e v;4(B5) = 0. Com isso, definindo B = J B; uma vez
J
que | E; ¢ disjunta entéo ] B; também o é. Definindo assim, mostraremos que p(B) = 0

e vs(B¢) = 0. De fato u(B) = 0, porque
= (ZBg) = u(B)) =
J J

Para provar a segunda parte, vejamos que B¢ = ﬂB; Como B¢ é a intersecao de
J

todos os By, ele deve ser um subconjunto de cada um. Em particular, para um j fixo,

temos B C Bf. Pela propriedade de monotonicidade da medida v;,, se B¢ C By, entao

0 < v;4(B°) < v;4(B5). Da premissa inicial, sabemos que v; (B$) = 0. Portanto,
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v;s(B¢) = 0. Visto que isto vale para todo j, concluimos que v(B¢) = >2,0 = 0, isso
completa a prova de que v, L p. Por fim, provaremos a unicidade. Para isso suponha que

: / / : o / / / :
existe outra v} e v, tais que v = v, + v, v, < pe v, L p. Assim sendo,
Vo — Vi = V. — Vg

o lado esquerdo é uma medida absolutamente continua com respeito a i e o lado direito

¢ uma medida singular com respeito a p. Com isso, defina A = v, — v, = v, —v,. A é
singular em relagdo a u, sendo singular, existe C' € M tal que u(C) =0e A(C°) =0 e
como A é absolutamente continua em relacdo a e p(C) = 0 entdo A(C) = 0. Diante

disso, veja que para qualquer conjunto £ € M
AME)=ANENC)+ANENC) =0.

Logo, A(E) = 0 para todo E € M. Segue dai que v, = v, e vy = v.. E isso conclui a

prova.



140

Apéndice

7.1 W?'P(I) e fungdes absolutamente continuas

Aqui, denotaremos por C.(R%) = o espaco de todas as funcdes continuas em R? com
k ~ . . .7 .
suporte compacto e por C* o espago das fungoes k vezes continuamente diferenciaveis e

C* o espago das fungoes infinitamente diferenciaveis com todas as derivadas continuas.

Neste apéndice iremos fazer uma aplicacdo do teorema 4.35, neste teorema vimos
que as fungoes que satisfazem o Teorema Fundamental do Célculo sao as fungoes abso-
lutamente continuas, aqui pretendemos mostrar que toda funcio pertencente ao espacgo
W1P(I), chamado Espago de Sobolev, admite uma funcao absolutamente continua na sua
classe de equivaléncia. Assim sendo, iremos comecar definindo elementos importantes

para esse objetivo e enunciando alguns resultados adequados.

Definicao 7.1. Definicao Seja p € R com 1 < p < oo definimos
LP(Q)) = {f : Q2 — R, f mensurdvel e |f|? € LI(Q)}

com a norma

I£1r = [ [ 17 Pa]

Proposicao 7.2. Seja (f,) uma sequéncia em LP e seja f € LP tal que || f,, — f|, = 0.

Entao, existe uma subsequéncia (f,,) e uma funcio h € LP tal que

(1) fo,(x) = f(x) em quase todo ponto em ;

(77) | fn,(x)] < h(z) para todo k, em quase todo ponto em 2.

Demonstragio. A demonstragao para esse fato pode ser encontrada em [3] p. 94-95. [
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Defini¢ao 7.3. Uma sequéncia de mollifiers (p,),>1 é qualquer sequéncia de fungdes em

R? tal que
pn € C2(RY),  supp p, C B(0,1/n), /pn— . pn>0em R
Teorema 7.4. Assuma que f € LP(R?) com 1 < p < oo. Entdo (py * f) f em
LP(RY).
Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [3] P. 109. O

Corolario 7.4.1. Seja Q C R* um conjunto aberto e seja u € L}, (Q) tal que
/ wfdr =0 Yfeo®Q)
Q

entdo u = 0 em quase todo ponto em €.

Demonstragio. Seja g € L>®(R?) uma funcdo tal que supp g é compacto contido em ().
Definimos g, = p, * g, temos: g, € C2° desde que n seja suficientemente grande. Dessa
maneira, [ug, = 0 para todo n. Uma vez que g, — ¢, pelo teorema anterior, podemos
entdo pela Proposicio 7.2 passar para subsequéncia, de modo que g,(z) — g(z) em RZ
Além disso, temos ||gn || oo ey < |9 oo (re). Supondo a convergéncia monétona e passando

o limite, concluimos que / u-g=0. Sendo K compacto, escolhemos g tal que

sgn u em K
g:
0 em R?\ K
onde
1, seu >0
sgn(u) = 0, seu=20
-1, seu<0
Dai,

Oz/u-g:/u-g+ u-g:/u-g:/|u\.
K RA\ K K K

Portanto, u = 0 em quase todo lugar em K, uma vez que isso acontece para qualquer

compacto, concluimos que u = 0 em quase todo lugar em ). O]

Seja I = (a,b) um intervalo aberto, podendo ser ilimitado, e seja p € R com 1 < p <
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Definigao 7.5. O espago de Sobolev W1?(I) ¢ definido como
WP(I) = {u € LP(I):3g € LP(I) tal que /uap' = —/gcp Vp € Ccl(f)}
I I

Exemplo 7.6. A funcio u(x) = |z| pertence a WP, De fato, para ver isso provemos os

itens abaixo.

o uc LP:

1 —1)P 1
/ W—/ |x|p+/ o = 5D < .
-1 p+1 p+1

Portanto, |u|P € L', o que implica v € L?.
e g(x)=1u'(x) € LP:
-1 se —1<2<0

g(r) =
1 se0<zx<l1

ol = [ @) de+ [ Lot s
—1
—/ pda:+/ 1Pdr < 2 < 0.

Portanto, g € L*.
. /Iusa’Z—/Igso Vo € Co(I)
1 0 1
/ 2|’ (x) dx:/ —z¢'(x) d:v+/ z¢' (z) dz.
-1 -1 0
Fazendo por partes, / abl = ab — / a'b

[ el @) de = (et —/°<—> o+ loplh - [ 1t

—(0— (1 +/ ) dz + (1 g0<1)—0)—/0 o(z) de
— =TT+ / o) de+ ot [ ol
—/ dx—/olg(x)gp(x) dx

=—/ g
-1

Portanto, u(z) = |z| € W?.

Lema 7.7. Seja f € L,.(I) tal que [; f¢' = 0 para todo p € C>(I). Entdo existe uma

constante ¢ tal que f = ¢ em quase todo ponto pertencente a I.
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Demonstracio. Fixe ¢ € C.(I) tal que [;¢ = 1, para qualquer fun¢do w € C.(I) defina

e ([

Note que h é continua com suporte compacto e

e
oo ([
o ()
- fo-(fe) 1=

Assim, pela Proposicao 4.37 existe uma primitiva com suporte compacto, isto é, existe ¢’ €

Cltal que ¢’ = w— (/ w) . Substituindo ¢’ na hipdtese obtemos / f {w — (/ w) w] =
I I I
0. Mas,

0= [(fu—7-v- [w)
= o= flro(fe)
= Jgw=(fw) (f7-0)
= Jygw= fu(f0)
W ALEVED]
= Jpo(r=fre).
Dessa maneira conclufmos que /I w ( Fo /] fw) _ 0 para qualquer fungio w € C,(I),

usando o resultado 7.4.1 obtemos f — / fir =10, sendo ¢ = / f1 olema esta provado. [
I I

Iremos enunciar o Teorema de Fubini para demonstrar o Lema 7.9.

Teorema 7.8 (Fubini). Sejam (1, My, 1) e (Qa, Mo, p12) dois espagos de medida o-
finitos. Pode-se definir de maneira padrao a estrutura de espago de medida (Q, M, p) no
produto Cartesiano @ = Q; x Q. Assuma que F € L'(Qy x Q). Entdo, para quase
todo ponto x € Oy, F(z,y) € L;(Qg) e /Q F(x,y)duy € LL(Qy). Similarmente, para q.t.

2

y €Dy, F(z,y) € LL(Y) e /Q F(z,y)du € L;(QQ). Além disso, tem-se

1
/ dm/ F(z,y) dus =/ dm/ F(z,y)dm =// F(z,y) dpdps.
Q1 Q2 QQ Ql Q1><QQ
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Lema 7.9. Seja g € L}, .(I); para yo fizo em I, defina

loc

Entiov e C(I) e
/Iw’z —/Igso Vi € Ce(I).

Demonstragio. Suponhamos I = [a, b], assim, obtemos o seguinte
b z
[ att] ¢ (@)
y

e = 1, oo 0

- (o] ] o] s
- — /ayo [/:IO g(t)dt} o' (x)dx + b [/ymg(t)dt] o' (x)dz .

Yo 0

o' (z)dx = /

a

@ (11
Dessa maneira, note que em (I) temos z <t < yp e a < x < g, com isso ¢ varia de a até y
e para cada valor de ¢, x varia de a até t. Analogamente para (II), temos yo <t < x < b,

dai yg <t < b e para cada valor de t temos t < x < b. Dessa forma, usando o Teorema

de Fubini

/Ivgo’ = — /ayo </atg(t)g0'(a:)da:> dt + /y: </tbg(t)cp'(x)dx> dt.

Uma vez que a funcao ¢ € C2°. Obtemos, entao
Yo b
== [" 900 = plai+ [ g0 - o)
a 0
E, desde que o suporte de ¢ estd no interior de [a, b] entdo p(a) = ¢(b) = 0. Com isso,
b

/abw’ = —/ayog(t)@(t)dt—i—/bg(t)go(t)dt:/ g()p(t)dt.

Yo a
[

Teorema 7.10. Seja u € WIP(I) com 1 < p < oo e I sendo um intervalo limitado ou

ilimitado, entdo existe uma fungio i € C(I) tal que

u(z) = u(z) em quase todo ponto pertencente a I

a(z) — aly) = /y Ot Yo,y el
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Observacao 7.11. Primeiro, facamos algumas observacoes acerca desse teorema. Sao

elas:

1) Se u € WP entdo todas as fungdes v, tais que v = u em quase todo lugar em I,

também pertencem a WP,

2) O teorema afirma que cada fungio u € WP admite um representante continuo em
I, ou seja, existe uma funcao absolutamente continua em I que pertence a classe de

equivaléncia de u.

3) Esse teorema é 1til, pois, embora as fungoes u possam ter “saltos” e nao satisfazer
o Teorema Fundamental do Calculo, podemos encontrar outra fun¢do na sua classe

de equivaléncia que é “mais” “bem comportada”.

Agora, passemos a demonstragao do teorema.

Demonstracio do Teorema 7.10. Fixe yo € I e seja u(x) := / u'(t)dt. Pelo lema, obte-
Yo

mos
/Iﬂgo/ = —/Iu/go Vo € CH(I).

Assim,

l(u—ﬂ)@’z—/{u’@—(—/lu’go):—/Iu’<p+/lu'<,0:0 Y € CHI).

Logo, u — u = C', assim definindo & = u + C entdo 4 = u em quase todo ponto em [ e

note que

a(x):/;u'(t)dHo e ﬂ(y):/yu’(t)dt+0.

0 Yo

Dessa maneira,

como queriamos mostrar. O]
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Consideracoes finais

Neste estudo, desenvolvemos a teoria da medida e integracao de Lebesgue e, em se-
guida, generalizamos para um contexto abstrato que culminou na demonstragao do Te-
orema de Radon-Nikodym. Foram introduzidos conceitos da Anéalise Real, como a dife-
renciagao de fungoes de variacao limitada e a continuidade absoluta, que serviram como

base para reexaminar o Teorema Fundamental do Calculo.

Notamos que, a integral de Riemann é um caso particular da integral de Lebesgue
quando as funcgoes estao definidas em compactos. Assim sendo, é natural que a integral
de Lebesgue abranja uma classe maior de fungoes, conforme foi exibido no texto existem

funcoes que sdo integraveis a4 Lebesgue e nao sao integraveis a Riemann.

Além disso, foi observado que embora a abordagem de Lebesgue tenha sido uma revolu-
¢ao em relagao as formulagoes anteriores, sua generalizacdo axiomatica por Carathéodory

permitiu sua aplicagao em contextos além do espago euclidiano.

Hoje em dia, a teoria da medida é fundamental para diversas areas de investigacao e
aplicacao, como a Teoria da Probabilidade, a Analise Funcional e a teoria de Equagoes
Diferenciais Parciais. Assim, o avanco da teoria da medida deu oportunidade para novas

pesquisas e aplicagoes, consolidando sua importancia na matematica moderna.
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