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Resumo

Este trabalho apresenta a Transformada de Fourier, suas propriedades e aplicagdes, com
foco no espaco das fungoes de decrescimento rapido, conhecido como espago de Schwartz.
A Transformada de Fourier é uma ferramenta importante na analise matematica, utili-
zada para encontrar solugoes de equagoes diferenciais parciais. Através dela, equagoes di-
ferenciais podem ser convertidas em equagoes algébricas mais manejaveis. A metodologia
adotada baseia-se na analise do espago de Schwartz e suas propriedades, que sao essenciais
para garantir o comportamento adequado das fungoes no contexto da Transformada de
Fourier. Em seguida, exploramos as principais propriedades da Transformada de Fourier,
tais como linearidade, diferenciabilidade e a aplicabilidade no espaco de Schwartz, além
de abordarmos sua Transformada Inversa. O trabalho foi desenvolvido a partir de uma
pesquisa em referéncias bibliograficas e materiais tedricos listados ao final deste trabalho.
Os resultados obtidos ressaltam a importancia da Transformada de Fourier para a deter-
minacao da solucao da equacao do calor em uma barra infinita, auxiliando na identificacao
da solucao candidata para a equacgao diferencial parcial associada. Ao final, esperamos
que este trabalho ofereca uma visao clara e abrangente da Transformada de Fourier, suas
propriedades e suas aplicacoes tedricas, evidenciando - a como uma ferramenta essencial

na analise.

Palavras-chaves: Analise de Fourier; Espaco de Schwartz; Equacoes Diferenciais Parci-

ais; Equacao do Calor.






Abstract

This paper presents an overview of the Fourier Transform, its properties and applications,
with a particular emphasis on the space of rapidly decreasing functions, which is known
as the Schwartz space. The Fourier transform is a fundamental tool in mathematical
analysis, employed for the resolution of partial differential equations. This enables differ-
ential equations to be converted into more readily manageable algebraic equations. The
methodology adopted is based on an analysis of the Schwartz space and its properties,
which are essential to ensure the proper behavior of functions in the context of the Fourier
transform. Subsequently, the principal properties of the Fourier Transform are examined,
including its linearity, differentiability and applicability within the context of Schwartz
space, as well as its inverse transform. This work was developed based on an investigation
of bibliographical references and theoretical materials listed at the end of this paper. The
results obtained demonstrate the significance of the Fourier Transform in determining the
solution to the heat equation in an infinite bar, thereby facilitating the identification of
a potential solution for the associated partial differential equation. It is our intention
that this work provides a clear and comprehensive overview of the Fourier Transform,
its properties and its theoretical applications, thus establishing it as an essential tool in

analysis.

Keywords: Fourier analysis; Schwartz space; Partial Differential Equations; Heat Equa-

tion.
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Introducao

A analise de Fourier é um campo fundamental da matematica, com raizes que remontam
ao século XIX, quando Joseph Fourier estudou a propagacao de calor em uma barra. Duas
ferramentas centrais da Teoria de Fourier sdo as séries de Fourier e a Transformada de
Fourier. Este trabalho explora detalhadamente a Transformada de Fourier, comecando
pelos conceitos basicos das séries de Fourier. Inicialmente desenvolvidas para descrever
fenomenos periddicos, as séries de Fourier representam func¢des como combinagoes infinitas

de senos e cossenos ponderados por coeficientes especificos.

Além disso, abordamos a formulacao complexa de Fourier, que é a base da motivacao
da Transformada. A Transformada de Fourier surge como uma extensao natural desses
conceitos, oferecendo uma formulacao complexa que amplia a analise para func¢des nao
periddicas. Este trabalho examina a defini¢cao formal da Transformada de Fourier, especi-
almente nos espacos .Z! e de Schwartz, e explora suas propriedades fundamentais, como
a linearidade e a condicao de integrabilidade absoluta. A compreensao dessas proprie-
dades é crucial para garantir que a Transformada seja bem definida e para a existéncia
da Transformada Inversa de Fourier. O estudo inclui a andlise das fungoes de decresci-
mento rapido, pertencentes ao espago de Schwartz, que sdo importantes para entender a
convergéncia e as propriedades da Transformada em contextos especificos. A abordagem
tedrica é complementada com demonstragoes de teoremas e proposicoes, oferecendo uma

base sélida para a aplicacao da Transformada de Fourier.

Nosso objetivo é fornecer uma compreensao aprofundada dos fundamentos da Trans-
formada de Fourier e suas aplica¢oes praticas, como a candidata a solu¢do da equacao do
calor em uma barra infinita. Exploramos os conceitos basicos e propriedades da Trans-
formada, investigamos as condi¢oes que asseguram sua definicao adequada, e analisamos
uma aplicagao para ilustrar sua relevancia e eficicia. O trabalho esta dividido em quatro

capitulos.

Este trabalho é fruto de uma Iniciagdo Cientifica (IC) desenvolvida no ambito do
Programa de Educagao Tutorial (PET) Conexdes de Saberes — Ciranda da Ciéncia, finan-
ciada pelo Fundo Nacional de Desenvolvimento da Educagao (FNDE) e orientada pela

Profa. Dra. Lorena Brizza. O objetivo principal foi estudar a Anélise de Fourier como
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ferramenta para a solucao da equacao do calor em uma barra infinita.

No que se segue, no Capitulo 1, apresentamos as defini¢oes e resultados prelimina-
res necessarios para o estudo da Transformada de Fourier, abordando fungoes periddicas,
funcoes seccionalmente continuas, fungoes pares e impares, funcoes integraveis e absoluta-
mente integraveis, bem como topicos sobre séries de fungdes, como convergéncia pontual,
uniforme e absoluta, acompanhados de defini¢des, proposicoes e exemplos ilustrativos.
No Capitulo 2, introduzimos as séries de Fourier, explorando sua motivagao a partir da
equacao do calor em uma barra finita, definindo-as formalmente e incluindo exemplos e
a formulagao complexa da série, além de resultados teéricos que sustentam o estudo. No
Capitulo 3, discutimos a Transformada de Fourier, incluindo sua motivagdo como uma
extensao natural das séries de Fourier, sua defini¢ao, propriedades fundamentais e o es-
paco de Schwartz (), acompanhados de exemplos. Por fim, no Capitulo 4, aplicamos
a Transformada de Fourier na andlise e solucao da equacao do calor em uma barra infi-
nita, utilizando as propriedades e resultados previamente estabelecidos para demonstrar

a eficiéncia dessa ferramenta no estudo de EDPs.
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Definicoes e Resultados Preliminares

Neste capitulo, iremos considerar funcées f : R — R ou f : R — C que satisfazem
certas condi¢oes. Para isso, definiremos conceitos fundamentais para a compreensao e
aplicacao das séries de Fourier, bem como da Transformada de Fourier. Abordaremos
fungoes periddicas, continuidade, paridade e integrabilidade. As defini¢oes e conceitos

utilizados neste capitulo sao baseados em F igueiredo[l], Stewart!d e Limal?.

1.1 Toépicos de Funcoes
1.1.1 Funcdes Periddicas

Definigao 1.1.1. Uma funcao f : R — R é periédica de periodo T se f(z +T) = f(x)
para todo x € R e para algum T # 0. O menor valor positivo T" que satisfaz essa condi¢ao

¢ denominado periodo fundamental da funcao.

Contudo, é comum utilizar a expressao “periodo” para se referir a esse periodo funda-
mental.
Exemplo 1.1.1. A fungdo sen (x) é periédica de periodo 27.

Figura 1 — Grafico de f(z) = sen ()

Fungao Seno - Periddica com Periodo 2n
T

1.00 q ! — sen(x)

-10 -5 0 5 10

Fonte: autoria prépria.
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Solucgao. Para verificarmos isso, utilizaremos a féormula da soma de angulos para o seno
sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b). (1.1)
Chamaremos a = x e b = 2m. Assim, substituindo em (1.1), temos
sen(x + 2m) = sen(z) cos(2m) + cos(z) sen(27).
Como cos2m =1 e sen 27w = 0, entao
sen(z + 27) = sen(z).
Agora, iremos mostrar que ele é o menor periodo positivo da funcao sen x.

Iremos utilizar a formula de adigdo de angulos em (1.1) para mostrar que, para qual-
quer valor 7' < 2w, ndo podemos ter sen (z + 71") = sen (z) para todos os valores de z.

Suponha que T < 27, seja um periodo da funcao seno. Isso implica que
sen (z + T) = sen (z), (1.2)
Para todo x. Aplicando a identidade (1.1), temos
sen(z + T) = sen(z) cos(T) + cos(z) sen(T). (1.3)
Como assumimos que 7' é um periodo, substituimos a igualdade (1.2) em (1.3). Dai,
sen(x) = sen(x) cos(T') + cos(x) sen(T)
= sen(x) — sen(x) cos(T") = cos(x) sen(7T).
Com algumas manipulagoes algébricas, temos
sen(z)(1 — cos(T')) = cos(z) sen(T) (1.4)

Observe que, para que a equagao (1.4) seja verdadeira para todos os valores de x, iremos
considerar dois casos.

Caso 1: Sesen(T') = 0, entao 7' deve ser um miltiplo inteiro de 7. Além disso, para T ser
um periodo e menor que 27 a Unica possibilidade seria T = 7. No entanto, se utilizarmos

a expressao (1.1) e chamarmos a = = e b = 7, teremos
sen(z + m) = sen(z) cos(m) + cos(x) sen(7).
Mas, sabemos que cosm™ = —1 e senm = 0. Dal,
sen(z + m) = —sen(x).

Portanto, T = 7 nao satisfaz sen(x +7) = sen(x), o que significa que 7 ndo é um periodo.
Caso 2: Se sen (T') # 0, entdo podemos dividir ambos os lados de (1.4) por sen (") para

obter
sen(x)(1 — cos(T))

sen(T")

= cos(x). (1.5)
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Sabemos que, para que (1.5) seja verdadeira, ambos os lados da igualdade precisam ser
iguais. No entanto, a fungao sen () e cos (z) sdo diferentes e nao podem ser igualadas para
todos os valores de z. Entdo, a unica solugdo possivel é quando sen (T') # 0 e cos(T) = 1,
o que ocorre apenas quando 17" = 27. Logo, para qualquer T' < 27, ndo podemos satisfazer
a equacao sen(x + T') = sen(z) para todo x. Isso demonstra que o periodo fundamental

da fungéo seno é 2. Portanto, pela defini¢ao (1.1.1), a fungao sen z é periddica.

Observacao 1.1.1. Essa propriedade é fundamental na analise de séries de Fourier, pois

a construcao dessas séries depende do comportamento peridédico das fungoes.

Apés compreender o conceito de fungoes peridédicas e sua importancia nas séries de
Fourier, é importante avancarmos para outro aspecto fundamental na anélise dessas fun-
¢oes. Na proxima secao, discutiremos a continuidade das fungoes, cujas propriedades sao
fundamentais para garantir a convergéncia das séries de Fourier, mesmo em intervalos

onde a fungao pode apresentar descontinuidades.

1.1.2 Funcdes Seccionalmente Continuas

Definicao 1.1.2. Uma funcao f : R — R ¢é continua em um ponto x = a se

lim f(z) = f(a). (1.6)

T—a

Observe que a defini¢ao implicitamente requer trés coisas para a continuidade de f em a:

(I) f(a) estd definida (isto é, a estd no dominio de f);

(IT) lim f(z) existe;

Tr—a

(IIT) lim f(z) = f(a).

r—a

Para ilustrar o cédlculo da continuidade de uma fungao usando a definicdo acima,

consideremos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.2. Considere uma func¢ao definida por partes

x? sex <1,

fz) =

20 —1 sex>1.
Vejamos se f é continua no ponto x = 1.

Solugao. Para verificar a continuidade dessa fun¢ao no ponto x = 1, precisamos verificar

as trés condigoes de continuidade. Note que, a condigao (I),
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¢ valida. Agora iremos verificar a condicao (II). Dal,

lim f(z) = lim 2° =1 e lim f(z) = lim (2z —1) = 1.

r—1— T—1— z—1t r—1t

Como os limites pela esquerda e pela direita sdo iguais, o limite

lim f(z) =1

rz—1

existe. Por fim, verificando a condigdo (III), temos

f(1) =lim f(z) = 1.

r—1

Como todos os critérios sao satisfeitos, a funcao é continua em x = 1.

Enquanto no conceito de continuidade usual é necessario que a fun¢do nao apresente
descontinuidades em nenhum ponto de seu dominio, existe um conceito mais flexivel que
permite descontinuidades em certos pontos especificos, desde que que a fun¢ao permaneca
continua em intervalos delimitados. Este conceito é o de fungoes seccionalmente continuas,

que exploraremos a seguir.

Definicao 1.1.3. Uma funcao f : R — R é seccionalmente continua se, para qualquer
intervalo limitado [a, b], existem pontos a < a3 < ay < --+ < a, < bonde f é continua em

cada subintervalo aberto (a;,a;41) para j=1,...,n — 1.

Nos pontos de jungao a;, a fungdo tem descontinuidades de primeira espécie, o que
significa que os limites laterais f(a}) e f(a;) existem e sdo finitos. Esses limites sao
definidos como:

f(a) = lim f(z), limite de f(z) quando z se aproxima de a; pelo lado direito.

+
$_>a/]

f(a;) = lim f(x), limite de f(x) quando z se aproxima de a; pelo lado esquerdo.

r—a.
J

Para ilustrar como podemos aplicar a defini¢cao acima, considere o seguinte exemplo

+1, sex >0
Exemplo 1.1.3. A funcao sinal de x, definida como sign(z) = < 0, ser =0
-1, sex <0 |,

¢é seccionalmente continua.

Solugao. Iremos analisar a fungao sinal em seus trés intervalos principais: (—o0,0),

(0,00) e no ponto de jungdao x = 0. Observe que, para = < 0, a funcao é

sign(z) = —1,
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é uma constante e, portanto, continua no intervalo (—oo,0). De maneira andloga, para
x > 0, a fungao ¢

sign(z) = 1,

que também é uma constante e, portanto, continua no intervalo (0,00), o que satisfaz a
primeira parte da Definigdo 1.1.3. Agora, iremos analisar os limites laterais de sign(z) no
ponto de juncao x = 0. Dal,

xli%l— sign(z) = -1 e xlira1+ sign(z) = 1.
Note ainda que, o valor da func¢ao no ponto de juncao é

sign(0) = 0.

Observe que, como os limites laterais nos pontos de juncao existem e sdo finitos, mas
diferem do valor da fun¢do no ponto de juncao, ha uma descontinuidade de primeira

espécie. Portanto, pela Defini¢ao 1.1.3, a fungdo sign(z) é seccionalmente continua.

Definicao 1.1.4. Uma funcao f : R — R serad seccionalmente diferenciavel se ela for

seccionalmente continua e se a funcao f’ também for seccionalmente continua.

1.1.3 Funcdes Pares e Impares

Definicao 1.1.5. Uma funcdo f : R — R é chamada de par se, para todo x € R, a

seguinte condicao ¢ satisfeita
f(z) = f(—=). (1.7)
Vamos aplicar a definicdo de funcao par ao exemplo a seguir
Exemplo 1.1.4. A fungao f(z) = cos (x) é uma funcao par.
Solugao. Dada a fungao cosseno definida como f(z) = cos (x). Queremos mostrar que
cos(—x) = cos(x) V x € R.

Para isso, usamos a identidade trigonométrica para o cosseno da diferenca de dois angulos

cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sen(a) sen(b).
Note que, se a = 0 e b = z, teremos

cos(0 — z) = cos(0) cos(x) + sen(0) sen(z).
Como cos (0) =1 e sen (0) = 0, temos que

cos(—z) = 1-cos(z) — 0 - sen(x) = cos (—x) = cos (z).

Portanto, a funcao f(z) = cos (z) é par, conforme a Defini¢ao 1.1.5.
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Observacao 1.1.2. A funcao cosseno é par para qualquer angulo x, o que confirma que

a propriedade de paridade se mantém independentemente do valor especifico do angulo.

Para ver isto, observe o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.5. A funcao f(z) = cos (%), onde L > 0 é um parametro que representa

o semi-periodo fundamental da func¢ao, estd definida para todon = 1,2, ....

Figura 2 — Gréfico de f(x) = cos (“7%)

Grafico da fungéo f(x) = cos (%)
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Fonte: autoria propria.

Solugao. Note que,

F(=) = cos (WL—@) s (171,

Pela observacao 1.1.2, temos que

Entao,

Logo, como f(z) = f(—x) para todo x € R, podemos concluir f é uma funcao par.

Definicao 1.1.6. Uma funcao f : R — R é chamada de impar se, para todo x € R a

seguinte condicao é satisfeita

flx) = =f(-x). (1.8)

Vamos aplicar a definicao de funcao impar ao exemplo a seguir.

Exemplo 1.1.6. A fungdo f(z) = sen (z) é uma fungao impar.
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Solucgao. Iremos utilizar uma abordagem semelhante a empregada no exemplo 1.1.4.

Para isso, usamos a identidade trigonométrica para o seno da diferenca de dois angulos
sen(a — b) = sen(a) cos(b) — cos(a) sen(b).
Note que, se a =0 e b = x, teremos
sen(0 — ) = sen(0) cos(x) — cos(0) sen(z).
Como cos (0) = 1 e sen (0) = 0, temos que
sen(—x) = 0-cos(x) — 1 -sen(x) = sen (—z) = —sen ().
Portanto, pela Defini¢ao 1.1.6, temos que f(z) = sen(z) é uma fungio impar.

Observacao 1.1.3. A funcao seno é impar para qualquer angulo z, o que confirma que

a propriedade de paridade se mantém independentemente do valor especifico do angulo.

Para ver isto, observe o exemplo a seguir.

nwr

Exemplo 1.1.7. A funcao f(z) = sen (T) para todon =1,2,....

Figura 3 — Gréfico de f(z) = sen (%7%)

Grafico da fungéo f(x) = sin (%)
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Fonte: autoria propria.

Solucao. Note que,
g(—x) = sen <n7r(L—x)> = sen (—T)

Usando a obervacao 1.1.3, temos que

g(—x) = sen (_nzx) = —sen (T)

Entao,
nwx
o(=a) = —sen (“T0) = ~g(a).
Logo, Como ¢g(—z) = —g(z), para todo x € R, podemos concluir que g é uma fungao

impar.
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Agora, apresentaremos duas proposi¢oes importantes sobre as paridades das fungoes,

que utilizaremos posteriormente.

Proposicao 1.1.1. Considere duas fungoes f e g. Entao, as seguintes propriedades sao

verdadeiras:

(I) Se f e g sdo fungoes pares, entdo f + g também é uma funcao par.

(IT) Se f e g sdo fungdes impares, entdo f + g também é uma fungao fmpar.
(III) Se f e g sdo fungdes pares, entdo f - g também é uma fungao par.
(IV) Se f e g sao fungdes impares, entao f - g é uma fungao par.

(V) Se f é uma fungdo par e g é uma fungao impar, entdo f - g é uma funcao impar.

As demonstragoes das proposi¢oes acima decorrem da definicdo de fungoes pares e
impares. Detalhes completos dessas demonstragoes podem ser encontrados na referéncia

Figueiredo[1] :

Comentario: O significado geométrico de uma fungao ser par é que seu gréafico exibe
simetria em relagdo ao eixo y. Em outras palavras, se tracarmos o grafico de uma funcgao
f para x > 0, podemos obter o grafico completo simplesmente refletindo essa parte em
torno do eixo y. Essa simetria implica que, para cada ponto (z, f(z)) no grafico, o ponto
correspondente (—z, f(z)) também estard no gréfico, como podemos observar na figura a

seguir

Figura 4 — Gréfico de f(z) = 2?

Exemplo de Fungdo Par

rl, £)

| — fix)=x?

-=- fix)=x?

T T
=X 0 X

Fonte: autoria propria.

Analogamente, o grafico de uma fun¢ao fmpar é simétrico em relagdo a origem. O
que siginifica que, se considerarmos o grafico de f para x > 0, podemos obter o grafico

completo girando 180° o trecho que temos em torno da origem. Isso implica que, para cada
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ponto (z, f(x)) no gréfico, o ponto correspondente (—z, —f(z)) também estard presente

no grafico. Vejamos a figura a seguir.

Figura 5 — Gréfico de f(z) = 23

Exemplo de Funco impar

— fx=x

[

fx)

T T
—X 0 X
X

Fonte: autoria propria.

1.1.4 Funcdes Integraveis e Absolutamente Integraveis

Definigao 1.1.7. Considere uma funcao f : [a,b] — R definida em um intervalo limitado.
Existem dois casos a considerar para determinar se f é integravel.

(I) Funcgao Limitada: Se a fungao f é limitada em [a, b], isto é, existe um niimero M
tal que |f(z)| < M para todo x € [a,b], entdo f é integrdvel se o supremo das somas

inferiores € igual ao infimo das somas superiores.

Essa condicao significa que podemos aproximar a area sob a curva de f com uma
precisao arbitraria usando somas de Riemann, resultando em um valor Unico para a
integral de f em [a, b].

(IT) Fungao Nao Limitada:

Se a funcao f nao é limitada em [a, b], ou seja, pode ter valores arbitrariamente grandes,

entdo f é integravel (nesse caso, a integral é chamada de integral imprépria) se:

(a) O intervalo [a, b] pode ser decomposto em um ntimero finito de subintervalos Iy, I, .. ., I,,

onde Ik = [ak, bk]

(b) Para cada subintervalo I, e para todos 6 > 0 e ¢’ > 0, a fungdo f é limitada e integravel
e1m [(lk + (5, bk — 5’]

(c) Os seguintes limites existem:

b by —o
/a f(z)dr = lim f(x)dx. (1.9)

6—0 §
k &' —0 ot
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Isso significa que mesmo que f tenha pontos de descontinuidades ou uma quantidade
finita deles em [ay, b, podemos aproximar a integral de f nos subintervalos removendo
arbitrariamente pequenas vizinhancas dessas descontinuidades. Neste caso, quando f nao

¢ limitada, a integral imprépria de f sobre [a,b] é dada por
b n_o by
/ fla)de = Z/ fz) da. (1.10)
@ k=1"%%

Defini¢do 1.1.8. Uma funcao f é chamada de absolutamente integravel se |f(z)| for
integravel no sentido de (I) ou (II) acima. Isso significa que a integral do médulo da

funcio, [7|f(z)| dx, existe e é finita.

Proposicao 1.1.2. Seja f: R — R uma funcao.

(I) Se f é par e integravel em qualquer intervalo limitado. Entao,

/LLf(m) dx:2/0Lf(m) dz. (1.11)

(IT) Se f é impar e integravel em qualquer intervalo limitado, entao
L
/ f(z) dz = 0. (1.12)
~L
Definicao 1.1.9. O espaco das fungoes f : R — R tais que as integrais improprias de f
e | f| existem é denotado por .Z'(R).

Definicao 1.1.10. Dados a, b e ¢ € R, considere uma funcao f : R — R. Para lidar
com integrais sobre intervalos ilimitados, a integral imprépria de f sobre [a, 00) é definida

CcOo1mo

00 b
/ f(z)dx = blim f(z) dz, (1.13)
a —00 Ja
se o limite existir. De forma analoga, para o intervalo (—o0, b], a integral é definida como
b b
/ f(z)dx = lim f(z)dx, (1.14)

se o limite existir. Para o intervalo (—oo, 00), a integral é dada por
oo (& o0
/ f(z)dx :/ f(x) d:c—i—/ f(z)de, (1.15)
—00 — 00 C
onde ¢ é um ponto de divisao arbitrario, se ambas as integrais improprias existirem e

forem finitas.

Definicao 1.1.11. Uma funcao f é chamada de absolutamente integravel em um intervalo

ilimitado se
| lf@lda (1.16)

for finita.
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Defini¢ao 1.1.12. Seja f : I X [a,00) — R, sendo I um intervalo limitado ou nao e para

cada x fixado, a fungdo f(x,y) seja integravel. Estaremos interessados em fungoes do tipo

U(z) = /aoo flz,y)dy < . (1.17)

A integral imprépria ¥ (z) convergird uniformemente num intervalo J C I, se dado € > 0,
existir y(e) > a, tal que para todo = € J, tenhamos

/y "l y)dy

(€)

<e (1.18)

1.1.5 Teste M de Weierstrass

Suponha que, para cada x fixado, a funcio f(z,y) seja Z! em [a, o). Suponha também,
que exista uma fungdo M : [a,00) — R nao-negativa, e integravel, tal que |f(x,y)| <
M(y), para todo = em J. Entdao ¥(z) converge absoluta e uniformemente em J, ou seja,

as integrais
[ @y e [ y)ly
sao uniformemente convergentes em J.

Para nosso estudo das Transformada de Fourier, estaremos interessados em integrais

improprias da forma
| flamdy (1.19)

Podemos escrever tal integral como a soma das seguinte integrais

[ty o [y

—00

E podemos escrever

/_O:O [z, y)dy = /OOO [z, y)dy + /_OOO Flz,y)dy.

Diremos que tal integral converge uniformemente se, dado € > 0, existir y(¢) > 0 tal que

y(e) 00
‘ [ eyt [ fdy

< e,

— 00

o que equivale a dizermos que cada uma das integrais convergira uniformemente.

Antes de apresentarmos o resultado a seguir sobre a diferenciabilidade da fungao ®(x),
¢ importante destacar que, em muitos contextos de integracao improépria, estamos interes-
sados em situacoes onde a troca de operacoes entre integracao e diferenciacao é possivel.
No caso de integrais dependentes de um parametro x, a condi¢ao de diferenciabilidade
de uma funcao integral é fundamental para garantir que a derivada da integral possa ser
expressa pela integral da derivada da funcao integranda, desde que algumas condigoes de
convergéncia sejam satisfeitas. Com isso em mente, enunciaremos o seguinte lema, que
estabelece as condigoes sob as quais a fungdo ®(x) definida por uma integral pode ser

diferenciada em relacao a x.
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Lema 1.1.1. Diferenciabilidade de ®.
Seja f : I x R — R uma funcao continua, possuindo derivada parcial f, : [ x R — R,

também continua. Suponha que a integral

®(z) = /abf(x,y) dy (1.20)

convirja e que a integral
| felay) dy (1.21)

convirja uniformemente em R. Entao, ® é derivavel em R e

Q' (z) = /O:o fo(z,y) dy. (1.22)

Mais geralmente, basta admitir f(x,y) = g(z,y)K(y), onde K : R — R é uma fungao

ZLleg, g, : R — R sao funcoes continuas e limitadas na varidvel y.

A condicao de integrabilidade absoluta e a integrabilidade com convergéncia uniforme
é crucial para o nosso trabalho. Quando lidamos com fungoes em intervalos ilimitados,
a integrabilidade absoluta garante que a funcao tenha um comportamento adequado,
permitindo que operagoes como a Transformada de Fourier sejam bem definidas. Por
outro lado, a convergéncia uniforme da integral , por sua vez, assegura que essa adequacao
se mantenha de maneira consistente ao longo de todo o dominio. Exploraremos esses

conceitos com mais detalhes posteriormente.

1.2 Toépicos de séries de Funcoes

As séries de fungoes sdo somas infinitas compostas por termos que dependem de uma
variavel. Elas desempenham um papel importante na analise matematica, permitindo a
representacao de fungdes complexas por meio de fung¢oes mais simples, como polinémios
ou fungoes trigonométricas. Um exemplo, que serda abordado no préximo capitulo, é a
série de Fourier. Nesta secao, definiremos formalmente o que sdo séries de funcgoes e

discutiremos diferentes critérios de convergéncia.

Defini¢ao 1.2.1. Dada uma sequéncia de fungoes f,,(x) definida em um intervalo I C R,

a série de fungdes > f,(z) é dada por

n=1

S(z) = ifn(x) (1.23)

A série (1.23) ¢é definida como a fungdo S(z) que resulta da soma infinita dos termos da

sequéncia f,(z).

A seguir, apresentamos as defini¢des relacionadas a convergéncia de séries de fungoes.
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1.2.1 Convergéncia pontual

Definicdo 1.2.2. Z fa(z) converge pontualmente para uma fungao f(z) em um intervalo
n=1

I C R se, para cada = € I,

lim zjlfn(m) = f(x). (1.24)

N—oo
f—

Exemplo 1.2.1. Um exemplo de uma série de fungoes que converge pontualmente é a

série geométrica de fungoes
> (1.25)
n=0

Iremos analisar a convergéncia pontual desta série no intervalo I = (—1,1). Note que,

para cada z € (—1,1), a soma parcial da série é dada por

N 1 — pN+1
SN(I‘) = Z " = ﬁ, para r € <_17 1)
n=0

Agora, tomando o limite quando N — oo, temos

) ) 1— $N+1 1
]\}grlooSN(x):A}gréo =2 — 12 para z € (—1,1).
Portanto, a série 1.25 converge pontualmente para a funcao f(z) = ﬁ no intervalo

x e (—1,1).
1.2.2 Convergéncia uniforme

oo

Definigao 1.2.3. ) f,(x) converge uniformemente para uma fun¢io f(z) em um inter-
n=1

valo I C R se, para todo € > 0, existe um nimero natural N tal que, para todon > N e

para todo x € I,
< €. (1.26)

> fuls) - f(2)

1.2.3 Convergéncia absoluta

Definicao 1.2.4. Z fn(z) € dita absolutamente convergente em um intervalo I C R se

n=1

o0
> |fa(z)| convergir para cada x € I. Em outras palavras,
n=1

> | fa(x)] < 0o para todo z € I. (1.27)
n=1

Exemplo 1.2.2. Um exemplo de uma série de func¢oes que é absolutamente convergente

é .
2

—-
n=1 n

(1.28)
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iremos analisar a convergéncia absoluta desta série no intervalo [—1,1]. Para verificar a

convergéncia absoluta, consideramos

Note que, para |z| < 1, podemos comparar com a série > oo, %, que é uma p - série com

p = 2> 1 e sabemos que converge. Logo,

[ _ 1

n? — n?
1
7’L2

||

7z . o0 ~ 7z . o0 n 7z
Como a série 3°)7 | -5 converge, pela comparagao, a série _)2; -5 também converge para

todo z € [—1,1]. Portanto, a série (1.28) é absolutamente convergente no intervalo [—1, 1].

Observagao 1.2.1. Quando uma série é absolutamente convergente, ela também é uni-

formemente convergente em I.

Posteriormente, veremos que os critérios de convergéncia mencionados podem ser es-
tendidos para as séries de Fourier, fornecendo condigoes suficientes para que essas séries

representem a funcao original de maneira precisa.

Com os conceitos fundamentais estabelecidos, estamos preparados para avancar no

tema principal deste trabalho.
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séries de Fourier

As séries de Fourier desempenham um papel crucial na andlise de fendmenos periddicos,
servindo como alicerce para a definicdo da Transformada de Fourier. Elas permitem a
representacao de fungoes periddicas como uma soma infinita de senos e cossenos, cada um
multiplicado por um coeficiente especifico, conhecido como coeficiente de Fourier. Essa
decomposicao simplifica a andlise e a manipulacdo das fungoes originais, facilitando o
estudo de suas propriedades e comportamentos. Ao longo desta secao, apresentaremos as
defini¢oes fundamentais e os principais resultados acerca das séries de Fourier. A teoria

mais detalhada pode ser encontrada em Figueiredom e Boyce e DiPrimal¥.

2.1 Motivacao das séries de Fourier

Considere uma barra feita de material condutor uniforme com comprimento L em que

cada seccao transversal, a barra, tem drea A.

Figura 6 — Barra de comprimento L e secgao transversal A

Fonte: Domingosm

Suponha que a superficie lateral da barra esteja isolada termicamente de modo que
nao permita a troca de calor entre o meio e a barra. Entretanto, pode haver troca de

calor entre as extremidades da barra e, com isso, a transferéncia de calor se dara apenas
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em uma direcdo. A dinamica de transferéncia do calor é descrita pela equacao
u(z,t) = Kuge(z,t), (2.1)

onde u representa a posi¢do ao longo da barra, t representa o tempo, K = k/cp é a
difusividade térmica do material da barra e u(z,t) representa a temperatura na posigao x
no instante de tempo ¢ ao longo da barra. A equagio diferencial parcial (2.1) é chamada
de Equagao do Calor. Buscaremos determinar uma candidata a solugao para a Equacao

do Calor que satisfaca as seguintes condigoes

u = Kug,,, 0<ax<L, t>0
u(0,t) = u(L,t) =0 (2.2)
u(z,0) = f(z), O0<z<lL

Para tal, iremos utilizar o método da separagao de varidveis e iremos supor que u(z,t) =
X(x)T'(t). Dai
Uy = X"T e u=TX. (2.3)
Substituindo (2.3) em (2.1), temos
"

X
Kum = Ut = KX”T: T,X = Y

Observe que o lado esquerdo da equacgao é uma funcio que depende apenas de t e o lado
direito é uma funcao que depende apenas de x. Portanto, ambos os lados devem ser iguais

a uma constante, que chamamos de A. Dali,

T/

Kug, = — = \.
e = KT
Logo, obtemos o seguinte sistema
X"-AX =0
(2.4)
T — AKT = 0.

Aplicando as condigoes de contorno em u(z,t) = X (x)T(t), temos que X (0) = 0, pois
u(0,t) = X(0)T'(¢t) = 0.

Analogamente, X (L) = 0, pois
u(L,t) = X(L)T(t) =0.

Logo, nos deparamos com o seguinte Problema de Valor Inicial

{X” —AX =0
(2.5)

X(0)=0, X(L)=0.

Para resolver (2.5), dividiremos em trés casos:
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¢ 1° caso (A > 0): Iremos considerar A = p? com p > 0. A equagdo caracterfs-
tica associada a equacao diferencial homogénea de segunda ordem com coeficientes
constantes (2.5) é
r? —p?=0.
Note que, as raizes dessa equagao sao r = +u. Assim, a solugdo geral da equagao

diferencial homogénea é dada por
X(x) = Cre'® + Coe 2. (2.6)

Agora, vamos aplicar as condigoes de contorno X (0) =0 e X (L) =0 em (2.6).
Para z = 0, temos
X(O) = 0160 + 0260 = Cl + CQ = 0.
Entao, C = —C.
Para x = L, temos
X(L) = Cle“L + C’ge_“L.
Como Cy = —C', temos que

X(L) = Cietl — Cle Pt = Cl(e”L _ e*ﬂL) —0. (2.7)

Observe que, para que (2.7) seja verdadeira, considerando que p > 0, o termo entre
parénteses et — e*L nunca serd zero, logo C; = 0. Consequentemente Cy = 0,

gerando assim solugoes nulas.

e 22 caso (A = 0): Considerando que A = 0, a equagdo caracteristica associada a
(2.5) é
P2—-A=0 = 1r2=0.

Note que, raizes da equagao caracteristica sao r1 = r9 = 0. Portanto, a solugao

geral da equacao diferencial homogénea é dada por
X(z) = C1e"" 4 Coxe®™ = C) + Cya. (2.8)

Agora, aplicamos as condigoes de contorno X (0) =0e X (L) =0 em (2.8).
Para X (0) = 0, temos
X(0)=Ci+Cy-0=0Ch.
Entéo, Cl =0.
Para X (L) = 0, temos
X(L)=Cy +Cy- L.
Como (7 = 0, temos

X(L)=0+Cy-L=C,L (2.9)

Para (2.9) seja verdadeira, devemos ter Cy = 0, considerando que L > 0.

Assim, obtemos C| = 0 e Cy = 0, gerando novamente solu¢oes nulas.
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e 32 caso (A < 0): Iremos considerar A\ = —p®. Dai, a equagao caracteristica

associada a (2.5) é

r?=—p* = r=+pu.

Note que, a solucao geral da equacao diferencial homogénea é dada por
X(z) = C) cos(pz) + Cysen(uz). (2.10)

Agora, vamos aplicar as condigbes de contorno X (0) =0e X(L) =0.
Para X (0) = 0, temos

X(O) =C) COS(U) + Cy sen(O) =C,-14+0C,-0=0C;.

Logo, C7 = 0.
Para X (L) = 0, temos
X (L) = Cysen(pul) = 0. (2.11)

Para que (2.11) seja verdadeira, devemos ter Cy = 0 ou sen(ul) = 0.
Supondo que Cs # 0, temos que

sen(pL) = 0.

Entao, uL = nm, onde n € N. Assim, temos:
_onm
ILL - L *
Substituindo p de volta na expressao para A. Temos que,

A S
A__“__(L> R

Logo, a solugao para X (x) serd

X(z) = Cysen (mr:v) .
L
Agora, utilizamos essas informagoes para resolver a equagao para T'(t) de (2.4). Dal,
n*nlK
T'—KN[=0 = T'+%5=T=0 (2.12)

Observe que, (2.12) é uma equagao diferencial ordinaria de primeira ordem e sepa-

ravel. Entao, podemos reescreve-la como

dr  n?n’K

7~z

Integrando ambos os lados, teremos

dt

det—/ n?mlK
T 12
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O que resulta em

2K
12
Aplicando a exponencial de ambos os lados de (2.13), obtemos

In(T) = -~

t+C (2.13)

In(T _ﬂﬂ_c C —ﬂt
T(t) =™ = ¢~ 712 =e" e 12
Note que, podemos representar e® como uma constante, digamos C', entao
22K
T(t)=Ce 27 *.

Finalmente, como u(z,t) = X (x)T(t), a solu¢ao particular é dada por
un(z,t) = Cp sen (nzx) e Tl

Portanto, a solugao geral para u(x,t) é obtida pela superposi¢ao das solugoes fun-

damentais -
nimwx n2r2K
Hn=5Sc, <> e 2.14
) ,;1 sen { —— e 2 (2.14)
onde os coeficientes C,, sao determinados pela condicao inicial u(x,0) = f(z)
C,= L/ Sen( Zw) dzx. (2.15)

Observacgao 2.1.1. Ao considerarmos o problema (2.2), chega -se em (2.14). Note que
essa candidata a solugao descreve o comportamento da temperatura ao longo do tempo e
do espaco, conforme determinado pela equagao do calor. Assim, a equagao (2.14) satisfaz
as condigoes impostas pelo problema. Além disso, nos mostra que as solugdes de (2.1)
podem ser decompostas em uma série infinita de fung¢oes senoidais, cada uma ponderada
por um coeficiente que depende das condigOes iniciais. Essa representacao motiva o estudo
das séries de Fourier, que permitem expressar fungoes complexas como somas de fungoes

simples, senos e cossenos.

2.2 Definicao das séries de Fourier e Exemplos

Definicao 2.2.1. Seja uma funcao f : R — R peridédica de periodo 2L, integravel e

absolutamente integravel. Definimos a série de Fourier por

1 [e.e]
bt S (72) (1), e

= 2/L f(z)dx
an, L / f(z) cos (L) dz,
b, =7 / f(z)sen (zx) dz,

sao chamados de coeficientes de Fourier.

onde
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Percebe-se que por definicdo, dada uma funcao f : R — R peridédica de periodo
2L, é necessario atender a apenas alguns requisitos para determinar os coeficientes de
Fourier e, assim, representar f por meio de sua série de Fourier . A condi¢do minima
para que isso seja possivel é que a funcao f seja integravel e absolutamente integravel no
intervalo [—L, L]. No entanto, a obtengao dos coeficientes por si s6 ndo assegura que a
série represente corretamente a funcao original. A seguir, daremos condigoes suficientes

sobre a funcao f que garantem a convergéncia pontual da série de Fourier .

2.3 Convergéncia das séries de Fourier

Teorema 2.1 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fungio seccionalmente di-
ferenciavel e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da funcio f, definida em (2.16)
converge, em cada ponto x, para 3 [f(a;r) + f(a;)], isto €,

{f(a;“) + f(aj_)} = ;ao + g <an cos <nzx> + b, sen (T)) . (2.17)

N | —

Em outras palavras, este teorema garante que, sob certas condigoes, a série de Fourier
converge em cada ponto x para a média dos limites laterais de f. Isso significa que, mesmo
que a funcdo f apresente descontinuidades, a série de Fourier ainda assim fornecera uma
representacao precisa retornando a média dos valores imediatamente antes e depois da

descontinuidade.
Para exemplificar este teorema, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 2.3.1. Considere a fungdo onda quadrada f(z) definida por

1, se —L<x<0
flx) = (2.18)

-1, seO0<ax <L |

onde f(x) é periédica com periodo 2L, representada pelo gréfico a seguir
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Figura 7 — Grafico da func¢ao onda quadrada f(x)

Onda Quadrada

T T
2L L1 0 L 2L
X

Fonte: autoria propria.

Calculemos a série de Fourier de f e utilizaremos o Teorema 2.1 para analisar a
convergéncia da série de Fourier em diferentes pontos da funcao, especialmente em pontos

de descontinuidade.

Solugao. Utilizaremos (2.16) para calcular a série de Fourier desta fungdo. Para isso,

primeiramente iremos calcular seus coeficientes. Dai,

a0:2</_0L1dx+/0L(—1)dx>
=+ (el — =)

((0=(=L)) = (L -0))

(L—1L)

S | i

Temos também que,

1 0 nwx L nwx
ay, = [L 1 cos (L) dx —I—/O (—1) cos <L> dx)
0 nwx L nwx
/_L cos <L> dr — /0 cos (L) dx)
s ("], - s ("),
nmw L L nmw L 0
L L

= rir sen (0) — — sen (—7n) — —sen (mn) + Tf; sen (O)>
= 0+ —sen (mn) — —sen (mn) + 0>
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b, = ! ( OL 1sen (mgx) dx + /OL(—l) sen (T) da:)
(/_OL sen (T) dr — /OL sen (T) d:c)
[ (P, - (e ()

(—L (cos (0) — cos (—mn)) L (cos (mn)) — cos (0)> :

+ -
nm nm

Simplificando e utilizando as propriedades cos(nm) = (—1)" e cos(0) = 1, teremos

1 L L
bn:[—l— )"+ — —1"—1}
- o+ (-
1
=—(-1)"=1—-1+4(-1)"
= [-1) + (1)
2
=—(-1)" -1
= (-1 - 1]
Agora, note que
—2, quando n é impar,
11— q p
0, quando n é par.

Logo, os coeficientes b,, sao dados por

—L gen éimpar,

by=14 " (2.19)
0, se m é par.
Agora observe que com os coeficientes calculados, a série de Fourier da funcao onda

quadrada fica
f(z) = b,sen (m[r/x) . (2.20)
n=1

Substituindo b,,, temos

flz) = i — sen (er:U) : (2.21)

Observacao 2.3.1. Na série de Fourier, a aproximagao de uma fung¢ao periddica é reali-
zada ao somar um nimero finito de termos da série. Como nao é possivel somar infinitos
termos, utilizamos uma soma parcial, incluindo um ntmero especifico N de termos impa-
res. Por exemplo, ao considerar N = 5, estamos somando os primeiros 5 termos impares

da série, conforme expresso na seguinte férmula

fn(x) = ZQ: =2 sen (nzx) (2.22)
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Abaixo, observe a representacao grafica dessa aproximacao para os 5 primeiros termos,

comparando-a com a funcao original.

Figura 8 — Gréfico da série de Fourier da onda quadrada para N = 5

Aproximacao da Fungao Onda Quadrada pela Série de Fourier

] | A} \ A N

1 4L A Npaash Ny st
1 “'_u""\"'\"'L\,»\., IR T
|

! |

i

[ | !
]

—— Fungdo Onda Quadrada f(x)
-=- Série de Fourier com 5 termos

flx) e Série de Fourier
o

Fonte: autoria propria.

Aqui, para N = 5 corresponde a somar os termos com n = 1,3,5,...,9. Podemos
aumentar ou diminuir N para ver como a aproximacgao melhora a medida que mais termos

da série sao incluidos. Vejamos mais um exemplo considerando N = 10. Dali, teremos

19 —4
fn(z) = nz::l o sen (T) . (2.23)
n impar

Observe a representacao grafica dessa aproximacao para os 10 primeiros termos, comparando-

a com a funcgao original.

Figura 9 — Gréfico da série de Fourier da onda quadrada com N = 10

Aproximagao da Fungao Onda Quadrada pela Série de Fourier
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Fonte: autoria propria.

Observe que, pela Defini¢ao dada em 1.1.4, a fungao f(z) é seccionalmente diferencidvel

e tem periodo 2L. Portanto, podemos aplicar o Teorema 2.1, para analisar a convergéncia
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da série de Fourier desta funcao em diferentes pontos, especialmente em pontos de des-
continuidade. Note que, para valores de z onde f(x) é continua, como z # 0, a série de
Fourier encontrada em (2.21) converge para o préprio valor da fungdo, ou seja, f(x). No
caso especifico de x = 0, onde ha uma descontinuidade, a série de Fourier converge para

a média dos limites laterais, que é calculada como

1

S [ fah) + fay)] =

5 [1+(=1)]=0. (2.24)

N —

Dessa forma, podemos concluir que, de acordo com o Teorema da Convergéncia Pontual,
mesmo na presenca de descontinuidades, a série de Fourier fornece uma representacao
precisa da funcao ao convergir para a média dos limites laterais em pontos de desconti-

nuidade.

Dado o exemplo acima e as duas abordagens para a resolucao, é importante considerar

dois resultados antes de prosseguirmos.

Proposicao 2.3.1. Se f for uma funcao par, periédica de periodo 2L, integravel e abso-

lutamente integravel, entao

nmwx

an:Z/OLf(x)cos(L)dx e b,=0.

Em outras palavras, a série de Fourier de uma funcao par é uma série de cossenos.

Proposicao 2.3.2. Se f for uma funcao impar, periddica de periodo 2L, integravel e

absolutamente integravel, entao
L
b, =0 e / f(z)sen <m>dx
0 L

Em outras palavras, a série de Fourier de uma funcao impar é uma série de senos.
As Proposigoes 2.3.1 e 2.3.2 derivam das Proposi¢oes 1.1.1 e 1.1.2, sendo essenciais no
calculo da série de Fourier de uma funcao. Elas nos permitem prever a forma da Série e,
consequentemente, simplificar calculos e andlises. Vale destacar que a escolha entre uma
série de cossenos ou uma série de senos depende diretamente da paridade da fun¢ao em

questao.

2.4 ldentidade de Euler e a Formulacao Complexa da série de Fou-
rier

A Férmula de Euler é uma identidade fundamental na mateméatica, descoberta por Le-
onhard Euler no século XVIII. Esta férmula estabelece uma conexao entre as funcgoes

trigonométricas e a exponencial complexa. Na teoria de Fourier, a Féormula de Euler é
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importante, pois permite representar as func¢oes seno e cosseno, que sao 0os componentes
das séries de Fourier, na forma de exponenciais complexos. Ao relacionar a identidade de
Euler na série de Fourier, obtemos a formula complexa de Fourier. A seguir, exploraremos

detalhadamente esse processo.
Definicao 2.4.1. A identidade de Euler é definida por

¢ = cosf + isen, (2.25)

0

onde # é um angulo medido em radianos, e é a funcao exponencial complexa com base

e e 1 é a unidade imaginaria ¢ = /—1.

A partir desta identidade, podemos obter as seguintes expressoes para as fungoes

trigonométricas

0 —i60

cos ) = cte (2.26)
2
© i0 i0
eV —et

0= —-—. 2.27
sen 5; (2.27)

Dai, temos que

inmTT —inmTx inmTT —inTT
nmwx nmwx e L e L e L e L
ancosT+bnsen—:an — + + b, — :

L

(2.28)

—inmTx

Logo, chamaremos o coeficiente de eZ- de ¢, e o coeficiente de e~ de c_,. Sabemos
que % = —1, entao
a, b,1 a, b, 1 )
_m, - _In_TPn — b ). 2.29
=5 T332 "3 gl (2:29)
Agora, iremos escrever o a, e b, em termos de integrais de f(x) usando as defini¢oes dos

coeficientes de Fourier em (2.2.1). Dal,

Cp = 21L (/_LL f(z) cos <nzx> dr —1i _LL f(z)sen (T) d:c)

(2.30)
3 1 o () e ()
=37/, z)|cos| isen | — x.
Utilizando a féormula de Euler, temos
L —INTT
cn:/ flz)e T dz, (2.31)
-L

com n inteiro.



46 Capitulo 2. séries de Fourier

—inmTT

Observacao 2.4.1. Note que, os termos e'Z e e" L sdo complexos conjugados. Ao
trabalharmos com os coeficientes c¢,,, na série de Fourier complexa, estamos considerando
ambos os termos. Os coeficientes c¢_, para os termos negativos de n sdo o conjugado
complexo dos coeficientes ¢, para os termos positivos de n. Assim, as contas para os ¢_,

sao analogas as contas para os ¢,.

Portanto, mostramos que, se f : R — R for periédica de periodo 2L, integravel e

absolutamente integravel, entao a série de Fourier de f podera ser escrita na forma

S e, (2.32)

n=—oo

onde ¢, é dado pela expressao (2.31), paran =0,+1,£2, ...

Na série de Fourier , conforme definida em (2.16), os coeficientes a,, e b, representam
as amplitudes dos termos de cosseno e seno, respectivamente. Esses coeficientes estao
diretamente relacionados a contribuicao de cada frequéncia na funcao peridédica. Em con-
traste, na forma complexa da série de Fourier , dada em (2.32), o nimero inteiro n e o
termo 7 definem a frequéncia fundamental. A exponencial complexa et representa cada
componente de frequéncia especifica da funcao f(z). Analisando a série de Fourier dessa
maneira, podemos identificar diretamente as diferentes frequéncias presentes em f(z), e
cada coeficiente ¢,, especifica a contribuicao da frequéncia associada a et Enquanto a
forma trigonométrica pode requerer dois termos (cosseno e seno) para cada frequéncia,
a forma complexa usa uma tunica exponencial complexa para representar cada compo-
nente de frequéncia. Isso resulta em uma representacao mais curta e direta, reduzindo a

redundancia nas expressoes.
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3 A Transformada de Fourier

Neste capitulo, abordaremos a motivagao para a Transformada de Fourier, que surge como
uma extensao das séries de Fourier, e examinaremos sua definicdo formal. Além disso,
definiremos as propriedades importantes da Transformada de Fourier, o espaco de fungoes

de decrescimento rapido e discutiremos as propriedades da Transformada.

3.1 Motivacao da Transformada de Fourier

A descoberta inicial da série de Fourier para fungoes periddicas revelou a capacidade de
representar funcoes complexas como somas infinitas de senos e cossenos. No entanto, a
medida que o estudo avancava, percebeu-se a necessidade de estender essa teoria para
abranger fungoes nao periddicas, que nao se repetem regularmente ao longo do tempo ou
do espaco. Essa necessidade motivou o desenvolvimento da Transformada de Fourier, for-
malizada por Joseph Fourier. Posteriormente, matematicos como Cauchy e Poisson apro-
fundaram a teoria, e Pierre-Simon Laplace também contribuiu com métodos relacionados.
No entanto, foi Fourier quem estabeleceu as bases da Transformada em seu memorando
de 1811. Para uma andlise detalhada das contribuicoes histéricas e do desenvolvimento
da Transformada de Fourier, consulte Gonzales-Velascol®, A seguir, exploraremos a tran-
sicao da série de Fourier para a Transformada de Fourier, destacando como essa evolugao

¢ formalizada através da formulacao complexa das séries de Fourier.

Passagem da série de Fourier para a Transformada de Fourier:
Inicialmente, iremos considerar f : R — R, uma funcao periédica de periodo 2L, integra-

vel e absolutamente integravel no intervalo [—L, L]. Utilizamos a formulagao complexa

da série de Fourier para representar f. Denotamos h = 7, &, = 7~ com n € Z e substi-

tuiremos na formulacao complexa. Dai, teremos

fz) ~ i Cne’n?, (3.1)

n=—oo

onde

L )
= oF [L fx)e ™" dg. (3.2)
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Agora, substituiremos (3.2) em (3.1). Dali,

f@)~ Y (;L /_LL f(x)e—iﬁnffdx> ¢int.

n=—oo

Fazendo algumas manipulacoes algébricas, teremos

flz) ~ ZI(Q;/ @JM>%”

1 A
— lgnm d i€nx
G A

Note que i = Jor " \/% e sabemos que h = 7. Entao,

1 L —iénx €nx
\/ﬁ Z (m/_Lf(x)e & dm)ef” .
Chamaremos
z)e " dy, para n € Z.

(&) == [ I

Logo, obtemos

fla) ~ \/— n;m he(€a)e'™™.

A ideia é considerar o que acontece com a série de Fourier complexa quando o periodo da
fungao periddica se torna infinitamente grande. Isso implica em uma fung¢ao f(x) que nao
¢ mais restrita a um intervalo finito e, teoricamente, se estende por toda a reta. Como
h = 7, a medida que L — oo, h = 7 — 0. Logo, quando h se aproxima de zero, a série

de Fourier complexa se aproxima da integral

@)~ = [ e)eede 33
Onde ¢() é

c(€) Ye . (3.4)

1 e
= — x
s [w f<
As equagoes (3.4) e (3.3) motivam a defini¢do da Transformada de Fourier e de sua inversa,

respectivamente, como veremos a seguir

3.2 Definicao da Transformada de Fourier

Definicao 3.2.1. Dada uma funcao f : R — C, definimos sua Transformada de Fourier

F () pela expressao
FIf€) = —7=| e f(x)dur. (3.5)
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Para ilustrar esta definicdo, considere o exemplo a seguir que nos ajudara a compre-

ender o processo de calculo da Transformada de Fourier de uma funcao
Exemplo 3.2.1. Dado a > 0, consideramos a funcao pulso definida por

1 ,selz|<a
Uq(z) =
0 ,selz|>a

Figura 10 — Gréfico da fun¢ao pulso

L Fungao Pulso us(x) coma >0

—_—x)
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0.2 1

0.0 4

T T
—a ] a
x

Fonte: autora propria

Calculemos a Transformada de Fourier de u, ().

Solugao. Para calcular a Transformada de Fourier de u,(x), usaremos (3.5). Como u,(z)
é 1 para |z| < a e 0 caso contrario, podemos restringir a integral para x € [—a, a]. Dal,
1 a
= — e .
vV 21 J—a
Para resolver essa integral, utilizaremos o método da substituicao e teremos

e L e “
f@—ml—@ft

B 1 <e—i£a B ei{a) B 1 (e—ifa o €i§a>
V2 \—iE —ig)  Vom —i€
N

~v T )

Agora, podemos aplicar a identidade de Euler ¢ = cos(f) + isen(f) para simplificar a

7 (£)

expressao acima. Assim,
\/12_7T . _1@§ - (cos(€a) — isen(€a) — (cos(a) + isen(€a)))
1 1 , 1 =20 sen(£a)
N (—2isen(éa)) = NoT: i
1
V2r

~2sen(&a)
e
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Portanto, a Transformada de Fourier de u,(z) é:

SORES =

E importante observar que a integral em (3.5) deve ser interpretada como um limite
a medida que M e N tendem ao infinito, ou seja, como

/OO e % f(z) der = lim N e % f(2) du, (3.6)

— 50 M,N—o0 J—M
garantindo, assim, a sua convergéncia. KEssa abordagem é importante quando lidamos
com integrais impréprias, para evitar resultados, como o exemplo a seguir

00 N
/ r dr = lim x dx =0, (3.7)

50 N—oo J-N

onde, a integral imprépria (3.7) ndo existe. Agora, uma pergunta importante surge: quais
sao as condicoes que uma fungao f precisa satisfazer para que a integral na equacao (3.6)
esteja bem definida, ou seja, para que ela tenha uma solucao finita para qualquer valor
de £7 Para responder a essa questao, é necessario identificar uma classe especifica de
fungoes que garantem a existéncia da integral. Quando dizemos que a equagao (3.5) esté
bem definida, isso significa que, para cada valor de &, a integral deve convergir para um

numero real.

Podemos dizer que uma funcao f : R — R pertence a essa classe de func¢oes adequadas

se atender aos seguintes critérios:

I f deve ser seccionalmente continua em cada intervalo finito [—M, NJ;

IT A funcao f deve ser absolutamente integravel no dominio real, ou seja, a integral

| 1f@)da

precisa ser finita.

Observe que a condigao (I) exige que a fungao f(z) seja seccionalmente continua em cada
intervalo [— M, N]. Isso significa que f(x) pode ter um ntimero finito de descontinuidades,
conforme a definigao (1.1.3). Em particular, em cada intervalo limitado [—M, N|, f(x)
é integravel. Agora, a funcdao e~%% tem moédulo constante |e%*| = 1 para todo £ e x, o
que implica que a integrabilidade de e~** f(x) em [—M, N| depende exclusivamente da
integrabilidade de f(x) nesse intervalo. Como f(x) é seccionalmente continua, ela é inte-
gravel em [—M, N]. Portanto, o produto e~%% f(z) também é integravel nesse intervalo,
garantindo que a integral no intervalo [—M, N] é bem definida. Embora e~%* varie com

r, essa variacido ndo afeta a integrabilidade de f(z), pois 0 médulo de e~%® ¢ constante.
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A condicao (II) implica que o limite em (3.7) exista. De fato, note que, dado um € > 0,

sabemos que existe um K > 0 tal que:
/ £ ()| do < e. (3.8)
|lz|>K

que significa que, fora do intervalo [— K, K], a integral de |f(x)| é pequena, menor que e.

Usando a desigualdade para integrais, podemos estimar essa integral da seguinte forma

/|33>K e 0 f(x) da| < /$|>K ‘e’i&f(a:)’ dx. (3.9)

Como |e~%%| = 1, temos que

/ e % f(z) do
|z|>K

Por nossa escolha de K, sabemos que a integral a direita é menor que €. Logo,

/x|>K e % f(z) do

Defini¢ao 3.2.2. Uma classe mais geral de fungbes f para as quais (3.5) esteja bem

< /lM ()] da. (3.10)

<e. (3.11)

definida é o conjunto das fungoes que satisfazem as condig¢oes especificadas na Defini¢ao
1.1.9 . Cada fungao do espaco ¢ uma fungao .Z*. Isso requer que f e | f| sejam integraveis,
em cada intervalo [—M, N| e que existam os limites
. N . N
M,IJ{TIEOO o f(x)dz e M}J{ffgm o |f(z)] dx. (3.12)
Note que, se f for seccionalmente continua em cada intervalo [—M, N| e se o segundo

limite em (3.12) existir, a funcio serd .£*.

Embora f pertenca ao espaco £}, ndo necessariamente a sua Transformada de Fourier
Z(€) também pertence a . Isso acontece porque a propriedade de integrabilidade de
uma fungdo f(x) ndo se transfere automaticamente para sua Transformada de Fourier,
pois ela nao necessariamente decai rapido o suficiente para ser integravel. O comporta-
mento de % (§) depende da regularidade ¢ do decaimento da fungdo f(z). Por exemplo,
se f(x) tiver uma descontinuidade, isso implica que .#(£) nao decai rapidamente, o que
pode impedir que seja integravel. Dessa forma, nosso objetivo agora é estudar a Transfor-
mada de Fourier em um subconjunto das funcoes £, o Espaco de Decrescimento Rapido,

conhecido como Espacgo de Schwartz, denotado por . definido a seguir.

3.3 Espaco de Schwartz (.%)

Definig¢ao 3.3.1. Uma funcao f : R — C é de decrescimento rapido se ela for infinita-
mente diferencidvel e se

lim 2™D"f(x) =0 (3.13)

|x|—o00
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para todos m e n inteiros > 0. O espago de descrescimento rapido é designado por .&
e conhecido como espago de Schwartz, devido a uma homenagem ao matemético Lau-
rent Schwartz. Esta designacao ¢ uma homenagem ao matematico Laurent Schwartz,
que desenvolveu a teoria das distribui¢oes e contribuiu significativamente para a analise

funcional.

Para ilustrar essa definicdo, consideremos um exemplo classico de uma fungao que

pertence ao espago ..
Exemplo 3.3.1. A funcio f(z) = e €.7.

Solugao. Para mostrar que f é de decrescimento rapido, precisamos verificar se ela sa-
tisfaz a definigdo. Primeiro, vamos calcular a derivada de f(z). Note que, a primeira
derivada é dada por

Flz) = —2ze™™.

Analogamente a segunda derivada é dada por
(z) = (=2 + 45%)e ™.

De forma geral, as derivadas sucessivas de f(z) terdo a forma

D" f(x) = pu(w)e™
onde p,(z) é um polindémio em x. Agora, precisamos verificar o comportamento do termo

™ D™ f(x) quando |x| — oo. Isso significa analisar
gD f(x) = 2" pp(x)e .

Como p,(z) é um polindémio, o termo x™p, () serd uma soma de termos do tipo z*, onde
, . . ~ . _ 2 . . .

k é um inteiro nao negativo. No entanto, o termo e™®" decresce muito mais rapidamente

do que qualquer poténcia de x cresce. Portanto, & medida que |z| tende ao infinito

lim 2™p,(z)e™® = 0.
|z|—o00

Portanto, como o limite é zero para qualquer m > 0 e n > 0, podemos concluir que

flz) = e~** pertence ao espaco das funcoes de decrescimento rapido ..

Essa definicdo descreve fungbes que, a medida que nos afastamos da origem, quando
o valor absoluto de x tende ao infinito, elas nao s6 tendem a zero, mas fazem isso de
forma extremamente rapida, independentemente de como vocé manipula a funcao ou

suas derivadas.
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Lema 3.3.1. A condigao (3.13) é equivalente a dizer que, dados m,n > 0 inteiros, existe

uma constante M (m,n), dependente de m e n, tal que
|z™D" f(x)| < M(m,n), para todo . (3.14)

Para mostrar que (3.14) implica em (3.13), iremos assumir que a condigao (3.14) é ver-

dadeira. Tomaremos m e n fixos e multiplicaremos ambos os lados de (3.14) por ﬁ,

obtemos
e D" f(@)| _ M(m,n)
|| I
A medida que |z| — oo, M(";"”) — 0. Portanto, temos:
mDn
D)

Logo,
lim 2™D"f(x) =0

|z|—o00
o que mostra que a condicao (3.13) é satisfeita. A reciproca, (3.13) implicando em (3.14),
também é valida. Para ver isto, note que para qualquer m e n, a condigao (3.13) significa

que existe um valor K > 0 tal que, para |z| > K. Dai, temos
[z D" f(x)| <,

para qualquer € > 0. Especificamente, podemos escolher ¢ = M, onde M é uma constante

que podemos determinar. Entao,
2" D" f(x)] < M,

para todo x. Portanto, (3.14) é satisfeita, demosntrando que as duas condigoes sdo equi-

valentes.

A seguir, vejamos algumas notaveis propriedades do Espaco de Func¢oes de Decresci-

mento Rapido.

Proposicao 3.3.1. Se f : R — C estiver em ., entdao D"f e x"f para quaisquer

n,m > 0 inteiros, estao também em .. Consequentemente, £ D" f estd em 7.

Demonstracdo. Iremos assumir que f € .. Para cada inteiro m,n > 0, arbitrario,

chamaremos g(z) = 2™ D" f(x). Queremos mostrar que g € .%.

Primeiro observemos que f(z) é infinitamente diferencidvel, entao que D™ f(z) também
é, e segue que o produto de duas funcoes infinitamente diferenciavel ™ e D™ f o é.
Precisamos mostrar a existéncia do supremo de |z? D¥g(z)|, para todo p,k > 0 inteiros.

Facamos o calculo da primeira derivada

D(g(x)) = ma™ D" f(z) + 2™ D" f(2).
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Temos que a segunda derivada fica
D?g(z) = m(m — )™ 2D" f(z) + ma™ D" f(z)
+ma™ D" f(2) + 2™ D" f (2).

Se prosseguirmos com tal processo, podemos verificar que todas as parcelas da derivada

k-ésima de g(x) obtidas sdo da forma
c(m)x' D7 f(z)

comi=1,2,...mej=mn,., kec(m) constante real positiva ndo nula dependendo de m.
Como f € ., entao para todo inteiro m,n > 0, existe um real M > 0, dependendo de

m,n, em que |z D" f| < M, o que implica que

o fazendo M =i,en =0, |z'| < M;,

o fazendom =0en=j, |D’f(z)] < M;.

Portanto, cada parcela da derivada de g(x) sera limitada, pois
le(m)a' D f ()| < e(m)]a’| - |D? f(x)] < e(m)M;M;

e por consequéncia, toda k-ésima derivada de g(x) é limitada, ou seja, existe M € R, tal
que |D¥g(x)| < My, para todo inteiro k > 0. Disso, segue que para todo inteiro positivo,

existem M, N > 0 reais, tais que
" D*g(x)| = |2”| - |[D*g(x)| < N - M.

O que nos da,
sup |2¥ D¥g()| < oo, (3.15)

E pela equivaléncia mostrada no Lema 3.3.1 e por (3.15), temos que a fungao g(x) €
. O

Essa proposigdo afirma que se uma fungao f(z) pertence ao espago %, entdo suas
derivadas de qualquer ordem e as funcgoes resultantes da multiplicacao por polinémios
também pertencem a .. Intuitivamente, podemos entender que se uma fungao f(z) é de
decrescimento rapido, isso implica que suas derivadas de ordem superior também decaem
rapidamente & medida que |z| tende ao infinito. Além disso, quando multiplicamos uma
fungao f(x) por um polindémio, ainda podemos garantir que o resultado seja uma fungao

de decrescimento rapido.

Proposicao 3.3.2. Toda funcio de decrescimento rdpido f : R — C é uma funcio £*.
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Demonstragio. Note que, em qualquer intervalo finito, [—M, N] a fungao f é continua e,
portanto, limitada. Sendo limitada, f também é integravel nesse intervalo. Isso significa
que a integral de |f(x)| sobre qualquer intervalo finito é finita. Para mostrar que a integral
improépria de f converge, iremos examinar o comportamento de f conforme |z| tende a
infinito. Para isto, usaremos a Definicao 3.3.1. Dai, temos que para qualquer n,m > 0
existe uma constante M (m,n) para todo z. Consideramos n = 0 e m = 2 em (3.14),

temos que
|2*f ()] < M(2,0).

Usando (3.14), faremos uma estimativa da integral imprépria de |f(z)|. Para isto, divi-
diremos a integral em duas partes: uma sobre o intervalo finito [—1, 1] e outra sobre os

intervalos (—oo, —1] e [1,00), ou seja,

/_O:O |f(x)|dz = /_11 |f(z)|dz + |f(2)|da.

|lz[>1

(i) Estimativa da Integral para |z| > 1: Para |z| > 1 usamos a condigao (3.14) e com
algumas manipulagoes algébricas teremos |f(z)] < M(2,0)|z|~2. Aplicando integral de

|f(z)| para |z| > 1, teremos a seguinte estimativa

/|x21 |f(z)|dx < M(2,0)/ 2| ~2dx.

|lz[>1
(i) Calculando a integral de |z|~2%:

o) —1
/ | ~2de = / 2| ~2d +/ | 2de =1+ 1=2.
|z|>1 1 —o0

Logo,
t@>meMMnsmwem>

Agora, iremos combinar as estimativas. Teremos entao,

[ 1@z < [ 1@l + 20(2,0)

Note que, a integral [!,|f(z)|dz é finita porque f é continua e limitada em [—1,1] e o

termo 2M(2,0) é uma constante finita. Portanto,

/°° f ()] de < oo

—00

Isso mostra que f € Z1(R), ou seja, f é integravel em todo R. O]

Proposicao 3.3.3. Se f : R — C for uma funcao de ., entao ™ D" f(x) é uma fungao

£ para todos m,n > 0 inteiros.
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Demonstracao. Note que, a Proposicao 3.3.2 nos diz que se f é uma funcao de decresci-

mento rdpido, entdo f € £, Consequetemente,

Observe ainda que a Proposi¢ao 3.3.1 mostra que os operadores diferenciais D" e a mul-
tiplicagao por polindmios ™ mantém as fungoes dentro do espaco ., ou seja, se f € .7,
entdao 2™ D" f(x) € .. Como x™D"f(x) € % é uma fungdo de decrescimento rapido
e sabemos que toda funcao de decrescimento répido estd em !, podemos concluir que
" D" f(z) € £'. Portanto, 2™ D" f(z) € £ ¢ integrével sobre toda a reta real. O

Vejamos agora as propriedades fundamentais que decorrem da definicao formal da

Transformada de Fourier.

3.4 Propriedades da Transformada de Fourier

Proposicao 3.4.1 (Linearidade de .%). Se f e g forem fungoes de .7, entao

F [af + Bg) = aF [f] + 57 [g]. (3.16)

ou seja, a Transformada de uma combinagao linear de func¢oes é a combinacao linear

das transformadas dessas fungoes.

Demonstracao. Para demonstrar a linearidade da Transformada de Fourier, iremos aplicar

a Definicao 3.2.1 a combinacao linear de f e g. Dali, temos que

Flaf + Be)(€) = jz—ﬁ " (at@) + syt e

Agora, usando a linearidade da integral, podemos separar os termos dentro da integral.
Dai,

o0

Flaf + Bal(€) = Vg_ﬂ o [" s san s [7 gty eede]

Reconhecendo as integrais como as transformadas de Fourier de f e g, podemos concluir
que

F laf + B9l (§) = aF [f](§) + BF 9] (£).

Proposicao 3.4.2. Se f : R — C for uma fungao de ., entao
FD"f] = (i&)"Z[f], (3.17)

para todo inteiro n > 1.
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Demonstracio. Para demonstrar, usaremos o método da inducao. Primeiramente, temos

1 oo ,
F|D = Zf'(&) = —/ (x)e %% dz. 3.18

[Df1(€) [11(€) NeT: @ (3.18)
Para analisar a integral (3.18), utilizaremos o método de integracdo por partes e tomare-
mos u = e %% e dv = f'(x)dz, entdo du = —ife‘iﬁxda: e v = f(z). Logo,
L /oo f/(x)efigm dr = L f 7z£x / f Z-éfefiéx) dax
vV 21 J—oco vV 2

1
= lim €T im —1 / —iz dg )
- = [mﬂ Je € — lim_f(x) &) [~ fa

Como f(x) estd em ., entdo o primeiro termo, f(z)e~%*| | é zero. Entdo,

jQ_ﬂ [” P = F[ (—i€) / i >e‘if“”dx}

\/_/ e dy
= (i§)Z[f] (5)-

Portanto,
FDIE) = () F[f1(£). (3.19)
Agora, iremos supor que para n = k, com k > 1, a Proposicao 3.4.2 é valida, ou seja,
FD*£1(€) = (i&)"Z11(¢).
Queremos mostrar que a Proposicao 3.4.2 é valida para k + 1, ou seja,
F D f1(€) = (&)™ Z[f1(€)- (3.20)
Primeiramente, iremos considerar a derivada de ordem k + 1. Dali,
DFL f = D(D*f).
Aplicamos a Transformada de Fourier em ambos dos lados da igualdade,
F D f1(€) = ZID(D*))(E).
Aplicamos (3.19) a funcdo D¥ f. Entao,
F[D(D*1)](€) = (&) Z[D"f](€).
Agora usando a hipétese de indugao em (3.20). Logo,
F[D(D")](€) = i€(i&)" Z[£1(€).

Portanto,
F(DMH1(©) = (&) Z[£1(©),

para todo n > 1. O
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Proposicao 3.4.3. Se f : R — C for uma fungao .#, entdao .Z|[f]| serd infinitamente

derivavel e

D¢ Zf] = Z(—ix)" f(x)]. (3.21)
Demonstragao da proposi¢io (3.4.3). Vamos dividir esta demonstragao em duas partes.

Parte 1: .Z[f] ¢ infinitamente derivavel.

Iremos demonstrar através do método da inducao. Primeiramente, iremos considerar
o caso n = 1. Dal, note que a derivada de ordem 1 da Transformada de Fourier em relagao
a & é dada por
&0 = 1 [ s e (322
d¢ dé\ 27 J-x
Usando o Lema 1.1.1, podemos aplicar a derivacao sob o sinal de integracao desde que
a derivada parcial da funcao seja continua em todos os pontos do seu dominio, haja
convergéncia da integral da funcao, e a integral da derivada parcial da fun¢do convirja

uniformemente. Para isso, definimos primeiramente

h(€ x) = f(x)e . (3.23)

Precisamos considerar a derivada parcial desta funcao em relacao a &, pois estamos inte-
ressados em analisar a Transformada de Fourier de f(z) e suas propriedades de derivagao.

Dai,
d

de

Note que a fungao em (3.23) e sua derivada parcial em (3.24) sdo continuas em todos

(z)e ™" = —ixf(x)e " (3.24)

os pontos de seu dominio, pois a fungdo f(z) é uma fungao da varidvel z e é continua,
enquanto e %? ¢ uma exponencial complexa que é continua em £ e . E o produto de
fungoes continuas é continuo. Como —ix f(x)e~%% é um produto de fungdes continuas em
€ e z, sua derivada parcial em relagao a £ também é continua. Além disso, como f(z) € %
a funcdo (3.23) é integravel para todos os £. Decorre da Proposi¢ao 3.3.2. Agora note

que, a derivada da Transformada de Fourier em relacao a £ é

d _df 1 = x)e %@ g;:L ©d r)e” ") dw
w0 = (e [ )= o [T e 2

Utilizando a derivada parcial calculada (3.24) e substituindo em (3.25), temos
4
dg

Agora precisamos verificar se a tltima integral (3.26) converge uniformemente. Para isso,

FUE) = ¢12_7T [ —iwe () = \/127 i [T we € f)de. (3.26)

—00

precisamos mostrar que z f(z) é integravel . Em outras palavras, precisamos mostrar que

/O:o |z f(x)|dr < oo. (3.27)
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Observe que, se f é uma funcao de descrescimento rapido, entdo |f(z)| decresce mais
rapidamente que qualquer poténcia positiva de z quando |r| — oo. Nesse caso, mesmo
quando multiplicamos por x, a fungdo z f(x) ainda serd integravel, pois o decrescimento
de f(x) compensa o crescimento de x, garantindo que (3.27) é verdade. Isso nos permite
aplicar o Lema 1.1.1 e derivar sob o sinal de integragao em (3.25), o que nos da (3.26) e

consequentemente

= DeZ[f] = F[(—ix) f(2)].

Agora, generalizamos isso para derivadas de ordem n. Assumimos que vale para n = k,

ou seja,
DeZ[f1(€) = Z[(—ix)" f (). (3.28)
Queremos mostrar que vale para n = k + 1, ou seja,
d
D7 (f1(€) = dfg(DE?[f](ﬁ))-

Usando a hipdtese de indugao (3.28), temos

d .
= (=) @)

= jf /_O:O(—ix)kf(x)e_igx dx.

DEFLZL1(6)

Usando o Lema 1.1.1 novamente para derivar sob o sinal de integragao temos

d, . e d
F @) = [

Calculando a derivada parcial de (3.29), temos

[(—iz)* f(2)e "] dx. (3.29)

d - Nk —i€x] d - Nk —i€x - Nk d —i€x
gl (=) (@)™ = qel(=im)* f(@)le™ 4 (i) f(2) Zele™™
= (cin) @l + (cinf f) (o) (330

_ (—ix)k+1f(l‘)€_i€x.
substituindo o resultado de (3.30) na expressao (3.29), teremos
(Tl @) = [ (i) flaye e da

F[(—iz)* T f(2)].

Portanto, temos

D F(§) = F(—ix)" f(x)].
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Proposicao 3.4.4. Se f : R — C for uma fung¢do de ., entao a Transformada de Fourier
Z : R — C sera também de .7.

Demonstracao. Iremos demonstrar utilizando algumas proposicoes vistas neste capitulo.

Note que, pela Proposicao 3.4.2 temos que
"Dy F =M F([(—ix)" f]. (3.31)
Utilizando algumas manipulacoes algébricas, chegamos em

(&)™ F[(—ix)" f]
= (=i -1 )" F[(—ix)"f]
(=)™ (i)™ F[(—ix)" f].

Observe que, aplicando a Proposicao 3.4.3, obtemos

F (=) D™ (—ix)" f] = F[(=iDq)" (—iz)" f].
Note ainda que, pela Proposicao 3.3.3, temos
(—iD)"(—ix)" f = (=)™ D" [2" f]

estd em £ e, consequentemente por defini¢do, o primeiro membro de (3.31) é limitado,

provando que .Z[f] estd em .7 ]

As propriedades ja citadas da Transformada de Fourier, mostram que .% é um operador

linear de . em .. Com isso, duas perguntas sao feitas

(I) # é injetiva? Em outras palavras, se #[f;| = ZF|fs] para duas fungoes f; e fo
em .7, entao é verdade que f; = f»? Pela linearidade de .#, a pergunta pode ser

reformulada como: se . % = 0, entdo é verdade que f = 07
(II) .Z ¢é sobrejetiva? Em outras palavras, dada uma funcdo F'(§) em .7, existird uma
f(z) em .7 tal que F[f] = F?
As respostas para essas perguntas serao respondidas a seguir.
Teorema 3.1. . : . — ./ é um operador linear, injetivo (F[f] = 0 implica f = 0),

sobrejetivo (F () =.7) e F71 =.F, onde

—1

Zlol(s) = @mF [ eg(t)ar

¢ um operador F de ./ em & .
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Demonstracao. Primeiro, sera demonstrada a injetividade do operador: sejam f, fo € .7,
tais que Z[f1](§) = Z[f2](€). Basta aplicar o operador .# na igualdade para obter
de forma direta, que Z[Z[fi]](x) = Z[Z|[f]](x) = fi = fo. Para se demonstrar a
sobrejetividade, devemos tomar G(§) fungao em . (contradominio de .%) arbitrario e
provar que existe g(z) € . (dominio de %) tal que F[g|(§) = g(&). Para isso, basta
tomar g(z) = Z[G](€)(z), ou seja, g(z) = ﬁf:ﬁf e G(€) dE, e, usando esta tltima
igualdade e sabendo que i{x = (—i)¢(—x),

T Lo e (L7 o) gy ds ) d
00 == [ T (S [T as) e
1 +oo
- = / OIFIG)(—a)) d
Usando a integragao por substituicao nesta ultima, fazendo —z = u, dr = —du, e os

limites da integracao imprépria invertidos, obtemos que

N Z[G)(—x)) de = U ZF G (u)) du

w Lo
:\/%/_oo i€l

Temos Z .7 [G]](€) = G(£). Desta forma, mostramos que .7 [g](£) = g(€), e F é operador

sobrejetivo e, portanto, bijetivo. O

vl
(Z[G] () du = FFG))(E)-

Para aplicarmos essas propriedades, é importante considerar dois resultados funda-
mentais: a Transformada Inversa de Fourier e o produto de convolucdo. Embora suas
demonstragoes estejam além do escopo deste trabalho, elas podem ser encontradas em

Figueiredom.

Teorema 3.2. (Férmula da Inversa de Fourier) Seja f : R — C uma fungio de .7, e

seja F (&) sua Transformada de Fourier; entao,

fla) = \/ﬂ/ 7€ F[£](€)de. (3.32)

Definigao 3.4.1. Dadas duas fungoes f e g em ., definimos seu produto de convolucao

pela expressao

(f*g)(x) = /O; flx —y)g(y)dy.

Lema 3.4.1. Se f e g estiverem em ., entao

Flf <ol = Z=Z117la]

A demonstragao do Teorema 3.2 Lema 3.4.1, pode ser encontrada em Figueiredom.
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Com as propriedades da Transformada de Fourier devidamente estabelecidas, estamos
agora prontos para explorar uma de suas aplicacdes. No proximo capitulo, utilizaremos
essas propriedades para resolver a equagao do calor em uma barra infinita, demonstrando
a eficicia da Transformada de Fourier na andlise e solu¢do de problemas em equacoes

diferenciais.
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Analise da Equacao do Calor Usando

a Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier é uma ferramenta importante na resolugdo de equagoes di-
ferenciais parciais, especialmente em dominios infinitos. Um exemplo de sua aplicacao é
na equacao do calor, que modela a evolucao da temperatura em uma barra infinita ao
longo do tempo. Ao aplicar a Transformada de Fourier, a equacao diferencial parcial é
convertida em uma equacgao diferencial ordinaria, o que simplifica o processo de resolucao,
ja que trabalhar com uma equagao ordindria ¢, em geral, mais direto devido a reducao
no nimero de variaveis. Esse método é 1til para determinar a evolugao da temperatura
ao longo da barra, dada uma condigao inicial. Dessa forma, obtemos uma solucao candi-
data que descreve a propagacao do calor. Assim, a Transformada de Fourier ndo apenas
simplifica a resolucao do problema, mas também possibilita o retorno ao dominio original
por meio da Transformada Inversa de Fourier. Neste capitulo, apresentaremos o processo
detalhado de uso da Transformada de Fourier para resolver a equagao do calor em uma

barra infinita.

Iremos considerar uma barra infinita feita de material uniforme. Suponha que, inici-
almente, a barra tenha uma distribuicdo de temperatura nao uniforme, concentrada em
uma regiao especifica. Como a barra ¢é infinita, ndao ha limita¢des nas extremidades para
a dissipacgao de calor, resultando em uma propagacao continua da temperatura ao longo

de toda a barra.

O problema de conducao de calor em uma barra infinita consiste em determinar uma

fungao u : R x [0, 00) — R que satisfaca a equagao do calor

u = Kuge, z€R, >0 (4.1)
e a condicao inicial

u(z,0) = f(z), xR (4.2)

Esse é um Problema de Cauchy que refere-se especificamente ao problema de valor ini-
cial para equacgoes diferenciais parciais, onde se determina a solugdo de uma Equacao

Diferencial Parcial com base em uma condicao inicial.
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Iremos assumir que a funcao inicial f pertence ao espaco de func¢oes de decrescimento
rapido ., e que a solucao da equacao do calor exista e também pertenca a . para cada
t > 0 fixado. Com base nessa suposi¢ao, buscamos determinar a forma da solugao. Para
isso, note que, a Transformada de Fourier de uma funcao u(z,t) em relagdo a = é dada
por

U(¢, 1) \/ﬁ / e~y (z, t) da (4.3)

Agora, iremos aplicar a Transformada de Fourier a equagao (4.1). Dai,
Fluy) = F[Kugy). (4.4)

Primeiramente, iremos calcular a Transformada de Fourier de u;. Para isso, comecamos

calculando a derivada em relagao ao tempo em (4.3). Dai,

;U(f,t) m(m/ e~y (1) da ) (4.5)

Agora, vamos analisar a integral em (4.5). Notemos que como u(z,t) é de rapido decres-
cimento, temos que e~“Sy(x,t) também serd, assim como |e~u(z,t)|, logo a integral
improépria estd bem definida, ou seja, converge. Além disso, como e~ u(x,t) é de rédpido

decrescimento, temos que, pela Propisigao (3.3.1), sua derivada também serd. Notemos

agora que dado £ > 0, existe y(g) > 0, tal que
< / | Kty (x,t)|dr < e,
lz|>y(e)

/ e~y (x, t)dr
lz|>y(e)
(4.6)

onde a ultima desigualdade vem do fato que u,,(z,t) é de rapido decrescimento rapido e,

/ e Ky (2, t)da
|z|>y(e)

consequentemente, pertence a .Z! conforme a Proposigao (3.3.2). Logo, a Transformada
de Fourier em relagdo a wu; converge uniformemente. Assim, podemos utilizar a Lema

1.1.1 e derivar sob o sinal de integracao. Entao,,

(5 t) = 217r /OO e mg(‘M(a:z,ﬂ dz. (4.7)

Reescrevendo (4.7) em notagao de Transformada de Fourier, temos que

| Ou(z,1) 0 0
7| 250 = S Fute ] = guien. (49
Logo,
Flu) = SU(E0) = Ufe.1) (49)

Agora, iremos calcular calcular a Transformada de Fourier de Ku,,. Para isso, usaremos

a Proposicao 3.4.2. Dal,

Kz = K - (~€)Flulx, 1)) = ~KEU(E,1). (4.10)
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Substuindo (4.9) e (4.10) em (4.4), teremos
Ui(&,1) = —KEU (). (4.11)

Observe que, (4.11) é uma Equacao Diferecial Ordinéria linear de primeira ordem em ¢
para cada valor fixo de £&. Podemos resolver essa EDO utilizando o método de separagao

de variaveis. Dali,

1 8U(§7 t) 2
. = —K¢. 4.12
Uen ot § (4.12)
Integramos ambos os lados em relagao a t. Temos que,
1 oU (1) 9 9
. = —K 1 = —K 4.1
/Uw) S dt= [ —Kedt — W|U(gh)| = —Kt+ 0, (413)

onde C) é a constante de integracdo. Iremos resolver (4.13) para U(&,t). Para isso,

aplicamos a exponencial em ambos os lados da igualdade. Dai,

e U _ —KEt+C1 _ C1 | —hE%t (4.14)
Chamaremos e“t = C(€) e obtemos
U(&.t) = C(&)e ™, (4.15)

onde C'(§) é uma constante de integracao que depende de & e (4.15) é a solugao da EDO
(4.11). Para determinar C(&), usamos a condigdo inicial definida em (4.2). Aplicando a

Transformada de Fourier a condicdo inicial, obtemos

U(£,0) = ;ﬂ | e gy an (4.16)

Agora perceba que U(&,0) é a Transformada de Fourier da fungéo inicial f(x), que deno-

tamos por .7 (§). Logo, temos
U(,0) = Z(8). (4.17)

Dessa forma, concluimos que C(§) = .Z|[f](£). Assim, a solugao para U(&,t) é, entdo
Ule.t) = ZIF(Ee . (4.18)

Observacao 4.0.1. Para avancarmos na analise, ¢ importante observar que o termo

e Ke% corresponde a Transformada de Fourier de uma fungdo gaussiana. Assim, temos a
relacao
1 ac2 2
F e i = e K& 4.19
e © (1.19)

Para verificar que (4.19) é verdade, iremos calcular a Transformada de Fourier da fungao

fornecida. Note que,

flz) = eIKT . (4.20)
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Substituindo (4.20) em (3.5), teremos

FLf (@))€

22 1 oo .2
—ix€ T —ix€
e4Kte der = 7/ eaKT " d. (4.21)
T Ver / V2K 2m(2Kt) /oo
Simplificando o expoente, obtemos

1“2

1
o — it = —R(x + 4iKtEx). (4.22)

Observe que, completando o quadrado na expressao em (4.22), podemos reescrevé-la da

seguinte forma

—4;((3; +4iKter) = — ;{ (@ + 2iKt€)* — (2iKt6)?]
=~ (@ + 2iKt€)* + AK€
 (z+ 2Kt AKPE?

T 4Kt 4Kt
. 2
_ (= +42[@(l§tf) ~ K.

Substitindo na integral em (4.21), temos

x 1Kt 2 1 9 o0 T Kt 2
Flf@)(©) = [T et e gy ke [T R gy
\/m 277(2Kt) —o0

(4.23)

Agora, observe que se chamarmos u = = + 2i Kt e du = dz, entao

1 00 .2
F[f(2)](€) = 76—1(5%/ e 1Kt du. (4.24)
27 (2Kt) —o0

A integral em (4.24) é uma gaussiana, cujo resultado é

[ee] u2
/ e 1xt du = V4 Ktr.

—0o0

Dai, substituindo em (4.23), obtemos

FU@IE) = 27?(2Kt)6K52t NVAKtr = e K€,

O que mostra que (4.19) é verdade.

Em particular, utilizamos a relagdo em (4.19) e substituiremos em (4.18). Dai, temos

U(E0) = FUOF | o] )

Como U(&,t) = Z (u(x,t)), temos

F(ule,t) = IO F [ ] (©. (4.25)
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Entao, podemos utilizar o Lema 3.4.1 em (4.27). Assim,

_ 1 L
F(u(x,t)) = \/ﬁfﬁzl 5707 f} . (4.26)

Agora, queremos encontrar u(x,t). Para isso, note que como u(z,t) € % e U(&,t) a
sua Transformada de Fourier, podemos aplicar o Teorema 3.2 e utilizar a Transformada

Inversa de Fourier em (4.26). Dal,

1 1 =2
u(z,t) = ez [e AKT % f(x)] : (4.27)

E aplicando a defini¢ao de convolugao 3.4.1 em (4.27), temos

1 o —(z—y)%4Kt
(e 1) = s /_ TR () dy, (4.28)

Portanto, a expressao (4.28) representa a candidata a solugao procurada para u(z,t).
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Conclusao

Neste trabalho, analisamos a Transformada de Fourier como uma ferramenta para a so-
lugdo de equacgoes diferenciais parciais, com énfase na equacao do calor em uma barra
infinita. A partir de sua motivagao histérica e desenvolvimento tedrico, evidenciamos
suas propriedades fundamentais, como linearidade e a relagao com operagoes diferenciais.
Destacamos a importancia das fun¢oes de decrescimento rapido do espago de Schwartz,
visto que a Transformada de Fourier pode mapear uma funcao de um espaco em um
espaco distinto, porém percebemos que se a fungao pertence ao espaco de Schwartz, a
Transformada de Fourier é um operador linear, e assim, nesse espago temos a garantia
da aplicabilidade da transformada e muitas propriedades e resultados importantes para
o estudo da Transformada de Fourier e suas aplicagoes. Por fim, dedicamos uma parte
do trabalho para comentar sobre a Transformada Inversa de Fourier, a qual possibili-
tou a recuperacao das solugoes no dominio original da funcao, evidenciando a eficacia
da transformada em estabelecer conexoes significativas entre diferentes representagoes de
fungoes. Portanto, concluimos que a Transformada de Fourier ndo apenas proporciona
uma estrutura tedrica solida, mas também se destaca como uma metodologia importante

na resolucao de problemas matematicos.
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