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RESUMO

Um dos grandes desafios do engenheiro civil em projetos de estruturas de concreto armado, ¢
elaborar um modelo estrutural adequado para a estimar os esforcos solicitantes atuantes e,
com isso, ter condi¢des de prever o comportamento da estrutura e dimensiond-la para
suportar os seus esforcos. Em lajes de concreto armado, por exemplo, existem métodos
analiticos que podem ser utilizados. Porém, quando se tratam de lajes com geometrias mais
gerais, hd uma dificuldade de obtengdo dos esforgos solicitantes de forma precisa. O mesmo
se aplica a solugdes que levam em consideracdo o comportamento integrado entre as lajes de
um pavimento. Neste trabalho, optou-se pela implementagdo em python de um elemento de
placa utilizado para modelar placas finas baseado na teoria de Kirchhoff que se ajustasse a
essa diversidade de geometrias. Com isso, foi implementado um elemento inicialmente
aplicado em malhas de elementos retangulares. O elemento foi adaptado para ser usado em
malhas de elementos retangulares distorcidos, porém foi verificado que, nesse caso,
apresenta uma convergéncia pior dos resultados com o refinamento da malha. No entanto,
mesmo com essa adaptacdo, o elemento obteve um 6timo desempenho na obtengdo dos
deslocamentos e esforcos solicitantes em lajes analisadas separadamente. Além disso, foi
estudado, ainda, o desempenho do elemento em pavimentos de edificacdes, em que a anélise
¢ feita de maneira conjunta. Nesse caso, partiu-se de problemas cujos esforcos internos ja
haviam sido estimados pelo método das tabelas e utilizou-se esses resultados como referéncia
das andlises por elementos finitos. Sendo assim, observou-se que os esforcos internos e
deslocamentos obtidos apresentaram resultados razoaveis, se aproximando dos resultados da
literatura, evidenciando-se a viabilidade da ferramenta criada.

PALAVRAS-CHAVE: elementos finitos; placas finas; teoria de Kirchhoff; python; lajes de
concreto armado.



ABSTRACT

One of the major challenges in civil engineering in reinforced concrete structure projects is to
develop a structural model that is suitable for estimating the required forces and, therefore,
being able to predict the behavior of the structure and dimension it to withstand these forces.
In reinforced concrete plans, for example, there are analytical methods that can be used.
However, when dealing with slabs with more general geometries, it is difficult to obtain the
required forces more accurately. The same applies to solutions that take into account the
integrated behavior between the slabs of a floor. In this work, we chose to implement in
Python a plate element used to model thin plates based on Kirchhoff's theory that was
suitable for this diversity of geometries. Therefore, an element was implemented that was
initially applied to rectangular element meshes. Thus, the element was adapted to be used in
distorted rectangular element meshes, and it was found that it did not present convergence of
displacements to the analytical reference values. Furthermore, regarding the convergence of
internal forces, these behaved in a disturbed manner and, in some cases, did not show clear
signs of convergence. However, even with the adaptation for distorted elements, the element
obtained an excellent performance in obtaining the forces requested in rectangular slabs
observed separately. In addition, the element's performance was also trained on building
floors, in which the analysis is performed jointly. In this case, we started from problems of
internal forces already done estimated by the table method and used these results as a
reference for the finite element analyses. Thus, we demonstrated that some internal and
internal forces obtained were close to the predefined values, while others considered very
discrepant values.

KEYWORDS: finite elements; thin plates; Kirchhoff theory; python; reinforced concrete
slabs.
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1 INTRODUCAO

Uma fase importante nos projetos de lajes macicas de concreto armado ¢ a estimativa
dos esforcos solicitantes. Sendo assim, ¢ necessario aplicar um modelo adequado que se
simule as condi¢des de contorno do problema real, gerando um quadro de andlises detalhadas
e, especialmente, que tenha adaptabilidade as diversas geometrias provenientes de projetos de
arquitetura arrojados. Essa fase é muito importante para a tomada de decisao do engenheiro,
uma vez que serve de referéncia para um dimensionamento mais otimizado do elemento

estrutural.

1.1 Objetivos

Nesta se¢do sdo discutidos os objetivos gerais e especificos que fazem parte do escopo do

trabalho.

1.1.1 Objetivo geral

Desenvolvimento de um programa computacional em Python para estudar a magnitude dos
deslocamentos e esforgos internos atuantes em pavimentos de construgdes via método dos

elementos finitos.

1.1.2 Objetivos especificos

e Realizar uma revisdo bibliografica sobre a teoria de flexao de placas finas com énfase
na solu¢do do problema via método dos elementos finitos;

e Implementagao da formulagdo via método dos elementos finitos;

e Andlise grafica dos resultados obtidos usando a ferramenta Paraview;

e Validar o codigo em elementos finitos usando outras solugdes tedricas para o estudo
de lajes.

e Analise de problemas praticos de flexao de placas em construgdes.
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1.2 Justificativa

O método dos elementos finitos aborda uma grande variabilidade de problemas no dia
a dia da engenharia civil. Uma de suas vantagens ¢ a adaptabilidade as diversas geometrias do
dominio de estudo oriundas de projetos de arquitetura. No caso de lajes, por exemplo, essa
metodologia pode ser empregada em lajes com formas irregulares, contendo furos ou
aberturas, contendo ou ndo, variagdes de espessura. E uma ferramenta que auxilia na anélise
detalhada dos esforcos internos, facilitando a realizagdo de projetos. Com o avanco da
computacdo, a utilizagdo do método dos elementos finitos se tornou mais acessivel e
eficiente, permitindo a realizagdo de analises complexas em um tempo curto, facilitando a

tomada de decisoes.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste topico, ¢ apresentado o referencial tedrico e conceitos que embasam o elemento finito

implementado neste trabalho.

2.1 Breve introducio sobre a teoria da elasticidade

A teoria da elasticidade envolve o estudo de como os materiais se deformam e retornam a sua
forma original quando submetidos a a¢do de forgas, sendo importante para compreender seu

comportamento e desempenho.

2.1.1 Estados tridimensional e bidimensional de tensoes

Para estudar o estado tridimensional de tensdo de um material, sera considerado um
pequeno elemento de dimensdes infinitesimais dx, dy € dz com faces paralelas aos planos
coordenados (Aratjo, 2010). Este elemento ¢ orientado ao longo dos eixos coordenados e
retirado de um ponto qualquer do corpo. A representagdo esquematica desse elemento ¢

apresentada na figura (1).

Figura (1): Estado tridimensional de tensdes

dz 1 "
Tyx

Fonte: Araujo, 2010.
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O estado geral de tensdes pode ser representado pelas 9 componentes de tensdes representado

pela matriz do tensor das tensdes apresentada a seguir.

Ox Taxy Tz
o= |Tys Oy Ty (1)
Tex Tzy Oz

Devido a lei de reciprocidade das tensdes de cisalhamento (Aratjo, 2010), as 9

componentes de tensdo sdo reduzidas a apenas 6 componentes. Sendo assim, temos Ty = T

T =T €T, =T, Em palavras, essas relagdes significam que para dois lados opostos

perpendiculares entre si de um elemento ctbico, a magnitude das tensdes de cisalhamento sdo
iguais (Timoshenko, 1951). Essas consideragdes fazem com que a matriz do tensor das

tensoes seja simétrica em relagdo a sua diagonal principal.

O estado bidimensional de tensdes € considerado um caso particular do estado
tridimensional. Segundo Vaz (2011), quando a espessura de um corpo ¢ pequena em relagdo
as outras dimensdes do mesmo, ¢ comum adotar que as tensdes com alguma componente z
sejam nulas. A figura (2) apresenta um elemento infinitesimal bidimensional submetido a

tensOes normais e cisalhantes.

Figura (2): Estado bidimensional de tensdes

__
8]

© dx

Fonte: Logan, 2012.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Csigma_%7Bx%7D%20%26%5Ctau_%7Bxy%7D%20%20%26%5Ctau_%7Bxz%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctau_%7Byx%7D%26%5Csigma_%7By%7D%20%20%26%5Ctau_%7Byz%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctau_%7Bzx%7D%26%5Ctau_%7Bzy%7D%20%20%26%20%5Csigma_%7Bz%7D%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
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Com isso, a matriz do tensor das tensdes apresenta duas componentes normais e duas

componentes de cisalhamento.

Oz  Tgy

7T e oy )

De maneira analoga ao estado tridimensional, vale também a lei de reciprocidade das

tensdes cisalhantes permitindo a equivaléncia das tensdes cisalhantes Ty = T levando a

simetria da matriz.

2.1.2 Condigdes de compatibilidade

Para relacionar deslocamentos e deformagdes, considera-se um elemento com
dimensdes infinitesimais dx, dy e dz como apresentado na figura (3), que apresenta o

comportamento do elemento no plano xy quando sujeito a agdes de forgas externas.

Os deslocamentos de cada ponto do corpo serda medido através das fungdes u, ve w
orientadas no sentido dos eixos coordenados x, y e z. O ponto A, sofre um deslocamento u e
v como representado na figura (3). Sendo assim, ¢ assumido que essas componentes sao
pequenas e que variam de maneira continua ao longo de todo o elemento. Além disso, ¢
assumido que ocorrem apenas pequenas deformagdes analogas as que ocorrem na engenharia

de estruturas (Timoshenko, 1951).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Csigma_%7Bx%7D%20%26%5Ctau_%7Bxy%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctau_%7Byx%7D%26%5Csigma_%7By%7D%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
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Figura (3): Deformacao do elemento

Fonte: Araujo, 2010.

Sendo assim, de acordo com a figura (3), o comprimento da proje¢ao A’B’ na direcao do eixo

x € representado conforme a equacao (3).

ou (3)

~ . . ~ . 0
Na equagdo (3), o comprimento na direcdo de x sofreu um incremento de a—de. Portanto, o

Ju ~ . . . - ,
termo —— ¢ deformagdo unitaria do comprimento na dire¢do de x e ¢ representada pela

equacao (4) a seguir;

_ Ou (4)

T o

De maneira analoga, a deformacdo unitaria do comprimento na direcdo dos eixos y € z sdo

representados pelas equacoes (5) e (6).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=dx'%3D(1%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20u%7D%7B%5Cpartial%20x%7D)dx#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20u%7D%7B%5Cpartial%20x%7D#0
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ov 5
gy:(‘)_y Q)
_ow 6
8z—az (6)

Devido aos deslocamentos, a face AB do elemento ¢ distorcida de um angulo Yy bem
como a face AC do elemento ¢ distorcido de um angulo y , COmMo mostra a figura (3). Sendo

assim, a deformacdo por corte ¢ dada pela distorcdo do elemento e é descrita através da

equagao (7).

~_Ou  0Ov (7)
ey = oy + ox

Analogamente, as distor¢des nas direcdes y e z, sdo representadas pelas equacdes a

seguir:

_Ow Ou ©)
Tex = H + 0z
o o

2.1.3 Modelo constitutivo elastico linear isotropico

Para a maioria dos problemas de engenharia que envolvem modelagem matematica
sdo assumidas premissas e propriedades que simplificam as equagdes, tornando o problema
mais simples de ser solucionado. Em relagdo a estudos envolvendo o comportamento de
materiais estruturais, uma dessas premissas ¢ a de que o material assume um comportamento

linear elastico. Na pratica, os materiais estruturais possuem certa elasticidade.

Isso significa que, ao ser submetido a a¢do de forcas externas ndo excedendo certo
limite, estas produzem uma deformagdo no corpo de tal maneira que ao retirar as cargas

atuantes, o corpo retorna a sua configuracao fisica original (Timoshenko, 1951).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7By%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20v%7D%7B%5Cpartial%20y%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7Bz%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20z%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Bxy%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20u%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20v%7D%7B%5Cpartial%20x%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Bxz%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20u%7D%7B%5Cpartial%20z%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Bzx%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20v%7D%7B%5Cpartial%20z%7D#0
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Segundo Hibbeler (2010), para a maioria dos projetos de engenharia, ¢ assumido que
os materiais desenvolvem pequenas deformacdes. Em muitos casos, isso faz com que o
material trabalhe no regime linear elastico, atendendo aos esfor¢os mecanicos para qual foi

projetado.

Outra premissa a ser considerada ¢ a de que o material ¢ homogéneo, ou seja, o este €
distribuido de maneira continua ao longo da estrutura de modo que um pequeno elemento de
dimensdes infinitesimais tenha as mesmas propriedades fisicas do material como um todo.
Além disso, ¢ assumido que o material € isotropico. Isso significa que as propriedades sdo as

mesmas em todas as dire¢cdes do material (Timoshenko, 1951).

Para Timoshenko (1951), para um material elastico-linear, a relacdo entre tensdo e
deformacdo ¢ estabelecida pela lei de Hooke. Sendo assim, para um elemento cubico
infinitesimal submetido a acdo de tensdes normais uniformemente distribuidas ao longo de
cada uma de suas faces, ¢ possivel mostrar que as componentes de deformagdes em cada

direcdo sdo representadas pelas seguintes equacdes;

1

Ep = E[om —v (o, +0,)] (10)
1
1

e: = gl —v(oz +02)] (12)

O mesmo raciocinio ¢ aplicado as deformagdes associadas ao cisalhamento.

Try Txz Tyz

ey = el ;%Z B ? ; Ty = ? (13)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7BE%7D%5Cleft%5B%20%5Csigma_%7Bx%7D-v%5Cleft(%20%5Csigma_%7By%7D%2B%5Csigma_%7Bz%7D%20%5Cright)%20%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7By%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7BE%7D%5Cleft%5B%20%5Csigma_%7By%7D-v%5Cleft(%20%5Csigma_%7Bx%7D%2B%5Csigma_%7Bz%7D%20%5Cright)%20%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon_%7Bz%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7BE%7D%5Cleft%5B%20%5Csigma_%7Bz%7D-v%5Cleft(%20%5Csigma_%7Bx%7D%2B%5Csigma_%7Bz%7D%20%5Cright)%20%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Bxy%7D%3D%5Cfrac%7B%5Ctau_%7Bxy%7D%7D%7BG%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Bxz%7D%3D%5Cfrac%7B%5Ctau_%7Bxz%7D%7D%7BG%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cgamma_%7Byz%7D%3D%5Cfrac%7B%5Ctau_%7Byz%7D%7D%7BG%7D#0
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E

G:2(1+v) (14)

Para o estado plano de tensdo, T =T = 0 (Logan, 1976). Consequentemente, pela
equagao (13), Y, =Y, = 0. Além disso, segundo Vaz (2011), para o estado plano de

tensdes considera-se o = 0. Sendo assim, organizando matricialmente as equacdes (10),

(11) e (13), obtém-se:

Ey = E —U 1 0 Oy (153)
Yay 0 0 2(1+4+wv) Tuy
Ou ainda
e= Do

(15b)

Em que D ¢ a matriz de elasticidade que representa o estado plano de tensdo, E € o
modulo de elasticidade longitudinal do material e v € o coeficiente de Poisson. Usando a lei
de Hooke nas equagdes (10), (11) e (13), e assumindo as condi¢cdes do estado plano de

tensoes com o = 0, podemos escrever as tensdes da seguinte maneira;

E 16
Ox_m(5x+1}5y) ( )
E
Oy = 1— 02 (ey + ves) (17)
E
Ty =

2(1—v) ™ (18)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=G%3D%5Cfrac%7BE%7D%7B2%5Cleft(%201%2Bv%20%5Cright)%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvarepsilon_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cgamma_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cfrac%7B1%7D%7BE%7D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%201%20%26-v%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%20-v%20%261%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%260%20%20%262%5Cleft(%201%2Bv%20%5Cright)%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Csigma_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Csigma_%7By%7D%5C%5C%5C%5C%20%5Ctau_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon%3DD%5Csigma#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma_%7Bx%7D%3D%5Cfrac%7BE%7D%7B1-v%5E2%7D%5Cleft(%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%2Bv%5Cvarepsilon_%7By%7D%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma_%7By%7D%3D%5Cfrac%7BE%7D%7B1-v%5E2%7D%5Cleft(%20%5Cvarepsilon_%7By%7D%2Bv%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctau_%7Bxy%7D%3D%5Cfrac%7BE%7D%7B2%5Cleft(%201-v%20%5Cright)%7D%5Cgamma_%7Bxy%7D#0
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Organizando matricialmente, obtém-se:

o E 1 v 0 Er
N v 1 0 Ey (192)
(1—?) L
Tay 00 = Yoy
Ou podemos escrever ainda;
oc=D'e=Ce (19b)

Em que C ¢ a matriz constitutiva para o estado plano de tensao.

2.2 Teoria classica de placas finas de Kirchhoff

Este topico discorre sobre a teoria basica de placas finas envolvendo a teoria de
Kirchhoff.

2.2.1 Fundamentos da teoria

A primeira teoria completa para o problema de flexdo de placas foi formulada por
Gustav R. Kirchhoff (1824 — 1887). Baseando-se nas hipoteses de Bernoulli para vigas,
fazendo com que todas as condi¢des de contorno pudessem ser escritas em temos da fungao
de deslocamento e das suas respectivas derivadas em x e y. Para tal, assumiu algumas

proposicdes para a simplificagdo da modelagem (Szilard, 2004).
Estas proposi¢des estdo escritas a seguir:

1. O material da placa ¢ elastico linear, homogéneo e isotropico;

2. A placa ¢ considerada fina. Isso significa que a sua espessura ¢ pequena quando
comparada com as demais dimensdes da placa;

3. As deflexdes sdo pequenas quando comparadas a espessura da placa;

4. As rotagdes da superficie média da placa apds a deformacao sdo pequenas;

5. Qualquer linha reta e normal a um ponto da superficie média da placa indeformada
permanece reta e normal ao plano tangente a superficie média da placa deformada

nesse mesmo pOl’ltO;


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Csigma_%7Bx%7D%5C%5C%5C%5C%20%5Csigma_%7By%7D%5C%5C%5C%5C%20%5Ctau_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cfrac%7BE%7D%7B%5Cleft(%201-v%5E2%20%5Cright)%7D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%201%20%26v%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%20v%20%261%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%26%20%200%26%20%5Cfrac%7B1-v%7D%7B2%7D%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvarepsilon_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cgamma_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma%3DD%5E%7B-1%7D%5Cvarepsilon%3DC%5Cvarepsilon#0
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6. As deflexdes da placa ocorrem apenas na dire¢do normal ao plano indeformado
inicial;

7. Sao desconsideradas as tensdes normais a superficie média da placa.

A quinta proposi¢cdo acima foi inspirada na hipotese das se¢des planas da teoria de
vigas, e consiste em desprezar a deformagdo por corte (Araujo, 2010). Essa ¢ uma das
hipoteses basicas explorada pela NBR 6118/2014 em seu topico 14.7.1, em que discorre

sobre estruturas com elementos de placa.

Um outro critério importante a considerar ¢ a classificagdo das placas quanto a sua
espessura. Uma placa ¢ considerada fina ou delgada quando a razdo entre o menor vao da
placa e a sua espessura ¢ maior ou igual a 20. Caso contrario, ¢ considerada espessa (Vaz,

2011).

No caso de uma placa espessa, a influéncia do cisalhamento transversal ndo ¢ mais
desprezivel, tornando maior a distor¢do normal durante a deformacao. Sendo assim, retas
normais ao plano médio da placa permanecem retas, porém nao perpendiculares ao plano

tangente da deformada (Carvalho, 2019).

Com intuito de descobrir as relagdes entre deformacdes e deslocamentos de uma placa fina

consideramos a figura (4) a seguir:

Figura (4): Representacdao da deformada da placa

Plano médio

0w
da}_}laca UZ—Zex _z__C
o0x
f— L
X, u X u
Real deformagio da
normal
Espessura
A
Deformagdo
i I W
assumida da normal Analogamente : 0, = ('i— e V=-2 (2—
oy oy

Fonte: Onate, 2013. Adaptado
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A figura acima apresenta uma placa deformada em uma secdo paralela ao eixo x. O ponto A

encontra-se a uma distincia z 4 do plano médio da placa e sofre um deslocamento transversal

de w correspondente ao deslocamento do plano médio.

Além disso, ap6s a deformacdo, a linha n, inicialmente na vertical, sofre uma rotacdo de um

angulo Gx representada pela linha n' .

E importante lembrar que a quinta proposicao € apenas uma mera simplificagdo. Na
realidade, as retas normais pos-deformagao, sdo distorcidas e ndo necessariamente normal a

superficie deformada como sugere a figura (4) (Ofate, 2013).

De acordo com a sexta proposi¢do de Kirchhoff, um ponto pertencente ao plano
médio da placa movimenta-se apenas na vertical de um valor w(x, y,z) = w(x,y). O ponto

A da figura (4) também se desloca com o mesmo valor, porém sofre uma rotacdo de Gx

correspondente ao giro da se¢do n. Por ser pequeno, esse giro pode ser aproximado por um

deslocamento horizontal AA' representado na figura (4) por u A(Carvalho, 2019).

Para obter o deslocamento horizontal u A(x, Y, Z) , baseando-se na figura (4), temos;

UA ('T7 Y, Z) = —zatan (633) (20)

De acordo com a quarta proposicao, a placa estara sujeita a pequenas rotacdes. Sendo

assim, a fungao tan(ex) pode ser substituida pela funcao Gx uma vez que ambas sao muito
proximas para valores de Gx muito pequenos. A equacao (21) ajuda a compreender esse

raciocinio.

— = 1)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_%7BA%7D(x%2Cy%2Cz)%3D-z_%7BA%7Dtan%5Cleft(%20%5Ctheta_%7Bx%7D%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Clim_%7B%5Ctheta_%7Bx%7D%20%5Cto%200%7D%5Cfrac%7Btan(%5Ctheta_%7Bx%7D)%7D%7B%5Ctheta_%7Bx%7D%7D%3D1%20#0
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Isso permite fazer a seguinte simplificagao;

tan (6,) = 0, 22)

Portanto, para pequenas rotagdes, podemos escrever o deslocamento horizontal do ponto A na

direcdo de x da seguinte maneira;

UA(xa Y, Z) = _ZAem (23)
Analogamente, para a flexao no plano yz , temos;
’UA(I',y,Z) = _ZAQ,U (24)

Como anteriormente mencionado, na dire¢do de z, o deslocamento ¢ medido através da

funcdo w representadas a seguir

w(z,y, 2) = w(z,y) (25)

Com base nisso, de acordo com Ofate (2013) as equagdes (23), (24) e (25) acima
descrevem o campo de deslocamento de um ponto em placas a flexao, em que as fungdes u, v
e w correspondem aos deslocamentos nas dire¢des dos eixos coordenados. Segundo Araujo

(2010), as rotagdes sdo obtidas pelas derivadas de wcomo descritas a seguir;

_ 9w (26)
On = ox
0 — ow
y = (9—y (27)

Inserindo as equacdes (26) e (27) nas expressoes do campo de deslocamento, temos;


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctan%5Cleft(%20%5Ctheta_%7Bx%7D%20%5Cright)%5Ccong%20%5Ctheta_%7Bx%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_%7BA%7D(x%2Cy%2Cz)%3D-z_%7BA%7D%20%5Ctheta_%7Bx%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v_%7BA%7D(x%2Cy%2Cz)%3D-z_%7BA%7D%5Ctheta_%7By%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(x%2Cy%2Cz)%3Dw(x%2Cy)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta_%7Bx%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctheta_%7By%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%7D#0
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( )= ow

u(®,y,2) = —25- (28)
 Ow

v(T,y,2) = _Zﬁ—y (29)

w(z,y,z) =w(x,y) (30)

2.2.2 Configuragdo de tensdes na placa

Segundo Aratjo (2010), as trés componentes de tensdo variam linearmente na
espessura da placa, anulando-se no plano médio como sugere a figura (5) apresentada por
Onate (2013). Para obter as componentes de tensdao da placa substituimos as equacdes (16),

(17) e (18) nas equagdes (4), (5) e (7) obtendo-se:

_ —Ez (JPw N 0*w (31)
T 2 \ 2 0y?
—Ez (PPw  O*w
% 1—1}2<8y2+v8x2> G2
_ —kz O*w
T2 = 1+ v) \ 0z0y (33)

Figura (5): Configuragao das tensdes ao longo da espessura da placa

Fonte: Onate, 2013.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u(x%2Cy%2Cz)%3D-z%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=v(x%2Cy%2Cz)%3D-z%5Cfrac%7B%5Cpartial%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(x%2Cy%2Cz)%3Dw(x%2Cy)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma_%7Bx%7D%3D%5Cfrac%7B-Ez%20%7D%7B1-v%5E2%7D%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E%7B2%7D%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5E%7B2%7D%7D%20%2Bv%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E%7B2%7D%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%5E%7B2%7D%7D%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma_%7By%7D%3D%5Cfrac%7B-Ez%7D%7B1-v%5E2%7D%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%5E2%7D%2Bv%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2w%20%7D%7B%5Cpartial%20x%5E2%7D%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ctau_%7Bxy%7D%3D%5Cfrac%7B-Ez%20%7D%7B%5Cleft(%201%2Bv%20%5Cright)%7D%5Cleft(%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E%7B2%7D%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5Cpartial%20y%7D%20%5Cright)#0
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De maneira semelhante ao que acontece nas vigas, as tensdes oo, produzem

momentos fletores na placa ao passo que as tensoes ‘txy e Tyx produzem momentos torsores na

placa (Aratjo, 2010).
2.2.3 Esforgos internos

Para a obtencdo dos esfor¢os internos, soma-se a tensdo atuante em uma area

infinitesimal da placa ao longo de toda sua espessura como sugere a figura (6).

Figura (6): Esfor¢os internos por integragao

luc

Fonte: Carvalho, 2019.

Da figura (6), retiramos as relagoes

dM, = zdF (34)

dM, = —o,2dA (35a)
Realizando a integragao ao longo da espessura temos;

e/2
M, = —0,2dz (35b)
—e/2

De maneira andloga, ocorre com os demais esforcos a seguir;


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=dM_%7Bx%7D%3DzdF#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=dM_%7Bx%7D%3D-%5Csigma_%7Bx%7DzdA#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7Bx%7D%3D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7D-%5Csigma_%7Bx%7Dzdz#0
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e/2
M, = —oyzdz (36)
—e/2
e/2
My, = / —Typy2dz
—e/2
(37)
Efetuando-se a integragdo, temos;
[0?w 0w
M,=-D |— —
’ | Ox? v 0y? | (38)
[0?w 0w
M,=-D|ZY ,2Y (39)
v o2 | Oz
0*w
My, = —D {(1 —v) axay} (40)
Na equagdo acima, D ¢ a rigidez da placa a flexdo e ¢ dada pela expressdo a seguir:
Eh? (41)

D=——""_
12 (1 — v?)

E importante observar que, se tomamos v = 0 na equagdo (41), a rigidez a flexdo da
placa se assemelha a rigidez a flexdo de uma viga de largura unitdria. Além disso, as
equacdes (38), (39) e (40) fornecem valores de momento por unidade de comprimento, uma

vez que as integracdes sdo tomadas considerando uma faixa unitaria da laje (Aratjo, 2010).
2.3 Equacio diferencial parcial de placas

A equacao diferencial de placas foi estudada por Lagrange inspirado nos trabalhos de
Marie-Sophie Germain (1776 - 1831), matematica francesa que escreveu trabalhos sobre

teoria de vibragao de placas e superficies elasticas (Szilard, 2004).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7By%7D%3D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7D-%5Csigma_%7By%7Dzdz#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7Bxy%7D%3D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7D-%5Ctau_%7Bxy%7Dzdz#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7Bx%7D%3D-D%5Cleft%5B%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5E2%7D%20%2Bv%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%5E2%7D%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7By%7D%3D-D%5Cleft%5B%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%5E2%7D%20%2Bv%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5E2%7D%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7Bxy%7D%3D-D%5Cleft%5B%5Cleft(%201-v%20%5Cright)%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5Cpartial%20y%7D%5Cright%5D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=D%3D%5Cfrac%7BEh%5E3%7D%7B12%5Cleft(%201-v%5E2%20%5Cright)%7D#0
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Para a obtengdo da equacgdo diferencial parcial de placa é necessario considerar o
equilibrio de um elemento de dimensdes infinitesimais tomado em uma posi¢do genérica da
placa sujeita a agdo de um carregamento genérico q(x, y) (Aragjo, 2010). No plano médio da

placa sdo indicados os esforgos solicitantes como indicado nas figuras (7) e (8).

Figura (7): Equilibrio dos momentos

“f_r

dy

Fonte: Longo, 2018

Figura (8): Equilibrio das forgas cortantes

qdxdy

de.r'
Q.dy

h ,
(Q, + (‘))Q"‘ rh‘) dx
) dx
(Q‘, + (_)—dey) dzr
T dy

1
dr i

Fonte: Longo, 2018
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Aplicando a condi¢do de equilibrio dos momentos na placa em torno do eixo x, obtemos;

0Q,
ox

oM, oM,
(Mx + 5 dx) dy— M, dy+ (Mwy + 3 ydy) dz— M, dx— <Qx +
T Y

dx> dydr =0 (42)

aQ
Eliminando os termos comuns ¢ 0 termo —— (dx)? por se tratar de um infinitésimo de

ordem superior (Araujo, 2010), chega-se a seguinte expressao:

OM, | M.,

p 2y = —Q, (42.a)

Efetuando o mesmo procedimento em torno do eixo y, € procedendo de maneira

analoga ao realizado anteriormente, temos;

oM, | M,

oy " ow (43)

Fazendo o equilibrio das componentes na dire¢do de z, temos:

9Qy
Oy

(Qx + 0Qq dx) dy — Q,dy + (Qy +

5 dy) dr — Qyudz + q(z,y)dzdy =0
x

(44a)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7Bxy%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%3D-Q_%7Bx%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7By%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7Bxy%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%3D-Q_%7By%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%20Q_%7Bx%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20Q_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7Ddx%20%5Cright)dy-Q_%7Bx%7Ddy%20%2B%5Cleft(%20Q_%7By%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20Q_%7By%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%7Ddy%20%5Cright)dx-Q_%7By%7Ddx%2Bq(x%2Cy)dxdy%3D0#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cleft(%20M_%7Bx%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7Ddx%20%5Cright)dy-M_%7Bx%7Ddy%20%2B%5Cleft(%20M_%7Bxy%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20M_%7Bxy%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%7Ddy%20%5Cright)dx-M_%7Bxy%7Ddx-%5Cleft(%20Q_%7Bx%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20Q_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%20dx%5Cright)dydx%3D0#0
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Organizando os termos obtemos;

0Q; N 0Qy _ (44.1)
ox oy

Derivando a equacdo (42.a) em relacdo a x e a equagdo (43) em relagdo a y e, em seguida

oM oM
substituindo na equagéo (44.b), lembrando que ayxy == yy — temos ;

0*M, 0*M,, O0*M,
+2 +
ox? 0xdy 0y?

= —q (45a)

Substituindo as equagdes (38), (39) e (40) obtidas anteriormente, chegamos a seguinte

expressao que modela a deformada de uma placa:

O*w oO*w l'w B

q
= = 45b
Ox? T 28x28y2 i oyt D (450)

2.3.1 Condig¢des de contorno

Devido a equacdo diferencial de placas ser de ordem 4, para obter a solugdo sdo
necessarias 2 condi¢des de contorno sendo estas de deslocamentos ou de esforgos internos em
cada bordo da placa. Estas condi¢des de contorno podem ser geométricas, mecanicas ou
mistas. As condi¢des de contorno geométricas sdo impostas em termos de deslocamentos e
rotagdes, enquanto que as condi¢des de contorno mecanicas estdo relacionadas a valores
prescritos de esforcos solicitantes. As condigdes mistas incluem ambos os tipos. (Araujo,

2010).

Nos bordos simplesmente apoiados, sdo aplicadas condi¢des de contorno mistas. Se
um bordo esta apoiado, isso significa que o momento fletor e a flecha w sdo nulos ao longo
desse bordo (DIAS, 2019). A figura (9) a seguir apresenta um esquema de uma placa

retangular simplesmente apoiada em todos os bordos.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20Q_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20Q_%7By%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%3D-q#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20M_%7Bx%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%5E2%7D%2B2%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20M_%7Bxy%7D%7D%7B%5Cpartial%20x%5Cpartial%20y%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E2%20M_%7By%7D%7D%7B%5Cpartial%20y%5E2%7D%3D-q#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E%7B4%7D%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5E%7B4%7D%7D%2B2%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E4%20w%7D%7B%5Cpartial%20x%5E2%5Cpartial%20y%5E2%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%5E%7B4%7D%20w%7D%7B%5Cpartial%20y%5E%7B4%7D%7D%3D-%5Cfrac%7Bq%7D%7BD%7D#0
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Figura (9): Placa simplesmente apoiada em todos os bordos

Fonte: Dias, 2019.

Em bordos engastados sdo utilizadas duas condi¢des de contorno geométricas. Se um
bordo ¢ perfeitamente engastado, isso significa que a flecha e a rotagdo ao longo desse bordo
sdo nulos (Araujo, 2010). A placa retangular da figura (10) apresenta a condi¢do de contorno

de engaste aplicada em todos os bordos.

Figura (10): Placa retangular engastada em todos os bordos

Fonte: Dias, 2019.

Para Araujo (2010), nos bordos livres ndo carregados sdo verificadas trés condigdes de

contorno mecanicas simultaneamente. Estas estdo apresentadas a seguir;

x . X . xy (46)
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A figura (11) apresenta uma placa retangular em que apresenta um de seus bordos livres

Figura (11): Placa com bordo livre

Fonte: Dias, 2019.

Contudo, para a solucdo da equacdo diferencial de placas é necessario apenas duas
condi¢des de contorno, uma vez que a equagao ¢ de quarta ordem. Sendo assim, Kirchhoff
(1824 — 1887) resolveu este problema simulando uma condi¢ao de contorno que envolve o

esfor¢o cortante € 0 momento torcor. A dedugdo completa para este caso pode ser encontrada

na obra de Aragjo (2010).

As condigdes de contorno supra descritas sdo importantes para obtencao de solugdes
analiticas da equacao (45b). Entretanto, a solugdo via elementos finitos exige que o dominio
de estudo seja discretizado em malhas compostas de unidades menores chamadas de
elementos finitos. Toda e qualquer condi¢do de contorno aplicada a malha ¢ diretamente
aplicada a cada grau de liberdade associado a cada n6 do elemento. Seguindo esse raciocinio,
a condicao de bordo simplesmente apoiado seria obtido através da restrigdo do grau de

liberdade do no correspondente a translagao.

Caso seja necessario a implantacdo de um bordo engastado, os nés que compdem o
bordo teriam todos os seus trés graus de liberdade restringidos de modo a ndo haver
deslocamentos ou rotacdes em qualquer direcao. De maneira anéloga, na condi¢ao de bordo
livre, todos os trés graus de liberdade de todos os nds desse bordo estariam isentos de

restri¢ao.
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Essas condi¢des de contorno aplicadas aos nés da malha serdo descritas com mais
clareza nos topicos referentes a formulagao do elemento adotado neste trabalho, embasada na

metodologia descrita no tdpico 3.
2.3.2 Solucgodes analiticas da equagado diferencial

Em termos matematicos, a equagdo diferencial de placa ¢ considerada uma equagao
diferencial parcial linear de ordem 4 de coeficientes constantes (Szilard, 2004). Segundo
Aratijo (2010), a solucdo analitica exata da equacgdo diferencial de placas pode ser obtida
apenas para poucos casos particulares. Para casos mais gerais de carregamentos e condig¢des

de contorno, sdo encontradas solugdes inscritas em termos de séries duplas de Fourier.

As solucdes mais conhecidas sdo a solugdo de Navier e Lévy. Para tal, ¢ considerado
que na condicdo de w = 0, os apoios sdo indeformaveis, ou seja, que estes sao isentos de
qualquer deformacdo provenientes da propria estrutura ou de eventuais recalques da
fundacdo. Essas consideragdes podem ndo atender exatamente casos em que as lajes dos

edificios sdo apoiadas em vigas deformaveis, por exemplo.

Segundo Dias (2019), as solugdes analiticas de Navier e Lévy sdo uteis para o calculo
de deslocamentos e esfor¢os internos em alguns casos, mediante condi¢des de contorno

adequadas.

Em 1820, Navier apresentou a solugdo da equagdo diferencial de placa a flexdo
inscrita em termos de séries trigonométricas duplas de Fourier. A equagdo de Navier ¢
considerada uma solu¢do tutil da equagdo (45b), uma vez que transforma a equacdo
diferencial em uma equagdo algébrica, facilitando as operagcdes matematicas necessarias para

a obteng¢do da solugdo (Szilard, 2004).

Para uma placa retangular como aquela apresentada pela figura (9), de condigdes de
contorno indicadas, submetida a uma carga uniformemente distribuida, a expressdo que

calcula a flecha ¢ dada pela equacgao (47).

E preciso lembrar que essa solucdo diz respeito apenas a placas retangulares simplesmente

apoiadas em apoios indeformaveis com carga uniformemente distribuida (Araujo, 2010).



32

160 oo 0 : mmnx ; nny
w(g:)y): D ZZSZ?’L(@)SZTL(I))2 (47)

Em que p, representa a carga e 0s coeficientes a ¢ b sdo as dimensoes da placa e D

representa o coeficiente de rigidez a flexdo da placa. Substituindo nas equagdes (38), (39) e
(40), ¢é possivel obter as expressdes para os esforcos internos. Aratjo (2010) afirma que, uma
vez que os esforcos internos sdo obtidos mediante as derivagdes da equagdo (49b), ocorre
uma perda de precisdo nos esforcos, sendo necessario, nesse caso, reter um nimero maior de

termos da série para obtencdo de uma resposta mais precisa.

A partir das solu¢des de Navier e Lévy, € possivel combinar algumas condigdes de
contorno e carregamento mais variadas e encontrar outras solugdes da equacao diferencial de
placas utilizando-se do principio da superposi¢do (Araujo, 2010). Carvalho (2019), apresenta
algumas expressdes analiticas para o célculo da flecha em placas finas. Essas solugdes sdo
oriundas da equacdao (49b), sendo truncada em uma quantidade finita de termos. Esses
procedimentos geram expressoes mais enxutas de solugdo, permitindo uma rapida estimativa
do valor da flecha. A figura (12) apresenta a solucdo analitica particularizada para o caso de

placas finas quadradas sob carregamento pontual e uniformemente distribuido.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(x%2Cy)%3D%5Cfrac%7B16p_%7Bo%7D%7D%7B%5Cpi%5E%7B6%7DD%7D%5Csum_%7Bm%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%20%7D%5Csum_%7Bn%3D1%7D%5E%7B%5Cinfty%20%7D%5Cfrac%7Bsin%5Cleft(%20%5Cfrac%7Bm%5Cpi%20x%7D%7Ba%7D%20%5Cright)sin%5Cleft(%20%5Cfrac%7Bn%5Cpi%20y%7D%7Bb%7D%20%5Cright)%7D%7Bmn%5Cleft%5B%20%5Cleft(%20%5Cfrac%7Bm%7D%7Ba%7D%20%5Cright)%5E2%20%2B%20%5Cleft(%20%5Cfrac%7Bn%7D%7Bb%7D%20%5Cright)%5E2%5Cright%5D%5E2%7D#0
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Figura (12): Solugdes anaiticas em placas quadradas finas

Configuracio de carregamento Solugdo analitica

Pa?

mazr — Y, 406 ——
w 00006D

4

qa

mazx — Y, 406 —
w 0, 00406 )

Fonte: Carvalho, 2019.

Na literatura, existem muitos trabalhos que usam o método das tabelas para o célculo
de placas. Segundo Araujo (2010) a diferenca entre elas se da geralmente na variacdo do
coeficiente de Poisson e também em casos associados ao truncamento das séries de Fourier,
algumas das quais podem ser encontradas em Santana (2019), Pinheiro (2010), e também em

Aratijo (2010).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_%7Bmax%7D%3D0%2C00406%5Cfrac%7BPa%5E%7B2%7D%7D%7BD%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w_%7Bmax%7D%3D0%2C00406%5Cfrac%7Bqa%5E%7B4%7D%7D%7BD%7D#0
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2.4 Formulacao do elemento finito de placa adotado

Essa sec¢do visa apresentar a formulagdo do elemento finito de placa quadrilateral
adotado neste trabalho. Sdo apresentadas as formulagdes da matriz jacobiana adotada no
mapeamento da geometria do elemento, a matriz de fun¢des de forma com suas respectivas
funcgdes de interpolagdo, bem como discorre sobre a formulagao do elemento finito usado nas
analises deste trabalho. O elemento apresentado ¢ baseado nos trabalhos de Vaz (2011),

Logan (2012) e também no elemento MZC apresentado por Ofiate (2013).
2.4.1 Matriz Jacobiana

A matriz Jacobiana ¢ utilizada para a transformagdo entre as coordenadas reais do
elemento finito e coordenadas naturais. As coordenadas naturais &n estdo associadas ao
elemento com centro na origem como mostra a figura (13). A orientacdo desse sistema de
coordenada ¢ tal que as quatro arestas do elemento sejam delimitadas por -1 e 1. Segundo
Logan (2012), esse procedimento ¢ adotado para possibilitar a implementagdo da integragio

numeérica, conforme sera discutido posteriormente.

Uma analogia util para entender a importancia da matriz jacobiana ¢ imaginar um
mapa utilizado para facilitar a orientagdo de uma rota, por exemplo. Esse mapeamento facilita
a visualizacdo da trajetéria, associando cada elemento ou obstaculo presente no percurso real,
a uma representacdo grafica em papel, porém em uma escala reduzida. Nesse caso, o fator de
escala do mapa estd associado ao valor absoluto do determinante da matriz jacobiana

(Hjelmstad, 2005).

Segundo Vaz (2011), para um elemento quadrilateral, os campos que descrevem as
coordenadas naturais sdo constituidos de polindmios de 4 termos em coordenadas

paramétricas para cada ponto.

x(&§,m) = a1 + a6 + asn + asén (48)

y(&,m) = a5 + as€ + arn + asén (49)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(%5Cxi%2C%5Ceta)%3Da_%7B1%7D%2Ba_%7B2%7D%5Cxi%2Ba_%7B3%7D%5Ceta%2Ba_%7B4%7D%5Cxi%5Ceta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(%5Cxi%2C%5Ceta)%3Da_%7B5%7D%2Ba_%7B6%7D%5Cxi%2Ba_%7B7%7D%5Ceta%2Ba_%7B8%7D%5Cxi%5Ceta#0
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Figura (13): Mapeamento da geometria

(1,1)

"*L.

P(&.n)

v

(1,-1)

L

Plano Cartesiano Plano Paramétrico

Fonte: Vaz, 2011. Adaptado.

As equagdes equacdes (48) e (49), podem ser representadas de forma matricial ou sucinta,

pela equagdo (50) e equacao (50.a) respectivamente.

(al\
{x(ﬁ,n)}: {1 En & 000 0 <ZZ> (50a)
y(&m) 000 0 1¢&mn &y
\aSJ
ua(&,m) = Na(&, n)aq (50b)

A varidvel u , fepresenta o vetor de deslocamentos nodais. Segundo Vaz (2011), o fato

dos polindmios paramétricos descritos nas equagdes (48) e (49) terem 4 termos, totalizando 8
coeficientes incognitos, ¢ devido as 8 condigdes de contorno impostas a cada n6 do elemento

como mostrado a seguir;


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20x(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%5C%5C%5C%5C%20y(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%201%20%26%5Cxi%20%20%26%5Ceta%20%20%26%5Cxi%5Ceta%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%261%20%20%26%5Cxi%20%20%26%5Ceta%20%20%26%5Cxi%5Ceta%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20a_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B2%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B3%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvdots%20%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B8%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_%7Bd%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3DNa(%5Cxi%2C%5Ceta)a_%7Bd%7D#0

x(—=1,—1) =
y(—=1,-1) =wun
ZIZ‘(l, —1) = T3

y(17 _1) = Y2

x(1,1) = x3

y(1,1) = ys

(

y(17 _1) = Y4

1, —1) = T4
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(D

Usando a equagdo (50b), podemos replicar as condigdes de contorno da equagdo (51) na

expressao matricial a seguir;

Ou

(7)) 1 —1
n 0 0
T 1 1
Y2 0 0
Yas [ ~ |1 1
Ys 0 0
Ty 1 -1
L Y4 ) 0 0

SO = O = O

—_
_— o ROk OO

0 aq
1 a9
0 as
—1 Qy
0 as
1 Qg
0 ar
—1_ L 48 )

Em que d ¢ o vetor que contém os deslocamentos nodais do elemento.

Da equacido (52b), tem-se:

a= A"t

(52a)

(52b)

(52¢)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(-1%2C-1)%3Dx_%7B1%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(-1%2C-1)%3Dy_%7B1%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(1%2C-1)%3Dx_%7B2%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(1%2C-1)%3Dy_%7B2%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(1%2C1)%3Dx_%7B3%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(1%2C1)%3Dy_%7B3%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(1%2C-1)%3Dx_%7B4%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(1%2C-1)%3Dy_%7B4%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20x_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20y_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B2%7D%20%5C%5C%5C%5C%20y_%7B2%7D%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B3%7D%20%5C%5C%5C%5C%20y_%7B3%7D%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B4%7D%20%5C%5C%5C%5C%20y_%7B4%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7Bbmatrixend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20a_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B2%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B3%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B4%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B5%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B6%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B7%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B8%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=d%3DAa#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=a%3DA%5E%7B-1%7Dd#0
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Usando a equacgdo (50b) e a equagdo (52c¢), chega-se;

ug = Na(&n)A™'d (53a)

Fazendo N(§,m) = Na(g, n)A_l, obtém-se;
ug = N (& n)d (53b)

Em que N ¢ chamada matriz de fungdes de forma do elemento. Esta, possui o formato

apresentado na equacdo (54).

~ [ Ni(&m) 0 Ny (&,m) 0 N3(&,m) 0 Ny(&,m) 0
NEm= 0" N 0 Nien 0 New o MEn] 69

As fungdes Ni(E,n) sao conhecidas como fungdes de interpolagdo. Estas fazem o

mapeamento de um ponto no plano paramétrico &n para um ponto representado no plano

cartesiano xy como sugere a figura (13). As fun¢des Ni(E, 1) chamam ateng¢do, pois estas

valem 1 no i e 0 nos demais como sugere a figura (14). Combinando as equagdes (53b) e

(54), ¢ possivel escrever;

4
i=1 (55)
4

i=1

Segundo Silva (2022), a relacao entre as coordenadas de um ponto no sistema natural
e local ¢ feita através de uma interpolacao bilinear com o uso das equagdes (55), em que as

fungdes N i(E, 1) sdo apresentadas na figura (14).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_%7Bd%7D%3DNa(%5Cxi%2C%5Ceta)A%5E%7B-1%7Dd#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=u_%7Bd%7D%3DN(%5Cxi%2C%5Ceta)d#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20N_%7B1%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%260%20%20%26N_%7B2%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%26N_%7B3%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%20%26N_%7B4%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%5C%5C%5C%5C%200%20%26N_%7B1%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%20%26N_%7B2%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%20%26N_%7B3%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%260%20%20%26N_%7B4%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Csum_%7Bi%3D1%7D%5E%7B4%7DN_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)x_%7Bi%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Csum_%7Bi%3D1%7D%5E%7B4%7DN_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)y_%7Bi%7D#0
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Figura (14): Funcdes de forma

1+ —n)

PNy

Niem) = (1= (1) No(€.n) =

(1=8 @ +n)

] =

(1+&(1+n) Ny(€,n) =

RN

NB(fv 77) =

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Seja uma funcdo ¢ inscrita inicialmente em termos das varidveis x € y. A equagdo (56) a

seguir refere-se a transformacao que relaciona as variaveis xy as variaveis &n.

p(z(&m),y(&n) = ¢(&n) (56)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_%7B1%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B4%7D%5Cleft(%201-%5Cxi%20%5Cright)%5Cleft(%201-%5Ceta%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_%7B2%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B4%7D%5Cleft(%201%2B%5Cxi%20%5Cright)%5Cleft(%201-%5Ceta%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_%7B3%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B4%7D%5Cleft(%201%2B%5Cxi%20%5Cright)%5Cleft(%201%2B%5Ceta%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=N_%7B4%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B4%7D%5Cleft(%201-%5Cxi%20%5Cright)%5Cleft(%201%2B%5Ceta%20%5Cright)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarphi(x(%5Cxi%2C%5Ceta)%2Cy(%5Cxi%2C%5Ceta))%3D%5Cvarphi(%5Cxi%2C%5Ceta)#0
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Segundo Thomas (2013), a relacdo entre as derivadas de ¢ com respeito as coordenadas

cartesianas e as coordenadas paramétricas € estabelecida pela regra da cadeia;

Dy _dp0r o0y

o Ox 06 Oy O¢
(57)

Do _dpdr _0pdy
on  Ox0n  Oyon

Matricialmente, tem-se;

o¢ ox oy (o¢

o8 \ _ |0 0¢ 58
0p (= oz O {%} e
on on  0On Oy

Com isso, define-se a matriz jacobiana.

ox Oy

_ |0 0
J(fﬂ?) o 8_:51: 8_35 (59)

on On

Usando as equagdes (55), escreve-se:

ON; ) ON; ’
5o, 5 o,

_ &
J(ﬁﬂ?) = Z 8Ni(£,n)x, Z 6Ni(£,77)y,

on ¢ on ?

(60a)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%5Cxi%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%5Ceta%7D%3D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%2B%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%5Ceta%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%26%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20x%7D%5C%5C%5C%5C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20%5Cvarphi%7D%7B%5Cpartial%20y%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=J(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20x%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%26%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20y%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=J(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Csum_%7B%7D%5E%7B%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7Dx_%7Bi%7D%20%26%5Csum_%7B%7D%5E%7B%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7Dy_%7Bi%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Csum_%7B%7D%5E%7B%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7Dx_%7Bi%7D%20%26%5Csum_%7B%7D%5E%7B%7D%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7Bi%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7Dy_%7Bi%7D%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
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Comi = 1, 2, ... 4. Ou ainda;

1 U
_ o0& 13 o0& 0§
JEM = | omen omalen) oNslem oNiGn) | | gy 4 (60b)
on Oon on on
Ly Y4
Sucintamente, escreve-se, conforme apresentado por Vaz (2011);
J(&n) = DNz(¢,n)X (60c)

Como pode-se observar na equacdo (64.c), a matriz DNx(§, 1) contém as derivadas

das fungdes N , com i = 1,2, .. 4a0passo em que a matriz X contém as coordenadas nodais

do elemento em coordenadas cartesianas.
2.4.2 Elemento retangular de placa fina adotado

Para Ofate (2013), uma maneira intuitiva, de satisfazer o requisito de continuidade da
fun¢do interpoladora de w, ¢ escolher a deflexdo e as duas rotagdes como varidveis nodais.
Para a formulagdo do elemento de placa fina, Vaz (2011) apresenta as seguintes relagcdes entre

as rotagoes e as derivadas de w(x, y).

0. | —w, (61)
O, | wa

Na equacgdo (61) o sinal negativo ¢ atribuido na rotacdo em x devido a convengdo de sinais

das rotacdes apresentadas pelo autor. Essa convencao de sinais ¢ baseada na figura (15).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=J(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B1%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B2%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B3%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B4%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Cxi%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B1%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%20%5Ceta%7D%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B2%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B3%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%20%26%5Cfrac%7B%5Cpartial%20N_%7B4%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%7D%7B%5Cpartial%20%5Ceta%7D%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20x_%7B1%7D%20%26y_%7B1%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B2%7D%20%26y_%7B2%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B3%7D%20%26y_%7B3%7D%20%20%5C%5C%5C%5C%20x_%7B4%7D%20%26y_%7B4%7D%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=J(%5Cxi%2C%5Ceta)%3DDNx(%5Cxi%2C%5Ceta)X#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Ctheta_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctheta_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20-w_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20w_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
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Figura (15): Relagdo entre as derivadas de w e rotagdes

1Y Y

e W
ol
b ¥

Sentido positivo
das rotacoes

Fonte: Vaz, 2011.

De acordo com Onate (2013), o elemento de placas finas contém, a principio, trés
graus de liberdade por nod. Isso significa que, para um elemento quadrilateral, sdo

contabilizados 12 graus de liberdade no total. O vetor di da equagdo (62) a seguir, apresenta

os deslocamentos nodais de cada um dos quatro ndés do elemento representados pelo

subindice i na expressdo (Vaz, 2011).

W Wy
di=<6,, % ={—-w, (62)
eyi We;

Como o vetor de deslocamentos apresenta 12 graus de liberdade por elemento, a
funcdo que aproxima a deflexdo do elemento de placa deve possuir 12 termos. Nesse caso,
segundo Onate (2013), é impossivel escolher um polindmio completo para descrever w.
Sendo assim, trés termos do polindmio de ordem 4 serdo omitidos. A escolha dos termos ¢

feita pelo triangulo de pascal apresentado na figura (16).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=d_%7Bi%7D%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20w_%7Bi%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctheta_%7Bx_%7Bi%7D%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Ctheta_%7By_%7Bi%7D%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20w_%7Bi%7D%20%5C%5C%5C%5C%20-w_%7By_%7Bi%7D%7D%20%5C%5C%5C%5C%20w_%7Bx_%7Bi%7D%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
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Figura (16): Triangulo de Pascal

1
T Yy
ZEZ Ty y2
23 o2y vz %
7 23y 22y v _y4

Fonte: Oiate, 2013. Adaptado

Com base nisso, o polindmio que aproxima w com seus 12 termos tem a seguinte forma:

w(2,y) = a1 +aor-+asy+asr +aszy+agy’+arr’ Fagr y+agy’ r+agy’Far 2P y+arys?
Matricialmente, tem-se:
3]
w(z,y)={1 = y 2 zy y* 2° 2% Y’z y* 2% yz}
ai2
Ou sucintamente,
w(z,y) = Na(z,z)a (63c)

~ 3 3
Segundo Vaz (2011), a opgdo de adotar os termos x y e y x deve-se ao fato de estes
conterem simultaneamente as variaveis x e y e também por estabelecerem uma relagdo de

simetria, o que ndao poderia ser obtido fazendo outra combina¢do com os outros termos

restantes.

(63a)

(63b)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w%5Cleft(x%2Cy%5Cright)%3Da_%7B1%7D%2Ba_%7B2%7Dx%2Ba_%7B3%7Dy%2Ba_%7B4%7Dx%5E2%2Ba_%7B5%7Dxy%2Ba_%7B6%7Dy%5E2%2Ba_%7B7%7Dx%5E3%2Ba_%7B8%7Dx%5E2y%2Ba_%7B9%7Dy%5E2x%2Ba_%7B10%7Dy%5E3%2Ba_%7B11%7Dx%5E3y%2Ba_%7B12%7Dyx%5E3#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w%5Cleft(x%2Cy%5Cright)%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%201%20%26x%20%20%26y%20%20%26x%5E2%20%20%26xy%20%20%26y%5E2%20%20%26x%5E3%20%20%26x%5E2y%20%20%26y%5E2x%20%20%26y%5E3%20%20%26x%5E3y%20%20%26y%5E3x%20%20%5Cend%7BBmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20a_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvdots%20%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B12%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w%5Cleft(x%2Cy%5Cright)%3DNa(x%2Cx)a#0
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Além disso, Logan (2012) argumenta que esses termos garantem que haja

continuidade nos deslocamentos entre os elementos. Porém, a continuidade das derivadas de

w nao ¢ garantida.

Aplicando os deslocamentos nodais pela expressao (62) na equagdo (63b), tém-se:

Em que A ¢ a matriz a seguir.

T

T2

€T3

L4

o O = O O = O O = O O =

1Y
-z
n
L2Y2
—&s
Y2
T3Y3
—3
Ys
T4Ya
—x4

Y4

Reescrevendo a equacao (64), tem-se

d = Aa
i zi  ziy
2y 0 -z
0 3:1:% 2z
Ys 953 x3ys
—2’9‘2 0 —ZI?%
0 322 2z9y,
ys 3 w3y
—2ys 0 —mg
0 3z 2z3ys
vi @i @i
—2ys 0 —:.ci
0 322 224y

a= A"

y%ﬁ?l
=2z
vi
Y32
—2x5ys
Y3
yéms
—2z3Y3
Y3
yiﬁ?al
—2x4Y4

2
Yy

Substituindo a equagdo (63.c) na equacao (66), tem-se:

w(z,y) = Na(z,y)A~"d

Y3
—3a?
0
v
—333%
0
Y3
—3$§
0
Yi
—3:t‘:ﬁ

0

yixl
3
3ziy1
ys
3
2
3z5y2
y%ma
3
2
3r3Y3
3
YsTa
3

3z2ys

33?3;‘1
—3z 1y}
y?
a‘:gyg
—33‘:23;3
Vi
wiya
—32‘:31;%
vi
37331‘4
—3:1:43;';’

vi

(64)

(65)

(66)

(67a)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=d%3DAa#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=a%3DA%5E%7B-1%7Dd#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(x%2Cy)%3DNa(x%2Cy)A%5E%7B-1%7Dd#0
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O produto Na(x, y)A_1 pode ser representado por uma unica matriz N(x,y) e é chamada

matriz de fungdes de forma (Onate, 2013). Substituindo na equacao (67a), tem-se:

w(x,y) = N(x,y)d (67b)

Combinando as equacdes (4), (5) e (7) com as equacdes (28), (29) e (30), tem-se a

seguinte expressao das deformagdes inscritas em temos da fungao w:

£y ¢ = y = —2z4 w, (68a)
Vey Uy + Uy 2Wyy

De forma sucinta, tem-se;

€<$,y72) = _Zkk (68b)

Na expressao (68b), kk ¢ o vetor que contém as curvaturas da teoria de Kirchhoff referentes a

um ponto genérico no plano médio da placa. Substituindo a equacao (63b) na equagdo (62),

obtém-se:
( \
ay
o 0O 00 2006z 2y 0O 0 6xy O az
€x p=—210 0 0 0 0 2 0 0 2¢ 6y 0 6xy| B (692)
Yy 000000 0 42 4y 0 622 6y? ;
\a12/



https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w(x%2Cy)%3DN(x%2Cy)d#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvarepsilon_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cgamma_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20u_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20v_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%20u_%7By%7D%2Bv_%7Bx%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D-z%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20w_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20w_%7By%7D%20%5C%5C%5C%5C%202w_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon(x%2Cy%2Cz)%3D-zk_%7Bk%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cgamma_%7Bxy%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D%3D-z%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%200%20%260%20%20%260%20%20%262%20%20%260%20%20%260%20%20%20%266x%20%20%20%262y%20%20%260%20%20%260%20%20%266xy%20%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%262%20%20%260%20%20%260%20%20%262x%20%20%266y%20%20%260%20%20%266xy%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%260%20%20%20%264x%20%20%264y%20%260%20%20%266x%5E2%20%20%266y%5E2%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20a_%7B1%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B2%7D%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B3%7D%20%5C%5C%5C%5C%20%5Cvdots%20%20%5C%5C%5C%5C%20a_%7B12%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
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Simplificando, tem-se;

e(z,y,2) = —2Q(z,y)a (69b)

Fazendo o uso da equagdo (66), chega-se a seguinte expressao:

e(z,y,2) = —2Q(z,y)A~'d (69¢)

-1 , :
O produto Q(x,y)A = pode ser apresentado como uma unica matriz B(x, y) chamada
de matriz de compatibilidade cinematica. Esta relaciona as deformagdes com o

deslocamentos nodais d (Vaz, 2011). Reescrevendo a equacao (69.c), tem-se:

e(z,y,2) = —zB(z,y)d (69d)

Para encontrar o vetor das tensdes basta multiplicar o vetor das deformagdes pela

matriz constitutiva C da equagao (19b). Sendo assim, tem-se:

o(z,y,z) = —zCB(z,y)d (70)

Para a formulagao do problema, aplica-se o principio dos trabalhos virtuais (Vaz,
2011). Para isso, escreve-se o vetor das deformagdes virtuais §&¢ em fungdo do vetor de

deslocamentos nodais virtuais 8d da seguinte maneira:

de(z,y,2) = —zB(x,y)dd (71)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon(x%2Cy%2Cz)%3D-zQ(x%2Cy)a#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon(x%2Cy%2Cz)%3D-zQ(x%2Cy)A%5E%7B-1%7Dd#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cvarepsilon(x%2Cy%2Cz)%3D-zB(x%2Cy)d#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Csigma(x%2Cy%2Cz)%3D-zCB(x%2Cy)d#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cdelta%5Cvarepsilon(x%2Cy%2Cz)%3D-zB(x%2Cy)%5Cdelta%20d#0
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Segundo Vaz (2011), o principio dos trabalhos virtuais fornece a seguinte relacao:

/ seTodv = §dT f (72)

v

Na equagdo acima, f ¢ o vetor de cargas nodais. Nesse trabalho, considera-se apenas
cargas aplicadas nos nos dos elementos. Substituindo as equagdes (70) e (71) na equacao

(72), encontra-se:
od" / 2?B(x,y)"CB(z,y)dvd = 5d" f (73)

Essa equagcdo deve ser valida para todos os campos de deslocamentos virtuais.

Explicitando-se a integral da variavel z, da equagao (73), obtém-se

e/2
// 2B(z,y)'CB(x,y)dzdA.d = f (74)
AdJ—e/2

Em que A ¢ a area do elemento e e ¢ a sua espessura.

Fazendo:
e/2
K:// 2*B(z,y)"CB(z,y)dzdA (75)
AJ—e/2

Reescreve-se a equacdo (74) da seguinte maneira;

Kd

I
S~

(76)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cint_%7Bv%7D%5E%7B%7D%5Cdelta%5Cepsilon%5E%7BT%7D%5Csigma%20dv%3D%5Cdelta%20d%5E%7BT%7Df#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cdelta%20d%5E%7BT%7D%5Cint_%7Bv%7D%5E%7B%7Dz%5E%7B2%7DB(x%2Cy)%5E%7BT%7DCB(x%2Cy)dvd%3D%5Cdelta%20d%5E%7BT%7Df#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cint_%7BA%7D%5E%7B%7D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7Dz%5E%7B2%7DB(x%2Cy)%5E%7BT%7DCB(x%2Cy)dzdA.d%3Df#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K%3D%5Cint_%7BA%7D%5E%7B%7D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7Dz%5E%7B2%7DB(x%2Cy)%5E%7BT%7DCB(x%2Cy)dzdA#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=Kd%3Df#0
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Em que K ¢ a matriz de rigidez do elemento. Fazendo B(x,y) = Q(x, y)A_1 na equacao

(75), tem-se;

e/2
K:/ / Z2(AN)TQ(x,y)" CQ(x,y) A~ dzdA (77)
AJ—e/2

Integrando na variavel z, tem-se:

K= /A (A" Q(z,y)" DQ(z,y) A~ dA (78)

Fazendo:
Kop(w,y) = Q(,9)" DQ(x,y) (79)

Obtém-se
K= (A" K,(z,y)A™ (80)

Em que Fazendo uma mudanga de varidvel como discutido em Thomas (2013), com uso da

matriz Jacobiana discutida na secao 2.4.1 e utilizando as equagdes (55) e (59), a matriz K . ¢

representada pela equagdo (82) a seguir;

Ko () = / 1 / ol & m) TG m e nlddn )


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K%3D%5Cint_%7BA%7D%5E%7B%7D%5Cint_%7B-e%2F2%7D%5E%7Be%2F2%7Dz%5E%7B2%7D(A%5E%7B-1%7D)%5E%7BT%7DQ(x%2Cy)%5E%7BT%7DCQ(x%2Cy)A%5E%7B-1%7DdzdA#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K%3D%5Cint_%7BA%7D%5E%7B%7D%5Cleft(%20A%5E%7B-1%7D%20%5Cright)%5E%7BT%7DQ(x%2Cy)%5E%7BT%7DDQ(x%2Cy)A%5E%7B-1%7DdA#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K_%7Bop%7D(x%2Cy)%3DQ(x%2Cy)%5E%7BT%7DDQ(x%2Cy)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K%3D%5Cleft(%20A%5E%7B-1%7D%20%5Cright)%5E%7BT%7DK_%7Bo%7D(x%2Cy)A%5E%7B-1%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K_%7Bo%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7D%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7DK_%7Bop%7D(x(%5Cxi%2C%5Ceta)%2Cy(%5Cxi%2C%5Ceta))%5Cleft%5C%7C%20J(x(%5Cxi%2C%5Ceta)%2Cy(%5Cxi%2C%5Ceta))%20%5Cright%5C%7Cd%5Cxi%20d%5Ceta#0
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Segundo Vaz (2011), a integral acima pode ser resolvida pelo método de Gauss caso a
espessura e seja constante. Se o elemento é retangular de dimensodes 2a x 2b, Melosh (1990)
apresentou uma maneira eficaz para resolucdo numérica da integral da equacdo (82). Ao
invés de utilizar as equagdes (55), sugere a seguinte substituicdo como apresentado em Vaz

(2011):

x(§,n) = a+a§
(33)
y(&,m) =b+bn

Para obter as equagdes (83), Melosh (1990) simplesmente derivou das funcdes de forma da

equacao (55). Nesse caso, a matriz jacobiana sera entao;

J(&,m) = [g 2} (84)

O determinante da matriz jacobiana gerado pela substituicao das equagdes (83) propostas por

Melosh (1990) ¢, portanto, sempre constante como apresentado a seguir;
Det;(&,m) = ab (85)

Contudo, esse procedimento de Melosh (1990) funciona apenas para elementos
retangulares, ndo permitindo a utilizacdo de elementos distorcidos utilizados em malhas de
elementos finitos mais genéricas. Ele foi implementado no trabalho de Vaz (2011), Logan

(1976) e também em Onate (2013).

Neste trabalho, optou-se por adotar a versao completa da matriz jacobina para a
transformagao apresentada na se¢do 2.4.1. Isso significa que, para a mudanga de variavel, ao
invés de utilizar as equagdes (83) como sugerido por Melosh (1990), optou-se pelo uso das
equacdes (55). Assim, o programa desenvolvido foi capaz de analisar problemas com malhas
distorcidas, utilizadas para ajustar-se a dominios de estudo mais gerais como discutidos

posteriormente.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=x(%5Cxi%2C%5Ceta)%3Da%2Ba%5Cxi#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=y(%5Cxi%2C%5Ceta)%3Db%2Bb%5Ceta#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=J(%5Cxi%2C%5Ceta)%3D%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%20a%20%260%20%20%5C%5C%5C%5C%200%20%26b%20%20%5Cend%7Bbmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=Det_%7BJ%7D(%5Cxi%2C%5Ceta)%3Dab#0
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Para montagem da matriz de rigidez global, utiliza-se o vetor de graus de liberdade de
cada elemento GDL. Como cada elemento possui 4 nds e cada nd ¢ atribuido trés graus de
liberdade, esse vetor pode ser representado como uma matriz coluna com 12 elementos. As
trés primeiras linhas dessa matriz sdo os graus de liberdade do n6 1. As proximas trés do no 2

e assim sucessivamente. Esse vetor foi implementado baseando-se no modelo a seguir.

(3conecy; — 2)
3conec,, — 1
3conece; — 0
3conecey — 2
3coneces — 1
3conecqy — 0
3coneces — 2
3coneces — 1
3coneces — 0
3conece, — 2
3conecey — 1

( 3conece, — 0

GDL(e) = (86)

Em que conec ¢ a matriz de conectividade e, portanto, o elemento conecij representa

o n6 j do elemento i. No topico 3 deste trabalho serd apresentado detalhes da montagem
dessa matriz. Uma vez encontrada a matriz de rigidez global de cada elemento, utiliza-se o

vetor de graus de liberdade para montar a matriz de rigidez global K ; da placa. Em seguida,

implementa-se o vetor de cargas globais e aplica-se na equagdo (87a).

Kydg = f4 (87.a)

Em que dg representa o vetor de deslocamentos globais da placa. Para obté-lo, basta

manipular a equagao (87).

dy = K, f, (87b)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=GDL(e)%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%203conec_%7Be1%7D-2%20%5C%5C%203conec_%7Be1%7D-1%20%5C%5C%203conec_%7Be1%7D-0%20%5C%5C%203conec_%7Be2%7D-2%20%5C%5C%203conec_%7Be2%7D-1%20%5C%5C%203conec_%7Be2%7D-0%20%5C%5C%203conec_%7Be3%7D-2%20%5C%5C%203conec_%7Be3%7D-1%20%5C%5C%203conec_%7Be3%7D-0%20%5C%5C%203conec_%7Be4%7D-2%20%5C%5C%203conec_%7Be4%7D-1%20%5C%5C%203conec_%7Be4%7D-0%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=K_%7Bg%7Dd_%7Bg%7D%3Df_%7Bg%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=d_%7Bg%7D%3DK_%7Bg%7D%5E%7B-1%7Df_%7Bg%7D#0
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Uma vez obtido o vetor de deslocamentos globais, com o vetor GDL ¢ possivel

calcular o vetor de deslocamentos nodais de cada elemento em particular de. E através do

vetor GDL(e) que ¢ possivel capturar os deslocamentos e rotacdes no vetor de deslocamentos

globais dg de um elemento em particular.

O vetor GDL(e) ¢, portanto, responsavel por localizar os deslocamentos e rotagdes
apenas do elemento e, e, através de uma estrutura de repeticdo simples, os valores de
deslocamento e rotagdo sdo armazenados em uma matriz coluna contendo todos os

deslocamentos e rotagdes de cada n6 do elemento e. Essa matriz ¢ chamada de matriz de(e).
A programagdo referente a montagem do vetor de deslocamentos nodais de cada elemento foi

formulada no tépico 2.9 da programagao apresentada no anexo A.

Utilizando a matriz da equacao (19b) e a matriz de compatibilidade cinematica, vetor dos

momentos, por sua vez, pode ser obtido, mediante a seguinte operacao;

Mk(€7§an) = _D(e)B(eagan)de(e) (88)

Em que M k(e, €, 1) representa o vetor dos momentos obtidos pela teoria de Kirchhoff . Para a

obter o vetor dos momentos em nd especifico de um elemento, basta entrar com as
coordenada &n que representa o nd e especificar o elemento. Os pares ordenados (&, 1)

associados a cada né estdo representados na figura (17).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=M_%7Bk%7D(e%2C%5Cxi%2C%5Ceta)%3D-D(e)B(e%2C%5Cxi%2C%5Ceta)d_%7Be%7D(e)#0
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Figura (17): Identifica¢do dos nds dos elementos no plano paramétrico

P (-1.1) (1,1)

(-1-,1) (1,-1)

Fonte: Vaz, 2011. Adaptado

2.5 Integracao numérica

Segundo Soriano (2003), as integragdes necessdrias para a obten¢do da matriz de
rigidez nos casos em que a geometria dos elementos sdo obtidas pela interpolagdo das
coordenadas nodais sdo muito elaboradas e impraticaveis para se realizar analiticamente. Para
integragdo, o método de Gauss-Legendre ¢ um método simples, em que a integracdo ¢
realizada através de uma soma da aplicacdo direta de pontos e pesos especificos na fungao
integrando. Para a integra¢do 2x2, nas variaveis & e 1, temos os pesos (Equagao (89a)) e os

pontos de Gauss (Equagdo (89b)) apresentados a seguir.

_ 1 _ 1
fz{f} nz{f} (89a)

V3 V3
w:{}} (89b)


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cxi%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Csqrt%7B3%7D%7D%20%5C%5C%20%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Csqrt%7B3%7D%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Ceta%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%20-%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Csqrt%7B3%7D%7D%20%5C%5C%20%5Cfrac%7B1%7D%7B%5Csqrt%7B3%7D%7D%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=w%3D%5Cbegin%7BBmatrix%7D%201%20%5C%5C%201%20%5Cend%7BBmatrix%7D#0
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Sendo assim, segundo Vaz (2011), a integracdo ¢ dada pela equacao (89a).

1 1
/_1 » J (& m)dédn = wywy f (&1, m)+wiwa f (&1, m2) Fwawy f (&2, M) +wawa f(E2,12) (90a)

Ou sucintamente;

(90b)

Lol 2 2
[ [ sicin = 3= s

i=1 j=1

2.6 Analise de convergéncia

Uma questdo relevante a ser considerada no estudo de elementos finitos ¢ identificar
se o campo de deslocamento de um elemento converge para a solucao exata a medida que se
refinam as malhas. De maneira geral, esse refinamento pode acontecer por reducao das
dimensdes dos elementos ou por aumento da ordem do campo de deslocamento dos

elementos ou ainda combinando ambos os efeitos (Soriano, 2013).

Cabe ressaltar ainda que a solu¢do exata de um problema por convergéncia de
elementos finitos esta associada a minimizagao da energia potencial total que, segundo Logan

(2012), ¢ representado pela equagdo (90) a seguir.

U= / (02€5 + Oyey + TuyVay) AV ©D

Ainda segundo Soriano (2013), em se tratando de elementos conformes, ¢ de se
esperar que haja uma convergéncia monotdnica de deslocamentos para valores inferiores. A

figura (18) apresenta duas formas de convergéncia de um elemento finito.


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7D%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7Df(%5Cxi%2C%5Ceta)d%5Cxi%20d%5Ceta%3Dw_%7B1%7Dw_%7B1%7Df(%5Cxi_%7B1%7D%2C%5Ceta_%7B1%7D)%2Bw_%7B1%7Dw_%7B2%7Df(%5Cxi_%7B1%7D%2C%5Ceta_%7B2%7D)%2Bw_%7B2%7Dw_%7B1%7Df(%5Cxi_%7B2%7D%2C%5Ceta_%7B1%7D)%2Bw_%7B2%7Dw_%7B2%7Df(%5Cxi_%7B2%7D%2C%5Ceta_%7B2%7D)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7D%5Cint_%7B-1%7D%5E%7B1%7Df(%5Cxi%2C%5Ceta)d%5Cxi%20d%5Ceta%3D%5Csum_%7Bi%3D1%7D%5E%7B2%7D%5Csum_%7Bj%3D1%7D%5E%7B2%7Dw_%7Bi%7Dw_%7Bj%7Df(%5Cxi_%7Bi%7D%2C%5Ceta_%7Bj%7D)#0
https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=U%3D%5Cfrac%7B1%7D%7B2%7D%5Cint_%7B%7D%5E%7B%7D%5Cleft(%20%5Csigma_%7Bx%7D%5Cvarepsilon_%7Bx%7D%2B%5Csigma_%7By%7D%5Cvarepsilon_%7By%7D%2B%5Ctau_%7Bxy%7D%5Cgamma_%7Bxy%7D%20%5Cright)dV#0

Figura (18): Convergéncia mediante ao refino da malha.

deslocamento

A

Convergéncia nao monétona

\/ solugio exata
Convergéncia mondétona

namero de equagoes

Fonte: Soriano, 2013.
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3 METODOLOGIA: IMPLEMENTACAO VIA ELEMENTOS FINITOS

Nesta secdo ¢ discutida a metodologia utilizada para a implementac¢do do elemento finito de

placas finas.
3.1 Linguagem Python

O python ¢ uma linguagem de programagao desenvolvida nos anos 1990 por Guido
Van Rossum, totalmente gratuita e ndo precisa passar por processo de compilagdo uma vez
que os comandos e codigos sdo digitados e executados diretamente. Outra vantagem da
linguagem ¢ que esta dispde de varias ferramentas e bibliotecas que dao suporte a linguagem,
sendo oferecidas gratuitamente (Alves, 2021). A sintaxe ¢ rapida e eficiente, ou seja, com

poucas linhas de cddigo ¢ possivel realizar tarefas complexas.
3.2 Descriciao do codigo desenvolvido

O objetivo do codigo implementado neste trabalho ¢ a obtengdo dos esfor¢os internos
e da flecha apresentada em lajes que podem ser modeladas usando a teoria de placas finas
apresentadas no topico 2.2 deste trabalho. O elemento de placa utilizado é baseado no
elemento apresentado em Vaz (2011), Logan (2012) e também citado por em Onate (2013). A
diferenca bdasica entre a formulagdo apresentada pelos autores e a implementada neste
trabalho ¢ a mudanga de varidvel discutida em 2.4.2. Dessa maneira, a matriz jacobiana
considerada no calculo ¢ aquela apresentada pela equagdo (59). O codigo, apresenta 3 topicos
ou fases basicas, como mostra a figura (19) extraida diretamente da plataforma Google

Colaboratory, plataforma utilizada para escrever o codigo .
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Figura (19): Pagina inicial do cddigo inscrito na plataforma Google Colaboratory

1 ### IMPORTACOES
*t numpy as np
t math
om scipy.sparse.linalg import spsolve
from scipy.sparse import c¢sc_matrix

> 1-DADOS DE ENTRADA DOS PROBLEMAS

[ 1 4 38células ocultas

> 2-PROCESSAMENTO

[ 1 4 36células ocultas

> 3-ARQUIVOVTU

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Na imagem, destaca-se também todas as importagdes de bibliotecas utilizadas para a
escrita do codigo. Destaca-se a biblioteca numpy, que possui diversos recursos de montagem
e operagdes algébricas com vetores e matrizes. A biblioteca math auxilia na escrita e
operacdo de funcdes e scipy ¢ usada exclusivamente para a resolu¢do dos sistemas de
equacdes. Esta tltima, oferece uma vantagem em termos de tempo de processamento do
codigo, pois a resolucdo se da por sistemas de matrizes esparsas. Isso diminui

consideravelmente o tempo de processamento dos problemas.
3.2.1 Dados de entrada dos problemas -( Item 1 do c6digo em anexo)

Neste topico, sdo inseridos os dados que caracterizam cada problema. Sao inseridos,
por exemplo, a matriz de coordenadas nodais que define geometria do dominio de estudo,
bem como quantidade de nds e elementos da malha. Além disso, sdo inseridas as condigdes
de contorno em cada bordo das lajes através do vetor de graus de liberdade restringidos. Por

fim, s3o computados também, o vetor de cargas externas e a matriz de conectividade.
Modelagem dos problemas

Para a modelagem dos problemas utilizando o elemento de placa,o dominio do

problema ¢ particionado em elementos menores como mostra a figura (20).
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Figura (20): Elabora¢dao do modelo em elementos finitos

Carregamento

Carga
nodal "P"

Modelo
discretizado

Nos de bordo
descarregados

Area de
Dimensoes dos influéncia da
elementos carga nodal

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Como observado na figura (20), o problema ¢ tratado como um modelo em elementos
finitos, com aplicacdo do carregamento em forma de carga concentrada nos nds da malha.
Para este trabalho, ¢ importante frisar que ndo sdo aplicados carregamentos nos bordos
quando estes sdo apoiados ou engastados, uma vez que, teoricamente, adota-se que esses nos

nio se movimentam na vertical, exceto no caso de borda livre.

Por essa razdo, por mais que a malha seja refinada, esta nunca estarad sob o
carregamento completo, mas sim, cada vez mais proximo dele. Em outras palavras, para
efeito de célculo, apenas contribuem para a deformacao da placa as cargas aplicadas aos nos
internos da malha. Seguindo esse raciocinio, um caso critico seria imaginar uma malha
analoga aquela da figura (22), porém com apenas 2 elementos. Nesse caso, ndo haveria nds

internos a malha, ndo sendo possivel, nesse caso, a aplicacao de carregamentos nodais.
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Intuitivamente, € possivel esperar os deslocamentos e as rotagdes, em caso de
convergéncia, que esta seja monotona, ou seja, espera-se que a convergéncia ocorra por
valores inferiores, uma vez que, a medida que a malha ¢ refinada, esta vai ficando mais

carregada e portanto, espera-se maiores valores de rotagdes e flecha.

Neste trabalho, para o calculo da carga nodal, ¢ aplicada uma metodologia
simplificada. Para o caso de uma placa submetida a um carregamento uniformemente

distribuido P(x,y) = P, a carga aplicada em cada n6 da malha sera, portanto, P = poab,

em que o produto ab ¢ a area de influéncia da carga nodal, sendo esta, a area do préprio
elemento (Figura 20). Caso a malha seja composta por diferentes elementos, a area de
influéncia da carga nodal ¢ a média das areas dos elementos. Devido ao uso dessa
metodologia, para o cdalculo da carga nodal, nunca a area do dominio ¢ utilizada

integralmente, restando sempre uma area nao utilizada no calculo como apresentado na figura

@1).

Figura (21): Aplicagdo das cargas nodais
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Matriz de coordenadas nodais e matriz de conectividade

Em uma malha de elementos finitos, todos os ndés da malha tem sua identificacdo
numérica ¢ sdo armazenados no vetor de coordenadas nodais “coord”. A depender da
geometria da malha, a origem do sistema de coordenadas ¢ posicionada onde for mais
conveniente, de modo a facilitar a coleta da abscissa e ordenada de cada n6 da malha. Todos
os problemas tratados aqui, toda a malha foi posicionada no primeiro quadrante do plano xy,

ou seja, as coordenadas nodais sao sempre positivas.

Uma vez posicionada a malha no sistema cartesiano, ¢ feita a numeracdo dos nds
globais da malha. Essa numeragdo pode ser realizada da maneira que for mais conveniente,
desde que facilite na identificacdo e na coleta dos dados. Neste trabalho, a numera¢ao dos nos
globais segue um padrio e foi inspirada na numeracéo utilizada por Vaz (2011). E crescente
da esquerda para a direita e de baixo para cima a partir de onde foi adotada a origem. A
numeragdo dos elementos também ¢ crescente da esquerda para a direita e de baixo para cima
a partir da escolha do primeiro elemento da malha. A figura (22) apresenta um dominio
subdividido em 12 elementos, em que mostra a posi¢ao da origem do sistema global XY, bem

como a numerag¢ao dos nds ¢ elementos.

Figura (22): Numeracao dos elementos, nos globais e locais da malha

Numeracio dos
elementos

Sistemas de

/ | __— coordenadas
Nos locais dos
globais da 9 elementos
malha
r L
Sistema de (%)
coordenadas
globais

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



59

A matriz de coordenadas nodais € a matriz que possui a abscissa e a ordenada de cada
nd da malha. Esta, portanto, ¢ uma matriz com duas colunas e “nnos” linhas. Nesse caso,
“nnos” representa o numero total de n6s da malha. Na primeira linha da matriz, estd as
coordenadas do né 1, na segunda linha est4 as coordenadas no né 2, na terceira as dono 3 e

assim sucessivamente.

Cada elemento da malha ¢, portanto, representado por 4 nos globais. Cada n6 do
elemento ¢ atribuida uma numeracao local. Segundo Vaz (2011), a numeragdo local de cada
elemento deve respeitar a uma distribuicdo anti-horaria. Isso € importante para que o
determinante da matriz jacobiana seja sempre positivo. Com isso, o modulo do determinante

da da matriz jacobiana da equagdo (82) pode ser removido para efeito de céalculo.

Figura (23): Numeracao local do elemento

Nos locais dos
- elementos

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A figura (23) apresenta a numeracao local de um elemento genérico de uma malha de
elementos finitos, em que os nos sao numerados no sentido anti-horario. Todos os elementos
da malha no codigo tem sua numeracdo local conforme indica a figura (23). A matriz de
conectividade utiliza essa numeracdo para associar cada n6 local a um nd global

correspondente de cada elemento.
Condigoes de contorno vetor de graus de liberdade restringidos

Para a aplicacdo das condi¢des de contorno dos problemas ¢ utilizado o vetor de graus
de liberdade restringidos GLR. Inicialmente, coleta-se em um vetor coluna com os nos da
malha que serdo restringidos. Geralmente sdo nos de bordo, ou nds internos que representam
as vigas ou pilares da estrutura. Em seguida, sdo calculados os graus de liberdade dos nos
associados a condi¢dao de contorno que sera aplicada. Em seguida, ¢ criado um vetor apenas
com o grau de liberdade associados as condi¢des de contorno que se deseja aplicar. Esse vetor

¢ chamado de vetor de graus de liberdades restringidos.
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A principio, os graus de liberdades de cada n6 de uma malha de elementos finitos sdo
livres, ou seja, o nds transladam verticalmente e rotacionam em ambos os sentidos. Sendo
assim, a aplicagdo das condig¢des de contorno se resume em restringir € esses movimentos. Se
a um conjunto de nds se deseja aplicar uma condicdo de contorno de engaste, por exemplo,
todos os graus de liberdade desses nds serao restringidos e, para isso, todos ele devem constar
no vetor GLR. Analogamente, para aplicar a um conjunto de nos a restricdo de deslocamento,

apenas o grau de liberdade de deslocamento deve constar no vetor GLR.
Vetor de cargas externas

O vetor de cargas externas contém os carregamentos e rotacdes oriundos de forgas
externas e forcas de corpo. E um vetor coluna cuja quantidade de linhas equivale ao nimero
de graus de liberdade da malha. Cada tipo de carregamento assume uma posi¢do no vetor
carga relacionado ao grau de liberdade de cada carregamento. Os graus de liberdade sem

influéncia de carregamentos, aparecem no vetor de cargas como valores nulos.
3.2.2 Processamento - (Item 2 do c6digo em anexo)

O topico de processamento ¢ responsavel pela maioria das operacdes algébricas do
programa. E sempre o mesmo para todos os problemas e ¢ responsavel, especialmente, por
gerar o vetor de deslocamentos nodais da malha, bem como gerar os vetores de esforgos
internos da estrutura. E, portanto, a parte do codigo mais carregada em termos de

processamento. E subdividido nos subtopicos a seguir;
Vetor dos dados de entrada - ( Item 2.1 do c6digo em anexo)

Nesse topico, através de uma estrutura de repeticao, sdo criados os vetores utilizados
durante o processamento. Os vetores criados nesse topico sdo, vetor de espessura dos
elementos, vetor dos coeficientes de Poisson e o vetor dos modulos de elasticidade de cada
elemento. Apesar de ser possivel construir elementos com parametros variados, todos os
elementos das malhas adotadas nos problemas deste trabalho possuem mesma espessura,
mesmo modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson. Esses pardmetros sdo fornecidos no

topico de dados de entrada e replicados a todos os elementos.
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Coordenada dos nos dos elementos - (Item 2.2 do cédigo em anexo)

Neste topico, sdo calculados os vetores de coordenadas globais e locais. Utilizando os
vetores de coordenadas globais é feita a construcdo da matriz “coorde”, que contém as
coordenadas nodais globais de cada elemento. Como dito anteriormente, cada elemento da
malha ¢ representado por 4 noés. Cada nd, por sua vez, tem sua coordenada global e sua
coordenada local. Além disso, cada elemento tem sua identificagdo numérica na malha, de
modo que seja possivel identifica-lo. Tanto as coordenadas globais quanto as locais sdo
montadas na forma de vetor em fun¢do de cada elemento no cédigo como mostra a figura

(24).

Figura (24): Montagem dos vetores de coordenadas globais

1 # VETOR DAS COORDENADAS X GLOBAIS:

3 def xg(e):

XG = np.array([[coord[int(conec[(e-1),0]-1), @]1,
[coord[int(conec[(e-1),1]-1), @]],
[coord[int(conec[(e-1),2]-1), @]],

7 [coord[int(conec[(e-1),3]-1), @]]1]1)
return XG

16 # VETOR DAS COORDENADAS Y GLOBAIS:

11

12 def yg(e):

13  YG = np.array([[coord[int(conec[(e-1),@]-1), 1]],

1/ [coord[int(conec[(e-1),1]-1), 1]],

15 [coord[int(conec[(e-1),2]-1), 1]],

[coord[int(conec[(e-1),3]-1), 1]1])

17 return YG

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A figura (24), ¢ um recorte do topico 2.2 do cddigo. O vetor de coordenadas globais &,
portanto, um vetor coluna que utiliza a matriz de coordenadas representada por “coord” e
também pela matriz de conectividade “conec”. Esta auxilia na captura das coordenadas
dentro da matriz “coord” do elemento e. Portanto, no cddigo, os vetores de coordenadas sao
inscritos em termos da varidavel e. O mesmo raciocinio € aplicado para a obtengao do vetor de

coordenadas locais.
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A matriz de coordenada dos elementos, por sua vez, ¢ uma matriz com duas colunas e
4 linhas, tendo como entrada, os vetores de coordenada global definidos anteriormente como
¢ representada no topico codigo através da figura (25). Esta, ¢ exatamente a matriz X,
apresentada na equagdo (60c), sendo usada diretamente na obten¢do da matriz jacobiana de

cada elemento da malha.

Figura (25): Matriz de coordenadas nodais dos elementos.

w u

w oW
WO 0 ~J ¢

>

# >>> Matriz de coordenadas dos elementos [coorde]

def coorde(e): # Coordenadas globais
48  xG_val = xg(e)
41 yG_val = yg(e)

42 coorde = np.array([[xG_val[1l -1][e], yG_val[1 -1][e]],
43 [xG_val[2 -1][@], yG_val[2 -1][e]],
44 [xG_val[3 -1][e], yG_val[3 -1][e]],
45 [xG_val[4 -1][@], yG_val[4 -1][e]]])

6 return coorde

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Matrizes constitutivas do material - (Item 2.3 do cédigo em anexo)

No codigo, as matrizes constitutivas do material foram inscritas também em fung¢ao de
cada elemento. A figura (26) apresenta a implementa¢do dessas matrizes apresentadas na

equacao (19b), topico 2.1.3 deste trabalho que se refere ao modelo constitutivo eléstico linear.
Figura (26): Matrizes constitutivas

1 # MATRIZ [D]:

2 def D(e):
e = e - 1 # Ajuste da numeracdo do elemento
D = (t[e][@]**3*E[e][€])/(12%(1-v[e][@]**2)) * np.array([[1, v[e][e], @]
[vielfe], 1 el,
2, @ (2-v[el[e])/2]])
7 return D
9 # MATRIZ [C]:
18 def C(e):
11 e = e - 1 # Ajuste da numeracdo do elemento
12 € = (E[e][@]/((1-v[e][@]**2))) * np.array([[1, v[e][e], @],
13 [v[elle], 1, e],
14 [ e, o, (1-v[e][@])/2]])
15 return C

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Formulacio das matrizes “A” e “Q” - (Item 2.4 do c6digo em anexo)

A matriz Q ¢ usada para calcular o vetor das deformagdes como apresenta a equagao
(69b). Esta ¢ originalmente inscrita em termos das variaveis xy. Porém, devido a
transformag¢ao de coordenadas, também passa a ser inscrita em termos das variaveis &n.
Também ¢ funcdo de cada elemento, uma vez que o vetor de coordenadas nodais varia em
funcdo de cada elemento. A implementagdo no codigo esta no topico 2.4 e € apresentado pela

figura (27).

Figura (27): Implementacdo da matriz Q

1 # MATRIZ [Q]:
3 def Q(e, § , n):
4 x = xel(e , § , n)
5 y=yel(e, §,n)
Q = np.array([[ @, ©, 8, 2, 8, @, 6*x, 2*y, a, @, 6*x*y, e],
7 [ eJ el GJ GJ GJ 23 eJl 9: 2')(, 6!YJ @J 6')(!)’]3
[ e, e 0, 0, 2, 0, @, 4*x, 4%y, @, 6*x**2, 6*y**2]])
return Q

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A matriz A apresentada pela equagdo (65), também foi implementada utilizando os
vetores de coordenada local dos elementos. Isso significa que também ¢é fun¢do de cada

elemento.
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Figura (28): Matriz A

11 # MATRIZ [A]:

12

13 # Matriz A de cada elemento.

14 def A(e):

15 x1, %2, %3, x4 = x1l(e)[e][e], x1l(e)[1][e], x1(e)[2][e], x1l(e)[3][e]

16 y1, y2, y3, y4 = yl(e)[e][e], yl(e)[1][e], yl(e)[2][e], yl(e)[3][e

17 A = np.array([[ 1, x1, y1, x1**2, x1*yl, yl1**2, xX1**3, yl*x1**2, x1*y1**2, y1**3, y1*x1**3, x1*y1*%3],

18 [e, e, -1, e, -X1, -2*%yl, e, -X1%%2, -2%xl*yl, -3*y1**2, -X1%*3, -3Exl*yl**2],
19 [ e, 1, e, 2%x1, yl, @, 3*x1**2, 2*y1*x1, y1¥%2, @, 3*yl*x1**3, y1%%3],
28 [ 1, x2, y2, x2**2, x2*y2, y2**2, X2%23,  y2ExIEXD, X2RyIEX), y2**3,  y2*x2**3, x2*y2**3],
21 [e, e, -1, e, -X2, -2%y2, e, -X2%%2, -2%y2%y2, -3*y2%*%2, -X2%%3, _3Ey2*yR*%]],
22 [e, 1, e, 2*x2, y2, 0, 3*x2**2, 2%y2*x2, y2%%2, 9, 3*y2*x2**2, y2**3],
23 [ 1, %3, y3, x3*%2, x3*y3, y3*¥2, x3*¥3, y3¥x3*¥*2, x3%y3**2, y3**3, y3*x3%*3, X3Ey3EE3]
24 [0, o, -1, e, -X3, -2%y3, 0, -X3*%¥2, -2%x3I*y3, -3*y3*2, -X3%%3, -I*x3*y3*e2],
25 [ e, 1, e, 2*x3, y3, @, 3%x3**2, 2%y3*x3, y3%%2, @, 3*y3*x3**], y3**3],
26 [ 1, x4, y4, x4%%2, xd*yd, yA**2, x4**3, ya4*x4**¥2, x4*y4**2, ya¥¥3,  yA*x4**3, x4*y4**3],
27 [e, e, -1, e, -x4, -2%y4, e, -X4%*2, -2%x4*y4, -3*yaAr*2, -X4**3, _3ExAFyA*ED ],
28 [ e, 1, @, 2%x4, v4, 0, 3*¥x4**2, 2%ya=xa, yd’-'"2, 9, 3':{4'14""-‘2, yd""B:'_::
29 return A

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
A matriz kop da equacdo (79) também foi implementada no codigo. Esta também

depende de cada elemento e ja € inscrita em termos das varidveis &n. No codigo, essa matriz é

denominada de kop como mostra a figura (29).

Figura (29): Matriz kop

# MATRIZ [Kop]:

wow oL
[ =

33 def Kop(e, &, n):
Kop = np.dot(np.transpose(Q(e , § , n)), np.dot(D(e),Q(e , § , n)))
35 return Kop

IS

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Integracao via quadratura Gaussiana - (Item 2.5 do c6digo em anexo)

Este subtopico ¢ destinado a insercdo de dados e operagdes referentes a integragdo numérica

pelo método de Gauss-Legendre.
Pontos e pesos de Gauss - (Item 2.5.1 do cédigo em anexo)

Este subtopico ¢ destinado a inser¢do dos pontos e pesos de Gauss referentes a
integracdo 2x2. Nele sdo implementados as equacdes (89a) e (89b). A figura (30) apresenta

os valores inseridos.
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Figura (30): Pontos e pesos de Gauss

1 # PONTOS DE GAUSS PARAINTEGRACAO 2X2:

3 eg
4 ng

6 # PESOS DE GAUSS:

np.array([[-1/np.sqrt(3)],[1/np.sqrt(3)]])
np.array([[-1/np.sqrt(3)],[1/np.sqrt(3)]1])

8 wg = np.array([[1],[1]])

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Funcdes de forma - (Item 2.5.2 do codigo em anexo)

Como comentado no topico 2.4.2 deste trabalho, tendo em vista a utilizagdo de
métodos numéricos de resolugcdo das integrais multiplas para obtencdo da matriz de rigidez
dos elementos, ¢ feita uma mudanga de variavel como sugere a equacao (82). Para a mudanca
de variaveis, utilizam-se as fun¢des de forma apresentadas na figura (14). A figura (31)

apresenta sua implementacao no cédigo.

Figura (31): Implementacao das funcdes de forma

1 # FUNCOES DE FORMA:

3 def N1(§ , n):
N1 = (1/4)*((1 - §)*(1 - n))
5 return N1

7 def N2(§ , n):
8 N2 = (1/4)*((1 + §)*(1 - n))
return N2

def N3(§ , n):
N3 = (1/4)*((1 + §)*(1 + n))
13 return N3

=
N = ® WD

15 def N4(E , n):
16 N4 = (1/4)*((1 - §)*(1 + n))
17 return N4

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Utilizando as fung¢des de forma, ¢ possivel escrever as coordenadas xy em fungado das
coordenadas &n apresentado pela equagdo (55). A implementacdo dessa equagdo no codigo ¢

feita no topico 2.5.2 como mostra a figura (32).
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Figura (32): Equacdes de transformacao de coordenadas

20 def xel(e , £ , n): # Coordenada x:

21 xel = N1(§ , n)*x1(e)[e][e] + N2(§ , n)*x1(e)[1][e] + N3(§ , n)*x1(e)[2][@] + NA(§ , n)*x1(e)[3][e]
22 return xel

24 def yel(e , € , n): #Coordenada y:

25 yel = N1(E , m)*yl(e)[e][e] + N2(E , m)*yl(e)[1][@] + N3(E , m)*yl(e)[2][@] + N&(E , n)*yl(e)[3][e]
26 return yel

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A diferenca bésica entre a equacao (55) e a sua implementagdo no codigo apresentado
pela figura (32) ¢ que as varidveis X e y, além de serem inscritas em termos das novas
variaveis & e 1, sdo inscritas também em fung¢do de cada elemento, representado pela variavel
e. Como podemos observar, a varidvel e advém do vetor de coordenadas locais de cada
elemento, representado no coédigo pelos vetores xl(e) e yl(e), que também dependem de

cada elemento.
Matriz Jacobiana - (Item 2.5.3 do c6digo em anexo)

Para obter a matriz de rigidez de cada elemento, ¢ necessario definir a matriz
jacobiana de cada elemento e aplica-la na equagdo (82). Uma maneira pratica de obté-la ¢
usando a equagdo (60b). Para tal, basta apenas definir a matriz DNx(§, 1) que contém as

derivadas de primeira ordem das fun¢des de forma.

Figura (33): Matriz das derivadas

L,
18 # Matriz com as derivadas das func¢des de interpolacdo
19

20 def DNx(E, n):

1 NE_val = N§(§, n)

2 Nn_val = Nn(§, n)

DNx = np.array([NE_val[:, @], Nn_val[:, @]])
return DNx

N N NN

¥ I -9

J

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A parte do codigo representada na figura (33), esta inscrita no topico 2.5.3. Para tal, as

derivadas foram inseridas manualmente no c6digo em uma etapa anterior.
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Elas sdo representadas por N§(§,m) e Nn(§, 1) como mostrado na figura. Uma vez
montada a matriz DNx(§, 1), determina-se a matriz jacobiana, bem como o seu determinante.
Novamente, a variavel e, aparece, indicando que ambas as matrizes dependem de cada

elemento.

Figura (34): Matriz Jacobiana e sua inversa

26 # >>> Matriz Jacobiana [J]

28 def (e, &, n):
20 J = DNx(§, n) @ coorde(e)
return J

32 # >»> Determinante da matriz Jacobiana
4 def Detl(e, §, n):

Det] = np.linalg.det(J(e, §, n))
return Det]

n

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Integracao - (Item 2.5.4 do cédigo em anexo)

Este topico ¢ responsavel pela realizagdo da integracdo numérica pelo método de
Gauss-Legendre apresentado no topico 2.5 deste trabalho. A figura (35) apresenta a
implementagdo da equagdo (90a), para a resolugdo da integral apresentada pela equacao (82),
resumindo-se a um procedimento iterativo para obten¢do da matriz Ki(e) que representa a

matriz K ,ha equacao (82).

Figura (35): Integragdo por quadratura Gaussiana

[1] 1 def Ki(e):
Kii = np.zeros((12,12))
for i in range(2):

4 for j in range(2):

§a = eg[i][e]
na = eg[jl[e]
7 Kii = Kii + wg[i][e] * wg[j][@e] * Kop(e, Ea, na) * Detl(e, Ea, na)
return(Kii)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Matriz de rigidez dos elementos - (Item 2.6 do cédigo em anexo)

Este topico no codigo ¢ responsdvel por gerar as matrizes de rigidez de cada
elemento. Uma vez resolvida a integral, a matriz Ki(e) ¢é utilizada na equagao (80), gerando a
matriz de rigidez de cada elemento Ke(e) representado na figura (36). E importante lembrar
que a matriz Ke(e) tem dimensdes 12x12, ou seja, esta armazena todos os 12 graus de

liberdade do elemento.

Figura (36): Obtencao da matriz de rigidez de cada elemento

1 def Ke(e):

InvA = np.linalg.inv(A(e))

Kee = np.dot(np.transpose(InvA), np.dot(Ki(e), InvA))
4 return Kee

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Matriz de rigidez Global - (Item 2.7 do cédigo em anexo)

Neste topico ¢ criado o vetor de graus de liberdade GDL(e) discutido no topico 2.4.2.
Este ¢ crucial para a montagem da matriz de rigidez da estrutura. Para tal, ¢ criada uma
matriz K com elementos nulos de dimensdao GLxGL. Em seguida ¢ realizado o preenchimento
dessa matriz utilizando uma estrutura de repeticdiocom i = 1,2,3, ..12.ej = 1,2,3, ... 12.

baseada na expressdo a seguir;

Kgapre)sanre), = Kgapresopre), + Ke(e); (92)

Dessa maneira, a matriz de rigidez global ¢ montada termo a termo, sendo armazenada no

vetor K como mostra a figura (37).


https://www.codecogs.com/eqnedit.php?latex=Kg_%7BGDL(e)_%7Bi%7D%20%3B%20GDL(e)_%7Bj%7D%7D%3DKg_%7BGDL(e)_%7Bi%7D%20%3B%20GDL(e)_%7Bj%7D%7D%2BKe(e)_%7Bij%7D#0
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Figura (37): Obtencao da matriz de rigidez da estrutura

19 # MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL:
21 K = np.zeros((GL,GL))
22 for e in range(1,(ne+l)):
23 GDL_e = GDL(e)
24  Ke_e = Ke(e)
2° for i in range(12):

for j in range(12):

27 K[GDL_e[i][@]-1][GDL_e[j][@]-1] += Ke_e[i][]]

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Uma curiosidade sobre a matriz de rigidez global, ¢ que esta ¢ sempre uma matriz
quadrada ¢ invertivel. Além disso, cada linha da matriz corresponde a uma equagdo que
representa referente a apenas um grau de liberdade do problema. Portanto, as linhas da matriz
estdo organizadas em ordem crescente de graus de liberdade. As trés primeiras linhas da
matriz de rigidez global, por exemplo, fazem parte das equacdes que representam os 3 graus
de liberdade do n6 1 da estrutura. Os proximos 3 sdo representam os graus de liberdade do
nd 2 e assim sucessivamente. Portanto, a equacdo (87b), representa um sistema com GL

equacdes e GL incognitas, sendo que cada incognita € um grau de liberdade da estrutura.
Formulagao das condi¢oes de contorno - (Item 2.8 do c6digo em anexo)

Para obedecer as condigdes de contorno aplicadas a cada no6 da placa, faz-se o uso do
vetor de graus de liberdade restringidos, denotado no coédigo por GLR. Existem algumas
maneiras de impor condigdes de contorno a um né de uma estrutura. Uma estratégia simples é
aplicar uma “grande rigidez” ao grau de liberdade correspondente. Por exemplo, para aplicar
a condi¢do de contorno deslocamento nulo de um no, por exemplo, o vetor GLR localiza o
grau de liberdade associado ao deslocamento do né e lhe aplica uma grande rigidez ao
deslocamento. Matematicamente, isso ¢ feito multiplicando-se um numero grande ao
elemento da diagonal principal da matriz de rigidez global correspondente aquele grau de
liberdade especifico. O mesmo procedimento ¢ aplicado caso seja conveniente restringir

quaisquer rotagdes do no.

Esse procedimento foi aplicado no cddigo e, como mostra a figura (38), o elemento da

diagonal principal localizado pelo vetor de graus de liberdade restringidos ¢ multiplicado por

um fator de 107.
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Figura (38): Condig¢des de contorno

1 # Aplicacdo das condi¢bes de contorno:
3 for i in range(GLR.shape[®]):

4 K[GLR[i,0]-1,GLR[i,0]-1] = 10**7*K[GLR[i,0]-1,GLR[i,0]-1]

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Solucio do sistema de equacdes - (Item 2.9 do cddigo em anexo)

Neste topico sdo calculados os vetores de deslocamento global da estrutura dg e
também o vetor de deslocamentos de cada elemento de(e). Como discutido anteriormente, o

vetor de deslocamentos globais da estrutura ¢ obtido por meio da equacao (93a). Esta ¢ uma

das etapas mais requisitadas em termos de tempo de processamento.

Diante de malhas de elementos finitos muito densas, estas geram sistemas lineares de
dimensdes muito altas e a solu¢io dos problemas ocorre de forma mais demorada. E por esse
motivo que optou-se pela resolugdo mediante a sistemas de matrizes esparsas oferecido pela
biblioteca scipy, obtendo uma eficiéncia maior no tempo de processamento quando

comparado com a resolucao do sistema por meio da biblioteca numpy.
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Figura (39): Solugdo do sistema de equacdes

1 # Deslocamentos nodais globais:

2
:{ #d = np.linalg.solve(K , f)l > Resolugdo por meio da biblioteca nmpy.
4

5 # »»» Vetor dos deslocamentos nodais globais

6 def solve_large_system(K, f): # Funcdo para resolucdo so sistema linear
K_sparse = csc_matrix(K) # Converter K para formato esparso CSC

8

9 try:

1@ d_sparse = spsolve(K_sparse, f)

11 d = np.array([d_sparse]).T

12 print(f“Solucdo encontrada com sucesso!"™)

13 return d

14 except ValueError as e:

15 print(f"Erro ao resolver o sistema: {e}")

16 return None

17 except Exception as e:

18 print(f"Ocorreu um erro inesperado: {e}")

15 return None

28

21 d = solve_large_system(K, f) # Resolvendo o sistema

22

23 if d is not MNone: # Verificando se a solucdo foi encontrada
2 pass # Faca algo com a solucdo, se necessario
25 else: # Trate o caso em que ndo fol possivel resolver o sistema
26 print("Ndo foi possivel encontrar uma solucdc para o sistema.")

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Na figura (39), o vetor d ¢ equivalente ao vetor dg. Com o auxilio do vetor GDL(e), monta-se

o vetor de deslocamentos de cada elemento de(e) como mostra a figura (40) a seguir.

Figura (40): Vetor de deslocamento de cada elemento

28 # Deslocamentos nodais de cada elemento:

[Ts]

[NV N ]

@ def de(e):

31 dee = np.zeros((12,1))

32 for i in range (12):

33 dee[i, @] = d[GDL(e)[i][@]-1][@]
34 return dee

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Matriz de compatibilidade cinematica - (Item 2.10 do cédigo em anexo)

Neste topico, ¢ calculada a matriz de compatibilidade cinematica B(x, y) discutida no

topico 2.4.2 deste trabalho. Como visto anteriormente, essa matriz advém da expressao

-1 . . . ~
Q(x,y)A . Esta, por sua vez, ¢ descrita também em fun¢ao de cada elemento.
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Efetuando-se a mudanca de  variaveis, esta ¢  escrita como

B(e, §M) = Q(e, E,n)A(e)_l. A implementagdo da matriz foi realizada conforme a figura

(41).
Figura (41): Matriz de compatibilidade cinematica

1 def B(e, &, n):
2 InvA = np.linalg.inv(A(e))
B = np.matmul(Q(e, € , n), InvA)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Vetor dos momentos - (Item 2.11 do cdédigo em anexo)

Neste topico, ¢ criada a fungdo que calcula o vetor dos momentos contendo os
momentos fletores na direcdo de x, y e o momento torsor. Além disso, sdo calculados os
vetores que contém cada momento em particular. Essa etapa ¢ crucial para a representagcdo

grafica desses esfor¢os no paraview.
Fun¢io dos momentos - (Item 2.11.1 do codigo em anexo)

Nesta etapa ¢ implementada a equacdo (88). A implementacdo esta representada na
figura (42). Esta equacdo fornece os valores dos esfor¢os internos em um n6 especifico de um
elemento da malha. A escolha do n6 se da pela manipulacdo das varidveis &n de acordo com a
figura (17). Por exemplo, para saber a magnitude dos esforcos internos no n6 2 do elemento

1, deve-se fazer M k(l, 1, — 1). O resultado ¢ um vetor coluna com trés linhas. A primeira

linha com o valor do momento fletor na direcdo de x, a segunda linha com momento fletor na

direcdo de y e na terceira linha o valor do momento torsor.
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Figura (42): Fun¢do dos momentos.

1 # FUNCAO QUE CALCULA O MOMENTO EM FUNCAO DOS ELEMENTOS:

3 def Mk(e, &, n):
Mk = np.dot(-D(e), np.dot(B(e, &, n), de(e)))

return Mk

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Vetor de momentos - (Item 2.11.2 do c6digo em anexo)

Esta etapa do cdodigo ¢ destinada a geracdo dos vetores de esforgos internos que serao
utilizados no cdédigo no topico denominado Preparaview implementado por Silva (2022).
Para tal, ao invés de representar os trés momentos em um Unico vetor, como fornecido pela
equacdo dos momentos, estes serdo coletados separadamente, ou seja, serdo criados trés
vetores coluna sendo, o primeiro destinado ao armazenamento dos momentos fletores em x, o
segundo destinado a armazenar os momentos fletores em y e o terceiro destinado a armazenar
apenas os momentos torsores. A dimensao da matriz que representa cada um desses vetores €

nnos x 1, ou seja, contemplam todos os nds da malha.

Como abordado anteriormente, os n6s de uma malha de elementos finitos podem ser
compartilhados por 1, 2, 3 ou 4 elementos. Como explicado em Logan (2012), a expressdo do
funcional w(x, y) representada pela equacao (63a), € inscrita de modo que a continuidade dos
deslocamentos entre os elementos seja garantida. Porém, segundo o mesmo autor, essa
condi¢do ndo ¢ garantida no caso das suas derivadas. Como os esforgos internos sao obtidos
fazendo o uso das derivadas de w mediante as equacdes (38), (39) e (40), ¢ de se esperar que
sejam encontrados valores de momento com diferengas para um mesmo nd que seja

compartilhado por mais de um elemento.

Para resolver esse problema, optou-se por fazer uma média aritmética entre os valores
de momento encontrados em cada elemento que compartilha o mesmo no. Para tal, neste
subtopico do codigo, foi criada uma maneira de identificar quantos elementos compartilham
o mesmo no. Esse valor ¢ calculado e armazenado em um vetor contador. Em seguida, a
funcdo dos momentos apresentada na figura (42), calcula o momento em todos os elementos

que compartilham o mesmo nd.
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Em seguida, esses valores sdo somados e armazenados num segundo vetor
denominado vetor soma. Sendo assim, ¢ criado um vetor para armazenar os valores da média

aritmética a ser efetuada.

Por fim, a média aritmética é calculada fazendo a divisao de cada elemento do vetor
soma pelo seu correspondente no vetor contador. Esse procedimento ¢ repetido para os 3
valores de momento, de modo que ao final, obtenha-se trés vetores independentes, sendo um
contendo a média referente aos momentos fletores em x, outro com a média dos valores dos
momentos fletores em y e outro contendo a média dos momentos torsores. No codigo, esses
vetores sdo denotados por mx, my e mxy respectivamente. A programacdo dessa parte do

codigo pode ser verificada no anexo A.
3.2.3 Arquivo VTU - ( Item 3 do cddigo em anexo)

Apobs o processamento de cada problema, ¢ gerado um arquivo VTU contendo os
dados processados em cada andlise. O arquivo VTU ¢ utilizado diretamente na plataforma
Paraview para a visualizacdo grafica de dados, auxiliando na representacdo dos dados e
processamento de imagens e graficos e, por isso, ¢ um tipo de arquivo Paraview VIK
Unstructured Grid. Segundo Silva (2022), a obten¢ao desse tipo de arquivo ¢ feita através de

um modulo Python chamado PyEVTK desenvolvido por Herrera (2021).
3.3 Paraview

O Paraview € um software aberto e gratuito utilizado na visualizagdo e analises de
dados com diversos fins cientificos. E utilizado por engenheiros, uma ferramenta de
pos-processamento de dados onde o usudrio ¢ capaz de identificar quaisquer problemas do
produto e avaliar o desempenho do mesmo através da simulacdo com ferramentas graficas de
visualizacao de dados. Neste trabalho, todas as imagens obtidas para as analises dos esforgos

solicitantes foram obtidas utilizando o Paraview.

Existem algumas formas de representacdes graficas utilizando elementos finitos. Em
suas andlises, Silva (2022) utiliza campos de deslocamento e rotacdes com distribuicao
continua de coloracdo, ou seja, ¢ possivel observar varias paletas de cores em um mesmo
elemento (Figura (43a)). Ja para representa¢do dos esfor¢os internos utiliza a representagdo
de elementos com paletas de cores discretas, ou seja, cada elemento representa uma cor, que,

por sua vez, esta associada a um unico valor de esfor¢o (Figura (43b)).
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Para obter a magnitude dos esforgos solicitantes no elemento, Silva (2022) utilizou a média

dos pontos de Gauss.

Figura (43): Analise dos deslocamentos e esforcos normal em pilar parede

— -2000

I— -4.5e+03

(a) Deslocamento representado em paletas (b)) Esforco normal representado em paletas

de cores continuas. de cores discretas.

Fonte: Silva, 2022.

A magnitude dos esforgos internos trabalhados sao referentes aos nds dos elementos
como esclarecido no topico 2.2. Como parametro de representacdo, as analises de
deslocamentos, rotacdes e esforcos internos deste trabalho serdo apresentados inteiramente

em campos com paletas de cores continuas.
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4 RESULTADOS: VALIDACAO E ANALISES

Essa secdo apresenta a aplicacdo do elemento e o seu desempenho em placas, desde
geometrias simples, a geometrias mais complexas contendo os tipos de carregamentos
encontrados no campo da engenharia de estruturas. Além disso, sdo simulados pavimentos de

edificagdes, com foco no estudo dos esfor¢os internos e deslocamentos.

O elemento implementado serd submetido a uma série de andlises quanto a sua
convergéncia, desempenho, eficiéncia do codigo e adaptabilidade as diversas geometrias do
dominio de estudo, bem como seu desempenho com relagdo a malhas com elementos de

geometria distorcida.
4.1 Validacao do elemento

Para a validagdo do elemento, sera utilizado um exemplo numérico apresentado por
Wilson (2002). O exemplo sera dividido em 2 analises. A primeira consiste em submeter uma
placa quadrada simplesmente apoiada a um carregamento pontual. A segunda consiste na
aplicagdo de um carregamento uniforme na mesma placa usada na primeira andlise. Serdo
estudados também o desempenho da malha dos elementos, sendo esta com elementos
retangulares e também com elementos distorcidos. A convergéncia da malha sera estudada a

medida que o nimero de elementos aumenta.

Os parametros do problema sdo definidos por Wilson (2002) e sdo resumidos na

tabela (01) a seguir;
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Tabela (1): Dados de entrada do problema

Placa quadrada - Wilson (2002)

Parametro Unidade da bibliografia  Unidade no SI
Carga pontual 1 kip 4,4482 kN
Carga uniforme 1 kip/in?* 6894,7573 kN/m?
Espessura da placa l in* 0,0254 m
Dimensao 10 in* 2,54 m
Coeficiente de Poisson 0,3 0,3
Moédulo de elasticidade 10,92 75290,7496 kPa

*1n - Refere-se a polegadas

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Na primeira andlise, utiliza-se a carga pontual situada no centro da placa. A malha ¢

composta por elementos retangulares retos, ou seja, sem distor¢cdes. Foram entdo testadas 9

malhas, desde a malha 1, (2x2) com 4 elementos até¢ a malha 9 (64x64), contendo 4096

elementos.

A figura (45) ilustra a representagdo das analises consideradas no problema para a

malha 6 (12x12), contendo 144 elementos. A discretizacdo do dominio de estudo referente a

malha 6 ¢é representado pela figura a (44) a seguir.

Figura (44): Elementos retangulares retos - Malha 6

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



Figura (45): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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(a) Deslocamento (in) (b) Momento em x (kip.in/in)
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(d) Momento torsor (kip.in/in)

x (10e-3 rad)

(e) Rotagoes em x (10e-3 rad) (f) Rotagdes em y (10e-3 rad)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Mx (ip.in/in)
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Como esperado, os momentos maximos sdo iguais e ocorrem no centro da placa
devido a sua geometria e o posicionamento da carga pontual. Em contrapartida, o momento
torsor maximo ocorre nos cantos simplesmente apoiados como discutido na obra de Araujo
(2010). Segundo Wilson (2002), o valor exato do deslocamento da placa fina trabalhada nesse
exemplo ¢ de 1,16 polegadas.

Com intuito de estudar a convergéncia dos deslocamentos e esforcos internos, esse
procedimento foi repetido para as diversas malhas cujos resultados estio registrados na tabela
(02). Como esperado, a medida que a malha ¢ refinada, hd& uma convergéncia dos
deslocamentos. Por serem estudados no centro da placa, os momentos na direcdo de x e y sdo
iguais € maximos nesse ponto. Porém no caso dos esforcos internos, de acordo com a figura
(46.b), os valores de momento ndo apresentam sinais de convergéncia definidos. Ja os

momentos torsores no centro sdo cada vez menores a medida que a malha ¢ refinada,

convergindo ao valor nulo como era esperado.

Tabela (2): Analise com carga pontual

1 2x2 4 1,418 0,248 0,248 0,040
2 4x4 16 1,237 0,302 0,302 0,027
3 6x6 36 1,199 0,344 0,344 0,024
4 8x8 64 1,184 0,373 0,373 0,023
5 10x10 100 1,176 0,396 0,396 0,023
6 12x12 144 il Al 0,415 0,415 0,023
7 16 x16 256 1,167 0,445 0,445 0,023
8 32x32 1024 1,162 0,516 0,516 0,022
9 64 x 64 4096 1,161 0,588 0,588 0,022

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



Figura (46): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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maneira decrescente.
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De acordo com o grafico de deslocamentos (Figura 46.a), a convergéncia ocorre de

Segundo Soriano (2003), esta ¢ uma convergéncia ndo mondtona. Além disso, chama

atencao o comportamento dos momentos nas direcoes de x e y. Apesar de estar proximos da

solugdo teorica, estes ndo apresentam sinais de convergéncia. Segundo Wilson (2002), esse

fato esta relacionado a singularidade associada a concentragdo de tensdo causada pela

aplicacdo da carga pontual. Por outro lado, 0 momento torsor assume um comportamento

esperado, diminuindo a medida que a malha ¢ refinada.
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Por outro lado, a solicitacdo por carga uniformemente distribuida na placa apresentou
resultados mais satisfatérios em termos de convergéncia de deslocamentos e esforcos
internos. A andlise leva em consideragdo uma carga distribuida de 1 kip/in?, na mesma malha
usada anteriormente submetida a carga pontual. O comportamento da placa esta apresentado

na figura (47).

Figura (47): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)

dz (in)
Mx (kip.n/in)

(a) Deslocamento (in) (b) Momento em x (kip.in/in)

My (kipin/in)

Mxy (kip.in/in)

(c) Momento em y (kip.in/in) (d) Momento torsor (kip.in/in)
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(e) Rotagdio em x (10-3 rad) (f) Rotagdo em y (10e-3 rad)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

De maneira andloga, o problema foi submetido as 9 malhas ensaiadas anteriormente
juntamente com a malha 10, contendo 10000 elementos. Os resultados foram coletados na

tabela (03).

Tabela (3): Analise com carga uniformemente distribuida

1 2x2 4 35,454 6,195 6,195 0,993
2 4x4 16 39,419 4,896 4,896 0,360
3 6x6 36 40,099 4,827 4,827 0,165
4 8x8 64 40,331 4,808 4,808 0,094
5 10 x 10 100 40,437 4,801 4,801 0,060
6 12x12 144 40,494 4,797 4,797 0,042
7 16 x 16 256 40,551 4,793 4,793 0,024
8 32x32 1024 40,605 4,790 4,790 0,006
9 64 x64 4096 40,619 4,789 4,789 0,001
10 100 x 100 10000 40,622 4,789 4,789 0,001

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Figura (48): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Com relacdo a convergéncia dos deslocamentos (Figura 48.a), observa-se claramente
uma convergéncia do tipo mondtona como discutido na obra de Soriano (2013), convergindo
para a solucdo correta do problema por valores inferiores. Quanto aos esforgos internos, estes
também convergem para valores bem definidos por valores superiores. Para este problema, o

elemento obteve um bom desempenho na obtengao dos deslocamentos e esforgos internos.

A mesma placa ensaiada anteriormente foi discretizada em elementos distorcidos
como representa a figura (49). Para este problema, a mudancga basica ¢ apenas na matriz de
coordenadas nodais, em que os nds da malha foram deslocados de modo a distorcer a forma

de cada elemento.
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Figura (49): Elementos distorcidos - Malha 6

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A malha da figura (49) foi submetida ao carregamento pontual da tabela (1). O

comportamento da malha ¢ representado pela figura (50).

Figura (50): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)

(a) Deslocamento  (in) (b) Momento em x (kip.in/in)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
Os resultados numéricos obtidos nas analises foram registrados na tabela (4) a seguir.

Tabela (4): Analise com carga pontual com malha distorcida - Malha 6

1 2x2 4 1,223 0,256 0,268 0,019
2 4x4 16 1,015 0,265 0,279 0,040
3 6x6 36 1,031 0,283 0,294 0,015
4 8x8 64 1,033 0,323 0,330 0,017
5 10x 10 100 1,035 0,344 0,352 0,015
6 12x12 144 1,036 0,364 0,372 0,016
7 16 x 16 256 1,037 0,394 0,401 0,016
8 32x32 1024 1,038 0,466 0,470 0,017
9 64 x 64 4096 1,038 0,535 0,538 0,018
10 100 x 100 10000 1,038 0,579 0,581 0,019

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



Figura (51): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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Em relagdo aos deslocamentos (Figura (51a)), observa-se que o elemento apresenta

sinais de convergéncia “por cima”, ou seja, parte de valores superiores ao analitico. Porém,

apesar de convergir, este ndo apresentou convergéncia para o valor analitico, mas sim para

um valor inferior a este como ¢ observado na tabela (4). Quanto aos momentos fletores na

direcdo de x e y, inicialmente, chamou a ateng@o a assimetria entre 0s momentos maximos

nas primeiras malhas (Figura (51b)), além de nao apresentar sinais de convergéncia definidos

semelhante ao caso da malha retangular. Além disso, os valores de momento apresentam

valores bem inferiores ao valor analitico considerado, & medida que a malha ¢ refinada. O

grafico do momento torsor (Figura (51c)), por sua vez, apresentou oscilagdes em seu

comportamento, nao apresentando sinais de estabilizacdo definidos.
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O mesmo procedimento foi aplicado para a andlise do desempenho da malha
distorcida sob carregamento uniformemente distribuido. O comportamento da placa para essa

situacdo ¢ representado pela figura (52).

Figura (52): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Analogamente, o mesmo problema foi ensaiado nas 10 malhas e os resultados

numéricos foram registrados na tabela (5).

Tabela (5): Analise com carga pontual com malha distorcida - Malha 6

1 2x2 4 30,569 6,404 6,705 0,472
2 4x4 16 31,832 3,489 4,478 0,660
3 6Xx6 36 34,776 3,326 3,758 0,180
4 8x8 64 35,910 3,925 4,154 0,081
5 10x10 100 36,518 4,002 4,203 0,146
6 12x12 144 36,862 4,130 4,293 0,130
7 16x 16 256 37,221 4,256 4,385 0,119
8 32x32 1024 37,580 4,451 4,524 0,072
9 64 x 64 4096 37,664 4,547 4,586 0,038
10 100 x 100 10000 37,676 4,580 4,606 0,025

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Figura (53): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Em relacdo aos deslocamentos (Figura (53a)), observou-se uma convergéncia
monoétona partindo de valores inferiores, ou seja, assumiu um comportamento semelhante ao
problema com malha retangular. Entretanto, apesar de apresentar sinais de convergéncia, este
ndo se aproxima do valor analitico de referéncia. Em relacio aos momentos fletores nas
direcdes de x e y, de acordo com a figura (53b), observa-se a assimetria dos esforcos,
estabilizando-se a medida que a malha ¢ refinada. O momento torsor, (Figura (53c¢)), por sua
vez, apresentou um comportamento oscilatorio, aproximando-se de zero medida que a malha

¢ refinada.

Esses resultados corroboram com Oiiate (2013), em que afirma que a convergéncia
desse elemento ndo ¢ garantida para formas quadrilaterais arbitrarias. Esse fato, de certa
maneira, limita o uso do elemento a dominios que podem ser discretizados apenas em
elementos de placa retangulares. No entanto, nesses casos, o autor afirma que ¢ um elemento

preciso como verificado nos exemplos deste topico.
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Para verificar a acurdcia do elemento, serd modelado um problema apresentado na
obra de Araujo (2010), em uma laje de dimensdes 4 m x 3 m, com espessura de 10 cm e
carregamento uniformemente distribuido de 5 kN/m2. E adotado 0,2 para o coeficiente de
Poisson e adotado um concreto C30. Para tal, o dominio de estudo foi discretizado em uma
malha com 2000 elementos, totalizando 2091 nos e, portanto, 6273 graus de liberdade. A
malha discretizada ¢ apresentada na figura (54). O resultado da andlise ¢ apresentado na

figura (55).

Figura (54): Dominio discretizado.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Figura (55): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Os valores numéricos de esforg¢os internos e deslocamentos foram coletados na tabela (6)

abaixo.

Tabela (6): Resultados das analises.

RESULTADOS
MOMENTOS FLETORES POSITIVOS E DESLOCAMENTOS
Deslocamento Mx My Mxy
(mm) (kN.m/m) (kN.m/m) (kN.m/m)
Araujo (2010) 1,000 1,990 3,070 2,080
Nascimento (2024) 1,008 1,986 3,075 2,076

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Os exemplos apresentados até aqui, levam em consideracdo placas retangulares
analisadas em particular. Para esses casos, a NBR 6118/2014 afirma que, no caso de
predominancia de carregamentos permanentes, as lajes vizinhas podem ser consideradas
isoladas, sendo realizada a compatibilizacdo dos momentos de forma aproximada. Em
contrapartida, o método dos elementos finitos permite uma andlise conjunta, levando em
consideragdo o comportamento simultineo entre as lajes, de modo a simular um

comportamento mais proximo da realidade.

Nesse sentido, NBR 6118/2014, argumenta que, o método dos elementos finitos pode
ser usado para a obtengdo dos esforcos solicitantes e que as analises estruturais devem ser
feitas com modelo estrutural adequado, bem como a discretizagdo da estrutura deve ser
suficiente para que ndo haja erros significativos nas analises. Além disso, o modelo estrutural
deve representar a geometria dos elementos estruturais, caracteristicas dos materiais,
carregamentos atuantes e as condi¢des de contorno. Sendo assim, a partir de entdo, sera
verificado o desempenho do elemento em lajes de pavimentos de edificacdes, em que todas

as lajes serdo analisadas em conjunto.

Para tal, serdao utilizados como exemplo os pavimentos apresentados nos trabalhos de
Pinheiro (2010) e Porto (2015). Inicialmente, sera modelado o pavimento apresentado por

Pinheiro (2010), cuja geometria ¢ apresentada na figura (56).
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Figura (56): Dominio discretizado (Medidas em centimetros).
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Fonte: Pinheiro, 2010.

Para este exemplo, o0 dominio como um todo foi discretizado em uma malha contendo
1764 elementos retangulares, totalizando 1852 noés e 5556 graus de liberdade. A malha

discretizada ¢ apresentada na figura (57).

Figura (57): Dominio discretizado.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Os carregamentos foram inseridos conforme utilizados pelo autor (Tabela (7)). Para a
analise, foi considerada uma laje macica de 10 cm de espessura utilizando um concreto de
classe C25. Como sugere o item 14.7.3 da NBR 6118/2014, foi utilizado 0,2 para o

coeficiente de Poisson.
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Tabela (7): Carregamentos.

Agdo (kN/m?) T 1,5 7,5 6,5

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Para a laje 4, o autor considera uma carga linear de 4,09 kN/m na extremidade da laje,
simulando o carregamento devido ao guarda corpo. O resultado das andlises esta representado

na figura (58).

Figura (58): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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(¢) Momento em y (kN.m/m) (d) Momento torsor (kN.m/m)
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Min: -3.93820+00

ty (10e-3 rad)

Max: 2.45776e+00
Min:-3.301756+00

(e) Rotagdo em x (10-3 rad) (f) Rotagdo em y (10e-3 rad)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Os resultados obtidos nas andlises foram coletados na tabela (8). Alguns resultados
foram encontrados pelo autor utilizando o método das tabelas e foram elencados na tabela (9)

e servem como referéncia para as analises.

Tabela (8): Resultados das analises.

LAJE 01 4,01 7,17 2,94 3,72/-3,86 L1-12 11,89 -
LAJE 02 3,96 4,92 5,15 3,06/-409 l1-13 11,07 -
LAJE 03 0,207 0,704 1,84 0,72/-1,11 13-12 - 2,42
LAJE 04 1,44 . ; . L12-14 9,61 ;

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Tabela (9): Flecha e esfor¢os internos compatibilizados do autor - Pinheiro (2010)

LAJE 01 - 6,26 1,80 . 11-12 13,73 -
LAJE 02 41 6,36 5,73 - 11-13 3,25 -
LAJE 03 - 0,63 2,79 - 13-12 - 4,96
LAJE 04 - - - - L2-14 8,43 -

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Os deslocamentos e esfor¢os internos vazios na tabela (9), ndo foram calculados pelo
autor e, portanto, ndo sdo utilizados na comparagdo. Quanto aos deslocamentos, o valor da
flecha na laje 2 do modelo se aproximou daquela calculada pelo autor, com uma diferenca de
0,14 mm. Quanto aos momentos fletores em x e y, estes apresentaram algumas diferengas em

relagdo ao modelo da autor.

A principio, a metodologia de obtencdo dos esfor¢os internos sdo diferentes, e,
portanto, ¢ plausivel a diferenca entres os valores. O método das tabelas utilizado por
Pinheiro (2010) oferece mais praticidade, sendo uma metodologia mais simplificada e util em

projetos preliminares. E o caso do exemplo do Aratjo (2010), analisado anteriormente.

Uma observacao importante em relagdo ao método dos elementos finitos, ¢ que este
fornece uma analise mais detalhada e precisa especialmente em geometrias mais complexas.

A exemplo disso, pode-se utilizar o modelo dos momentos fletores em x da figura (58b).

Neste modelo, observa-se, por exemplo, que a distribui¢do dos momentos negativos
ao longo da viga 5 ndo ¢ constante, com valores maximos proéximos da regido central. Essa
informagao ¢ util para o engenheiro, uma vez que ¢ possivel detectar a regido mais apropriada
para aplicar um refor¢o caso seja conveniente, podendo trazer economia na execucdao do

projeto.

Nas figuras (58b) e (58c) sdo apresentados picos de momento fletores positivos e
negativos no modelo. Para esse fato, cabe uma anélise mais criteriosa e esta fora do escopo
deste trabalho. Em relagdo aos momentos torsores representados pela figura (58d), o modelo
esta de acordo com Araujo (2010), em que afirma que os momentos torsores ocorrem nos
cantos apoiados. O modelo também apresenta rotagdes coerentes, com magnitudes maximas

préoximas aos apoios como apresentado pela figura (58c¢).

O segundo exemplo ¢ apresentado na obra de Porto (2015). Este problema refere-se a
analise de um pavimento de uma edificagdo residencial com 3 pavimentos tipo com 2
apartamentos por pavimento e garagem no andar térreo. O pavimento tipo possui 5 lajes cuja

geometria ¢ apresentada na figura (59).
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Figura (59): Lajes de um edificio residencial
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Fonte: Porto, 2015. Adaptado. (Medidas em centimetros)

Devido a simetria do problema, o dominio de estudo sera apenas um dos lados da
edificacdo apresentada pela figura (59). Uma vez definido o dominio de estudo, este ¢
discretizado em uma malha contendo 1467 elementos retangulares, totalizando 1550 nds e,

portanto, 4650 graus de liberdade. A discretizagdo do dominio ¢é apresentada pela figura (60).
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Figura (60): Edificio residencial apresentado - Porto (2015).

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Os carregamentos foram inseridos conforme utilizados pelo autor (Tabela (10)). Para
a analise, foi considerada uma laje maci¢a de 10 cm de espessura utilizando um concreto de
classe C30. Como sugere o item 14.7.3 da NBR 6118/2014, também foi utilizado 0,2 para o

coeficiente de Poisson. O resultado das analises esta representado na figura (61).

Tabela (10): Carregamentos das Lajes - Porto (2015).

Agéo (kN/m?) 6,7 8,18 6,57 5,0 5,0

Fonte:Elaborado pelo préprio autor.

Na extremidade da laje 05, o autor considera uma carga linear de 2 kN/m e um
momento também aplicado linearmente de 0,88 kN.m/m, simulando os efeitos causados por
um guarda corpo. A aplicacdo desses carregamentos foi implantada conforme exposto no

topico 3 deste trabalho.
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Figura (61): Esforcos internos e deslocamentos - Malha 6 (12x12)
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(e) Rotagdo em x (10-3 rad) (f) Rotagdo em y (10e-3 rad)

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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Os resultados obtidos nas andlises foram coletados na tabela (11). Alguns resultados foram
encontrados pelo autor utilizando o método das tabelas e foram elencados na tabela (12) e

servem como referéncia para as analises.

Tabela (11): Resultados das analises.

LAJE 01 0,599 1,396 2,839 1,13/-1,53 L1-L2 5,032 =
LAJE 02 1,419 1,655 5,020 1,68/-1,82 11-13 - 8,203
LAJE 03 2,664 4,649 4,635 3,85/-293 13-14 6,696 -
LAJE 04 0,282 0,719 1,716 0,79/-086 L2-14 - 6,304
LAJE 05 0,808 - - - La-1L5 - 4,643
LAJE 02* - - - 12-12 6,171 -

*Momento negativo na interface de simetria

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

A coluna referente aos momentos torsores apresenta a maxima e a minima magnitude desse
esfor¢o em cada laje respectivamente. O autor ndo trata dos esfor¢os de momento torsor em

suas analises.

Tabela (12): Flecha e esforcos internos compatibilizados do autor - Porto (2015)

LAJE 01 0,740 1,34 2,81 z 11-12 5,56 -
LAJE 02 1,280 1,25 5,46 11-13 . 7,48
LAJE 03 1,880 3,91 3,77 - 13-14 7,03 -
LAJE 04 0,950 1,02 3,08 - L2-14 - 7,80
LAJE 05 0,323 - - - L4-15 - 6,11
LAJE 02* . . . 12-12 6,34 -

*Momento negativo na interface de simetria

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.
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5 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Com base nas andlises através dos exemplos trabalhados, observou-se que o elemento
finito de placa implementado neste trabalho funciona bem e pode ser usado para obtencao dos
esfor¢os solicitantes em lajes finas de concreto armado. Na tentativa de usar esse elemento
em dominios mais gerais, as equagoes (83) utilizadas por Melosh (1990) para a substitui¢ao
das coordenadas cartesianas foram substituidas pelas equagdes (55) apresentadas por Vaz
(2011). Com isso, o determinante da matriz jacobiana dos elementos ndo é mais constante,
possibilitando o uso de elementos quadrangulares de geometria distorcida. Com essa nova
formulacao, o elemento ganhou adaptabilidade, podendo ser utilizado em elementos com

geometria distorcida.

Porém, ao ser submetido a malhas com elementos distorcidos, o elemento nio
apresentou um desempenho satisfatério, apresentando deslocamentos com sinais de
convergéncia para valores diferentes do valor analitico de referéncia. Além disso, no caso da
malha distorcida, os esforgos internos apresentaram sinais de assimetria e comportamento
perturbado, ndo apresentando sinais de convergéncia definidos. Apesar disso, segundo Ofiate
(2013), isso nao invalida o elemento, uma vez que funciona bem em dominios que podem ser
discretizados em elementos retangulares. Nesse caso, o elemento foi testado na pratica em

pavimentos de edificagdes, obtendo-se resultados razodveis.

E importante frisar que, apesar da mudanga nas equagdes de substitui¢do, ndo houve
sinais de perda de desempenho do elemento. Cabe ressaltar ainda, a eficiéncia da solugao do
sistema de equacgodes por meio de matrizes esparsas através da biblioteca scipy em relacao ao
modo convencional de resolucdo oferecido pela biblioteca numpy. Mediante as anélises, foi
observado que o tempo de processamento dos problemas reduziu consideravelmente.
Portanto, essa ferramenta se mostrou util, uma vez que agiliza a solucdo de sistemas de
equagdes de ordens altas, geradas por malhas muito densas. Cabe ressaltar ainda, as
vantagens obtidas no uso de métodos computacionais de engenharia como a utilizacdo do

python através da plataforma Google Colaboratory e paraview.
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ANEXO A - CODIGO EM PYTHON



29/09/2024, 23:03 ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

v ELEMENTO FINITO DE PLACA - TEORIA DE KIRCHHOFF

Resumo: O foco deste trabalho se refere ao comportamento de placas a flexdo quando submetidas a carregamentos aplicados
perpendicularmente a estas. Segundo VAZ (2011), as placas sdo elementos bidimensionais cuja espessura é muito menor que as outras
dimensoes. Para a modelagem do problema de placas, considera-se que esta se situa no plano médio da laje. Na Engenharia Civil, os
elementos estruturais que podem ser modelados usando elemento finito de placa séo lajes de concreto armado, tabuleiros de pontes, radeiers
entre outros. Podemos citar para descrever o comportamento de lajes, a teoria de Kirchhof e a de Mindlin. A teoria abordada nesse trabalho é a
teoria de Kirchhoff, basicamente atribuida para a anélise de placas finas. A teoria de Mindlin é aplicada em casos de placas espessas e ndao
sera objeto deste exercicio.

Arquivo: PLACAS A FLEXAO

Objetivo: O cddigo a seguir apresenta a formulagdo de um elemento finito de placa, presente em Vaz (2011), baseando-se na teoria de
Kirchhoff aplicada a teoria de flexdo de placas finas.
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### IMPORTAGOES

import numpy as np

import math

from scipy.sparse.linalg import spsolve
from scipy.sparse import csc_matrix

v b W N

v 1 -DADOS DE ENTRADA DOS PROBLEMAS

v 1.7-PRIMEIRO PROBLEMA: Exemplo de VAZ (2011) com 1 elemento

1
2 # DIMENSOES DA PLACA (GEOMETRIA RETANGULAR):
3
4 H =10 # Altura
5L = 10 # Comprimento
6
7 # NUMERO DE ELEMENTOS NA HORIZONTAL E VERTICAL DA MALHA:
8
9nL =1 # Numero de elementos ao longo do comprimento
10 nH = 1 # Numero de elementos ao longo da altura
11
12 # DIMENSOES DO ELEMENTO:
13
14 altura = H/nH # Altura do elemento
15 base = L/nL # Base do elemento
16
17 # DADOS GERAIS:
18
19 ne = nL*nH # Nimero de elementos
20 nnos = (nL+1)*(nH+1) # Numero de nds da malha
21 GL = nnos*3 # Graus de liberdade
22 esp = 2 # Espessura da placa
23pP =1 # Carga aplicada
24

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

# PROPRIEDADES DO MATERIAL:

vp = 0 # Constante de poisson
El = 1000 # Modulo de elasticidade
# MATRIZ DE INCIDENCIA:

conec = np.array([[1, 3, 4, 2]])
# MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS:
coord =np.array([[0, o],
[e, 18],
[10, o],
[10,10]])
# NOS GLOBAIS EM QUE SERAO RESTRINGIDOS OS GRAUS DE LIBERDADE:

b5 = np.array([[1], [2]]) # Nos dos extremos

rrx5 = 3 * b5 #rotacao em x
rry5 = rrx5 - 1 #rotacao em y
rw5 = rrx5 - 2 #Deslocamento
# VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:

GLR = np.concatenate((rw5, rry5, rrx5))
# VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

f = np.zeros((GL,1))

f[7-1][@] =P # Carga aplicada no né 5 dirigida para cima
f[10-1][0] = P # Carga aplicada no né 6 dirigida para cima
# DADOS PARAVIEW:

nome = 'Primeiro Problema’
FatorEscala = 0.08

1.2 - SEGUNDO PROBLEMA: Exemplo de VAZ (2011) com 2 elementos

# DIMENSOES DA PLACA (GEOMETRIA RETANGULAR):

10 # Altura
L =10 # Comprimento

# NUMERO DE ELEMENTOS NA HORIZONTAL E VERTICAL DA MALHA:

nL =2 # Numero de elementos ao longo do comprimento
nH # Numero de elementos ao longo da altura

n
=

# DIMENSOES DO ELEMENTO:

altura = H/nH # Altura do elemento
base = L/nL # Base do elemento

# DADOS GERAIS:

# Nimero de elementos
nnos = 6 # Numero de nés da malha
GL = nnos*3 # Graus de liberdade

esp = 2 # Espessura da placa
P=1 # Carga aplicada

El = 1000 # Médulo de elasticidade
vp = 0 # Coeficiente de Poisson
# MATRIZ DE INCIDENCIA:

conec = np.array([[1, 3, 4, 2],
[3, 5, 6, 4]])

# MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS:
coord =np.array([[ o, @],
[ o,10],
[ 5, 0],
[ 5,10],
[1e, @],
[10,10]])

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab
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39

40 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:

41

42 GLR = np.array(([1],

43 (21,

a4 (31,

a5 (41,

46 (51,

a7 [61))

48

49 # VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

50

51 f = np.zeros((GL,1))

52 f[13-1][@] = P # Carga aplicada no né 5 dirigida para cima
53 f[16-1][@] = P # Carga aplicada no né 6 dirigida para cima
54

55 # DADOS PARAVIEW:

56 nome = 'Segundo Problema’

57 FatorEscala = 0.08

Clique duas vezes (ou pressione "Enter") para editar

v 1.3-TERCEIRO PROBLEMA: Exemplo 8.9.1 One Element Beam. Wilson (1998)

1 # DADOS GERAIS:

2

3ne =1 # Numero de elementos

4 nnos = 4 # Numero de nés da malha
5 GL = nnos*3 # Graus de liberdade

6 esp =2 # Espessura da placa (m)
7P =0.5 # Carga aplicada (kN)

8 E1 = 10000 # Modulo de Elasticidade
9vp =0 # Coeficiente de Poisson
10
11
12 # DIMENSOES DOS ELEMENTOS:
13

14 base = 6 # Base do elemento (m)
15 altura = ©.2 # Altura do elemento (m)

16

17

18 # MATRIZ DE INCIDENCIA:

19

20 conec = np.array([[1, 3, 4, 2]])
21

22 # MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS:
23

24 coord =np.array([[0, 0],

25 [0, altura],

26 [base, o],

27 [base, altura]l])
28

29 # PROPRIEDADES DOS MATERIAIS:

30

31 #E = np.array([[10000]]) # Mdédulo de elasticidade dos elemento
32

33 #v = np.array([[0]]) # Coeficiente de Poisson

34

35

36 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:

37

38 GLR = np.array(([1],

39 [2],

40 [31,

41 [41,

42 (51,

E [61))

44

45 # VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

46

47 £ = np.zeros((GL,1))

48 f[7-1][@] = P # Carga aplicada no né 5 dirigida para cima
49 f[10-1][0] = P # Carga aplicada no né 6 dirigida para cima
50

51 # DADOS PARAVIEW:

52 nome = 'Terceiro Problema’

53 FatorEscala = 0.08

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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1.4 - QUARTO PROBLEMA: Pavimento com mudiltiplas lajes. Pinheiro (2010)

1.4.1 - Dados gerais e apresentacao do problema

# DADOS GERAIS:

ne = 1764 # Numero de elementos

nnos = 1852 # Numero de ndés da malha

GL = nnos*3 # Graus de liberdade

esp = 0.1 # Espessura da placa

El = 0.85%1000*5600*(25)**(1/2) # Modulo de elasticidade
vp = 0.2 # Coeficiente de poisson

1.4.2 - Matriz de conectividade

# MATRIZ DE CONECTIVIDADE:

AA = np.array([1, 38, 39, 2])
BB = np.array([1703, 1728, 1729, 1704])

CC = np.zeros((46,4))
for i in range(46):
CC[i] = AA +37*i
#print(CC)
DD = np.zeros((5,4))
for i in range(5):
DD[i] = BB + 25*i
#print(DD)
EE = np.concatenate((CC,DD), axis=0)

#print(EE) # MATRIZ DE CONECTIIIDADE REFERENTE A PRIMEIRA LINHA DE ELEMENTOS DA MALHA

Matriz = []

for i in range(24):
FF = EE + 1*i
Matriz.append(FF)
#print(FF)

# Juntando todas as matrizes em uma unica matriz:

GG = np.concatenate(Matriz)
#print(GG)

## PARTE DE CIMA DA MALHA (fora do balango)
HH = np.array([25, 62, 63, 26])
JJ = np.zeros((45,4))
for i in range(45):
J3[i] = HH +37%i
#print(33)
Matriz2 = []
for i in range(12):
KK = 33 + 1*i
Matriz2.append(KK)
#print (KK)

# Juntando todas as matrizes em uma uUnica matriz:

LL = np.concatenate(Matriz2)
#print(LL)

conec = np.concatenate((GG,LL), axis=@)
print("Dimensdo da matriz de conectividade:",conec.shape)

Dimensdo da matriz de conectividade: (1764, 4)

1.4.3 - Matriz de coordenadas nodais

# PRIMEIRA MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS

coord_1 = np.array([[e, 0%230/1200],
[0, 1*230/1200],
[0, 2*230/1200],

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab
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43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
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(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

#print(coord_1.shape)

# Montando as demais matrizes de coordenadas com a primeira parte da malha:

coord_2

coord_

coord_3

3%230/1200],
4%230/1200],
54230/1200],
6+230/1200],
7%230/1200],
8+230/1200],
9%230/1200],
10*230/1200],
11*230/1200],
12*230/1200],

N NNNMNMNNNNMNDNNN

A DA DDEAEDEDDDAEDDEELAD

= np.zeros((20,2))
for i in range(20):
coord_1[:,0] = (380/1900)*i

2 = np.vstack((coord_2,coord_1))

= coord_2[20:]

#print(coord_3)

#Matriz

coord_5

que contempla a

= np.array([[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.

[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.

[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.

segunda (Abcissa 2) divisdo da linha de vigas verticais:

80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600) ),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),

80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600) ),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),

80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600) ),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),

.30+1*230/1200],
.30+2*230/1200],
.30+3*230/1200],
.30+4%230/1200],
.30+5*230/1200],
.30+6%230/1200],
.30+7*230/1200],
.30+8*230/1200],
.30+9*230/1200],
.30+10%230/1200],
.30+11*230/1200],
.30+12%230/1200],

.60+1%230/1200],
.60+2%230/1200],
.60+3%230/1200],
.60+4%230/1200],
.60+5%230/1200],
.60+6%230/1200],
.60+7%230/1200],
.60+8%230/1200],
.60+9%230/1200],
.60+10%230/1200],
.60+11%230/1200],
.60+12%236/1200]])
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0%230/1200],
1%230/1200],
2%230/1200],
3%230/1200],
4%230/1200],
5%230/1200],
6%230/1200],
7%230/1200],
8%230/1200],
9%230/1200],
10*230/1200],
11*230/1200],
12%230/1200],

N NNNMNMNNNNMNMMNNDN

LRl i

.30+1*230/1200],
.30+2%230/1200],
.30+3*230/1200],
.30+4*230/1200],
.30+5*230/1200],
.30+6*230/1200],
.30+7%230/1200],
.30+8*230/1200],
.30+9*230/1200],
.30+10%230/1200],
.30+11%230/1200],
.30+12%230/1200],

.60+1%230/1200],
.60+2*230/1200],
.60+3*%230/1200],
.60+4*230/1200],
.60+5%230/1200],
.60+6%230/1200],
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88
89
920
91
92

129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144

#print(coord_5)

# Montando as demais matrizes de coordenadas

[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.
[(3.

80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),
80+(500/2600)),

coord_4 = np.zeros((27,2))
for i in range(1,27):
coord_5[:,0] = 3.80+(500/2600)*i

coord_4 = np.vstack((coord_4,coord_5))

coord_6 = coord_4[27:]

#print(coord_6)

#Matriz que contempla a

coord_8 = np.array([[(8.

#print(coord_8)

# Montando as demais matrizes de coordenadas com a primeira parte da malha:

[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(s.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(s.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.
[(8.

segunda (Abcissa 3) divisdo da linha de vigas verticais:

80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),
80+(110/600)),

coord_7 = np.zeros((7,2))

for i in range(1,7):

coord_8[:,0] = 8.80+(1.10/6)*i

coord_7 = np.vstack((coord_7,coord_8))

coord_9 = coord_7[7:]

#print(coord_9)
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.60+7%230/1200],
.60+8%230/1200],
.60+9%230/1200],
.60+10%230/1200],
.60+11*230/1200],
.60+12%230/1200]])

EE T N

0*460/24007,
1*460/2400],
2%460/2400],
3%460/2400],
4*460/2400],
5%460/2400],
6*460/2400],
7%460/24007,
8*460/2400],
9%460/24007,
10*460/24007],
11*460/2400],
12*460/24007,
13*460/2400],
14*460/24007,
15*460/2400],
16*460/2400],
17*460/2400],
18*460/2400],
19*460/24007,
20%460/24007],
21*460/24007,
22*460/2400],
23*460/2400],
24*460/240071)

145 ## JUNTANDO AS MATRIZES DE COORDENADAS NODAIS:

146

147 coord = np.concatenate((coord_3, coord_6, coord_9))

148

149 print("Tamanho do vetor de coordenadas:",coord.shape )

v

v

1
2

3 b6 = np.array([[1], [37], [1702], [169@], [1852], [1828]])

4

1.4.4 - NSs que serao restrigidos

# Bordo ©5: (NOs dos extremos)

5 # Bordo @1(Esquerda):

6
7

8 for i in range(35):
bi[i]= 2 + 1*i

9
10

11 # Bordo 02 (Baixo):

12

bl = np.zeros((35,1))

13 b2 = np.zeros((45,1))

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

Tamanho do vetor de coordenadas: (1852, 2)

com a primeira parte da malha:
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14 for i in range(1,46):
b2[i-

15
16

26
27

94
95

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

1]= 1 + 37*i

# Bordo ©3 (Cima):

b3 = np.zeros((44,1))

for i in range(44):
b3[i]= 74 + 37*i

# Bordo 04 (Direita):

b4 = np.zeros((35,1))

for i in range(35):
ba[i]= 1667 + 1*i

# Viga

V5 = np.zeros((25,1))

05:

for i in range(25):
v5[i]= 753 + 37*i

# Viga

v2 = np.zeros((35,1))

02:

for i in range(35):
v2[i]= 705 + 1*i

#print("Bordo 01:
#print(bl)
#print("Bordo 02:
#print(b2)
#print("Bordo 03:
#print(b3)
#print("Bordo 04:

#print(b4)

#print(v2)

#print("===========")

# LOCALIZAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE:

#Bordo
rrxl =
rryl =
rwl =
#Bordo
rrx2 =
rry2 =
rw2 =
#Bordo
rrx3 =
rry3 =
rw3 =
#Bordo
rrx4 =
rry4 =
rwd =
#Bordo
rrxé =
rryé =
rwé =
# Viga
Vx5 =
vvy5 =
w5 =

# Viga

vvx2 =

o1

3*%bl -0
rrxl -1
rrxl - 2

02

3 *%¥b2 -0
rrx2 -1
rrx2 - 2

03

3*%b3 -0
rrx3 -1
rrx3 - 2

04

3*%b4 -0
rrx4 -1
rex4 - 2

dos extremos:

3 *b6 -0
rrx6 -1
rrxé - 2

05:

3%¥v5 -0
vvx5 -1
vvx5 - 2

02:

3*%v2 -0

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab
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96 vvy2 = vvx2 -1 #rotacao em y

97 vw2 = vvx2 - 2 #Deslocamento

98

99 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:
100

101 GLR1 = np.concatenate((rwl, rryl,

102 rw2, rrx2,

103 rw3, rrx3,

104 rw4, rry4,

105 rwé,

106 vw5, vvx5,

107 Vw2, vvy2))

108

109 GLR = GLR1l.astype(int) # Transforma¢do dos elementos do vetor em elementos inteiros!!

v 1.4.5- NGs internos de cada laje

# NOS DA LAJE 01:

1

2

3

4

59l = np.zeros((18,1))
6 for i in range(18):

7 ql[i]= 39 + 37*i
8

9

#print(ql)

11 Matrixx = []

12 for i in range(35):

13 A = gql+1*i

14  Matrixx.append(A)

15  #print(A)

16 Q1 = np.concatenate(Matrixx)
17 #print(Q1)

19 HHHEHHEHE

21 # NOS DA LAJE 02:

22

23 g2 = np.zeros((25,1))
24 for i in range(25):
25 q2[i]= 754 + 37*i
26

27 #print(q2)

29 Matrixx2 = []

30 for i in range(24):

31 A = g2+1*i

32 Matrixx2.append(A)

33 #print(A)

34 Q2 = np.concatenate(Matrixx2)
35 #print(Q2)

36
37
38
39 # NOS DA LAJE 03:

40

41 g3 = np.zeros((25,1))

42 for i in range(25):

43 q3[i]= 742 + 37*i

44 #print(q3)

45

46 Matrixx3 = []

47 for i in range(11):

48 A3 = g3+1*i

49  Matrixx3.append(A3)

50 #print(A3)

51 Q3 = np.concatenate(Matrixx3)
52 #print(Q3)

56 # NOS INTERNOS DA LAJE 04:

58 g4 = np.zeros((5,1))
59 for i in range(5):
60 q4[i]= 1704 + 25*i
61 #print(q4)

62

63 Matrixx4 = []

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true 8/45



29/09/2024, 23:03

64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
920
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112

OV 00 NO UV A WN B

NNNNNNNNNRERRRBRRRBRRRR
OOV A WNRPOLONGODUDWNRO®

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

for i in range(23):
Ad = g4+1*i
Matrixx4.append(A4)
#print(A4)

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

Q4 = np.concatenate(Matrixx4)

#print(Q4)

# NOS DO BORDO DA LAJE 04:

Q5 = np.zeros((25,1))
for i in range(25):
Q5[i]= 1828 + 1*i

#print(Q5)

# NOS ENTRE L1-L3:

NL13 = np.zeros((11,1))
for i in range(11):
NL13[i]= 705 + 1*i

# NOS ENTRE L1-L2:

NL12 = np.zeros((23,1))
for i in range(23):
NL12[i]= 717 + 1*i

# NOS ENTRE L2-L3:

NL23 = np.zeros((25,1))
for i in range(25):
NL23[i]= 753 + 1*i

# NOS ENTRE L2-L4:

NL24 = np.zeros((24,1))
for i in range(24):
NL24[i]= 1667 + 1*i

1.4.6 - Vetor de cargas externas

# VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

# CARGA DA LAJE o1:

P1 = 7.5%((380/1900)*(230/1200))

# CARGA DA LAJE 02:

P2 = 7.5%((500/2600)*(230/1200))

# CARGA DA LAJE 03:

P3 = 7.5%((500/2600)*(230/1200))

# CARGA DA LAJE 04:

P4 = 6.5%((110/600)*(230/1200))

# CARGA DO GUARDA CORPO LAJE 04:

PS5 = 4.09*(46/240)

nQl = 3 * Q1 - 2
nQ2 = 3 * Q2 - 2
nQ3 = 3 * Q3 - 2

# Grau de liberdade de deslocamento
# Grau de liberdade de deslocamento
# Grau de liberdade de deslocamento
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29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39

44
45
46
47
48
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15
16
17
18
19
20
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22
23
24
25
26
27
28

nQ4 = 3 * Q4 - 2
nQs = 3 * Q5 - 2
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# Grau de liberdade de deslocamento

+*

nQll = nQl.astype(int) # Transformando a

nQ22 = nQ2.astype(int) # Transformando a

nQ33 = nQ3.astype(int) # Transformando a

nQ44 = nQ4.astype(int) # Transformando a

nQ55 = nQ5.astype(int) # Transformando a

f = np.zeros((GL,1))

f[nQ11-1] = - P1 # Carga da laje 01 aplicada nos
f[nQ22-1] = - P2 # Carga da laje 02 aplicada nos
f[nQ33-1] = - P3 # Carga da laje @3 aplicada nos
f[nQ44-1] = - P4 # Carga da laje 04 aplicada nos
f[nQ55-1] = - P5 # Carga da laje 05 aplicada nos
# DADOS PARAVIEW:

nome = 'SextoProblema (Pinheiro)’

FatorEscala = 200

1.5 - QUINTO PROBLEMA: Exemplo 8.9.3 Simply Supported Square Plate. Wilson (1998) - (MALHA RETANGULAR)

#

H = 10 # Altura

L = 10 # Comprimento
#

DIMENSOES DA PLACA (GEOMETRIA RETANGULAR):

NUMERO DE ELEMENTOS NA HORIZONTAL E VERTICAL DA MALHA:

M = 12 #Dimensdo da malha quadrada!!!!
nL = 12 # Numero de elementos ao longo do comprimento
nH = 12 # Numero de elementos ao longo da altura

# DIMENSOES DO ELEMENTO:

altura = H/nH
base = H/nL

# DADOS GERAIS:
ne = nL * nH

nnos = (nL+1)*(nH+1)
GL = nnos*3

esp =1

#P = (10/M)**2
El = 10.92

vp = 0.3

29 # MATRIZ DE CONECTIVIDADE:

30

31 # Montagem da primeira matriz de conectividade referente a primeira linha de elementos da malha:

32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55

conecl = np.zeros((nH,4))

for i in range(nH):

conecl[i,0] = i*(nL+1) + 1
conecl[i,1] = nL+2 + i*(nL+1)
conecl[i,2] = nL+3 + i*(nL+1)

conecl[i,3] =i*(nL+1)

+ 2

# Numero de elementos

# Numero de ndés da malha
# Graus de liberdade

# Espessura da placa

# Carga Aplicada

# Médulo de elasticidade
# Coeficiente de poisson

# Montando as demais matrizes de conectividade:

Matriz = []

for i in range(nL):
A = conecl+1*i
Matriz.append(A)

# Juntando todas as matrizes em uma Unica matriz:

conec = np.concatenate(Matriz)

print("## MATRIZ DE CONECTIVIDADE:

Grau de liberdade de deslocamento

matriz em numeros inteiros
matriz em numeros inteiros
matriz em numeros inteiros
matriz em numeros inteiros
matriz em numeros inteiros

dirigida para baixo!
dirigida para baixo!
dirigida para baixo!
dirigida para baixo!
dirigida para baixo!

print("Ne de linhas da matriz:",conec.shape[0])
print("Ne de colunas da matriz:",conec.shape[1])
print("Ne de elementos da matriz:",conec.size)

56 # MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS:

57

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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58

63

64 # Montando as demais matrizes de coordenadas:

65

74
75
76
77

83

84 # Bordo @1(Esquerda):

85
86
87
88
89

99
100
101
102
103

104 b4 = np.zeros((o,1))

105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

# Montagem da primeira matriz de coordenadas:

coordl = np.zeros((nL+1,2))

for i in range(nL+1):
coordl[i,1] = base*i

coord2 = np.zeros((nH+1,2))

for i in range(nH+1):

coordl[:,0] = base*i

coord2 = np.vstack((coord2,coordl))
coord = coord2[nH+1:]

print("## MATRIZ DE COORDENADAS:

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

print("Ne de linhas da matriz de coordenadas:",coord.shape[@])
print("Ne de colunas da matriz de coordenadas:",coord.shape[1])
print("Ne de elementos da matriz de coordenadas:",coord.size)

# NOS EM QUE
# Bordo 05:

o = M-1

SERAO RESTRINGIDOS OS GRAUS DE LIBERDADE SEPARADOS POR BORDO DA LAJE:

(N6s dos extremos)

b5 = np.array([[1], [M+1], [(M+1)**2], [M*(M+1)+1]])

bl = np.zeros((o,1))

for i in rang

b1[i-1]=b5[0]+1*i
# Bordo 02 (Baixo):

b2 = np.zeros((o,1))

for i in rang

b2[i-1]=b5[0]+(M+1)*i

# Bordo 03 (C

b3 = np.zeros((o,1))

for i in rang

b3[1-1]=bS[1]+(M+1)*i

# Bordo 04 (Direita):

for i in rang

ba[i-1]=b5[3]+1*i

# LOCALIZAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE:

#Bordo 01

rrxl = 3 * bl

rryl = rrxl1
rwl = rrxl
#Bordo 02

rrx2 = 3 * b2

rry2 = rrx2
rw2 = rrx2
#Bordo 03

rrx3 = 3 * b3

rry3 = rrx3
rw3 = rrx3
#Bordo 04

rrx4 = 3 * b4
rry4 = rrx4
rw4d = rrx4

#Bordo dos extremos:

rrx5 = 3 * b5
rry5 = rrx5
rws = rrx5

e(M):

e(M):

ima):

e(M):

e(M):

#rotagao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotagdo em y
#Deslocamento

#rotagao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotagdo em y
#Deslocamento

#rotagao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento
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140 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:
141

142 GLR1 = np.concatenate((rwl,rryl, rrxl,

143 rw2, rrx2, rry2,

144 rw3, rrx3, rry3,

145 rwd, rry4, rrx4,

146 rws))

147

148 GLR = GLR1l.astype(int) # Transformacdo dos elementos do vetor em elementos inteiros!!!
149

150

151 # VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

152

153 HHHEHHEHHEHE

154 # CARREGAMENTO PONTUAL NO CENTRO DA PLACA
155
156 #nnl = ((M/2)+1)+((M/2)*(M+1)) # N6 central da placa!!!l

157

158

159 #Nq = np.array([[nn1]]) # N6 em que sera aplicdo a carga.

160

161 #nql = 3 * Nq - 2 # Grau de liberdade

162

163 #nq = nql.astype(int) # Transformando em nimeros inteiros!!!!

164

165 #f = np.zeros((GL,1))

166 #f[nq-1] = -P # Carga aplicada no né 41 dirigida para baixo!
167
168
169 # CARREGAMENTO UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDO
170
171 P = (18/nH)**2

172 # Montagem da primeira matriz de aplical¢do das cargas:

173

174 NNq = np.zeros((nH-1,1))

175 for i in range(nH-1):

176  NNg[i] = nH + 3 + i

177

178 # Montando as demais matrizes de de aplicacdo das cargas:

179

180 Matriz2 = []

181 for i in range(nH-1):

182 C = NNg + (nH+1)*i

183 Matriz2.append(C)

184

185 # Juntando todas as matrizes em uma Unica matriz:

186

187 Nq = np.concatenate(Matriz2)

188

189 nnq = 3 * Nq - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

190

191 nq = nnqg.astype(int) # Transformando a matriz em numero inteiros
192

193 f = np.zeros((GL,1))

194 f[ng-1] = -P # Carga aplicada no né 41 dirigida para baixo!

195

196

197

198 # DADOS PARAVIEW:

199 nome = 'QuintoProblema 12X12'
200 FatorEscala = 0.08

()

MATRIZ DE CONECTIVIDADE:
Ne de linhas da matriz: 144
N2 de colunas da matriz: 4
N2 de elementos da matriz: 576
## MATRIZ DE COORDENADAS:
N2 de linhas da matriz de coordenadas: 169

Ne de colunas da matriz de coordenadas: 2

N2 de elementos da matriz de coordenadas: 338

v 1.6-QUINTO PROBLEMA: Exemplo 8.9.3 Simply Supported Square Plate. Wilson (1998) - (MALHA DISTORCIDA)

1 """ >>> MALHA DISTORCIDA <<< """ # d_max = 1.1956 in (0.3279 in) ; d_max_4° = 1.1937 in
2

3 Lx =10 # Comprimento em X da laje

4Ly = 10 # Comprimento em Y da laje

5 ne_x = 12 # Numero de elementos na dire¢ao de X

6 ne_y = 12 # Numero de elementos na direcdo de Y

7 ne = ne_x * ne_y # Numero de elementos

8 nnos = (ne_x + 1) * (ne_y + 1) # Numero de nds

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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9 GL = 3*nnos # Numero de graus de liberdade

10 E1 = 10.92 # Modulo de elasticidade bdsico para os elementos (ksi)
11 #E = np.full((ne, 1), Eb) # Modulo de elasticidade

12 vp = 0.3 # Coeficiente de Poisson basico para os elementos

13 #v = np.full((ne, 1), vb) # Coeficiente de Poisson

14 esp = 1 # Espessura do elemento bdsico para os elementos (in)
15 #t = np.full((ne, 1), tb) # Espessura do elemento

16

17

18 # >>> Determinando a equacdo geral das retas
19 def equacao_geral_da_reta(x1, yl1, x2, y2):

20 if x1 == x2: # Verificar se a reta é vertical (x1 == x2)

21 return 0, x1, © # Retornar uma tupla indicando que a reta é vertical

22 elif yl1 == y2: # Verificar se a reta é horizontal (yl1 == y2)

23 return 0, 0, yl # Retornar uma tupla indicando que a reta é horizontal

24 else:

25 m= (y2 - yl) / (x2 - x1) # Calcular a inclinacdo da reta (coeficiente angular)

26 c=yl -m?*x1 # Calcular o termo independente (coeficiente linear)

27 return m, -1, c # Retornar os coeficientes da equagdo geral da reta no formato ax + by + ¢
28

29

30 # >>> Determinando as coordenadas do bordo X
31div_1x =2 / 3

32 div_2x = 1 - div_1x

33

34 coord_x_baixo = np.zeros((ne_x + 1, 1))

35 for i in range(1, (ne_x + 1) + 1):

36 if i <= (ne_x / 2 + 1):

37 coord_x_baixo[i -1][0] = (i - 1) * (div_1x * Lx / (ne_x / 2))

38 else:

39 coord_x_baixo[i -1][0] = (ne_x / 2) * (div_1x * Lx / (ne_x / 2)) + (i - ((ne_x / 2) + 1)) * (div_2x * Lx / (ne_x / 2))
40

41

42 coord_x_cima = np.zeros((ne_x + 1, 1)) # Coordenadas do bordo x na parte de cima

43 for i in range(1, (ne_x + 1) + 1):
44  if i <= (ne_x / 2 + 1):

47 coord_x_cima[i -1][@] = (ne_x / 2) * (div_2x * Lx / (ne_x / 2)) + (i - ((ne_x / 2) + 1)) * (div_1x * Lx / (ne_x / 2))

45 coord_x_cima[i -1][@] = (i - 1) * (div_2
46 else:

48

49

50 # >>> Determinando as coordenadas do bordo Y
51div_1ly =1/ 3

52 div_2y = 1 - div_1ly

53

54 coord_y_direita = np.zeros((ne_y + 1, 1))

55 for j in range(1, (ne_y + 1) + 1):

56 if j <= (ne_y / 2 + 1):

57 coord_y_direita[j -1][0] = (j - 1) * (di
58 else:

59 coord_y_direita[j -1][0] = (ne_y / 2) * (div_1ly * Ly / (ne_y / 2)) + (j - ((ne_y / 2) + 1)) * (div_2y * Ly / (ne_y / 2))

62 coord_y_esquerda = np.zeros((ne_y + 1, 1))
63 for j in range(1, (ne_y + 1) + 1):
64 if j <= (ne_y / 2 + 1):

67 coord_y_esquerda[j -1][0] = (ne_y / 2) * (div_2y * Ly / (ne_y / 2)) + (j - ((ne_y / 2) + 1)) * (div_1ly * Ly / (ne_y / 2))

65 coord_y_esquerdal[j -1][0] = (j - 1) * (d
66 else:

68

69

70 # >>> Coordenadas nodais

71 coord = np.zeros((nnos, 2))

72 cont = -1

73 for i in range(1, (ne_x + 1) + 1):
74 for j in range(l, (ne_y + 1) + 1):
75 cont += 1

76 cxb = coord_x_baixo[i -1][0]

77 cxc = coord_x_cima[i -1][0]

78 cyd = coord_y_direita[j -1][0]
79 cye = coord_y_esquerda[j -1][0]
80

81 if cxb == cxc:

82 a, b, c = equacao_geral_da_reta(cxb,
83 d, e, f = equacao_geral_da_reta( © , ¢
84 coord[cont][1 -1] = cxb

85 coord[cont][2 -1] = (-f - d * cxb) / e
86

87 elif cyd == cye:

88 a, b, c = equacao_geral_da_reta(cxb,
89 d, e, f = equacao_geral_da_reta( @ , ¢
90 coord[cont][1 -1] = (-c - b * cyd) / a

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

# Fator de divizdo das arestas x
# Fator de divizdo das arestas x complementar

# Coordenadas do bordo x na parte de baixo

x * Lx / (ne_x / 2))

# Fator de divizdo das arestas y
# Fator de divizdo das arestas y complementar

# Coordenadas do bordo y a direita

v_1ly * Ly / (ne_y / 2))

# Coordenadas do bordo y a esquerda

iv_2y * Ly / (ne_y / 2))

0 , cxc, 10)
yd, 10, cye)

0 , cxc, 10)
yd, 10, cye)

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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91 coord[cont][2 -1] = cyd

92

93 else:

94 a, b, c = equacao_geral_da_reta(cxb, © , cxc, 10)
95 d, e, f = equacao_geral_da_reta( @ , cyd, 10, cye)
96 A = np.array([[a, b], # Matriz de coeficientes
97 [d, elD)

98

99 b = np.array([[-c], # Vetor de constantes
100 [-f1D)

101

102 xy = np.linalg.solve(A, b) # Resolver o sistema de equacdes
103

104 coord[cont][1 -1] = xy[1 -1][@]

105 coord[cont][2 -1] = xy[2 -1][@]

106

107 coord[1 -1][2 -1] = ©

108 coord[(ne_y + 1) -1][2 -1] = 1

109 coord[(nnos - ne_y) -1][2 -1]
110 coord[nnos -1][2 -1] = 10
111

112

(]
=0

113 # >>> Matriz conectividade (incidéncia)
114 conec = np.zeros((ne, 4), dtype=int)

115 cont3 = -1
116 for i in range(1l, ne_x + 1):
117 for j in range(1, ne_y + 1):

118 cont3 += 1

119 conec[cont3][1 -1] = j + (1 - 1) * (ne_y + 1)

120 conec[cont3][2 -1] = conec[cont3][1 -1] + (ne_y + 1)
121 conec[cont3][3 -1] = conec[cont3][2 -1] + 1

122 conec[cont3][4 -1] = conec[cont3][3 -1] - (ne_y + 1)
123

124

125 # >>> Dire¢des restringidas

126 ndés_bordo_esquerda = np.zeros((1, ne_y - 1))
127 nés_bordo_direita = np.zeros((1, ne_y - 1))

128 ndés_bordo_cima = np.zeros((1,
129 nés_bordo_baixo = np.zeros((1,
130

131 for i in range(@, ne_y -1):
132 nds_bordo_esquerda[1l -1][i]

133  nés_bordo_direita[l -1][i] =

134
135 for j in range(@, ne_x -1):

ne_x - 1))
ne_x - 1))

# Indentificando os graus de liberdade a serem restringidos nos bordos a esquerda e direita
=2+ 1

((ne_x + @) * (ne_y + 1) + 2) + 1

# Indentificando os graus de liberdade a serem restringidos nos bordos a superior e inferior

136 nds_bordo_cima[1 -1][j] = (2 + j) * (ne_y + 1)
137 nds_bordo_baixo[1l -1][j] = (ne_y + 2) + j * (ne_y + 1)

138

139 ndés_quina = np.array([[1, (ne_:

140

y + 1), (ne_x + 1) * (ne_y + 1) - ne_y, (ne_x + 1) * (ne_y + 1)]]) # Indentificando os graus de liber

141 GLR = np.array([np.concatenate((nds_bordo_esquerda[@] * 3 - 2,

142 nés_bordo_esquerda[@] * 3 - 1,
143 nés_bordo_direita[@] * 3 - 2,
144 nés_bordo_direita[@] * 3 - 1,
145 nés_bordo_cima[@] * 3 - 2,

146 nés_bordo_cima[@] * 3 - 0,

147 nés_bordo_baixo[0] * 3 - 2,
148 nés_bordo_baixo[@] * 3 - @,
149 nés_quina[@] * 3 - 2))]).astype(int).T
150

151

152 # CARREGAMENTO PONTUAL APLICADA NO CENTRO DA PLACA
153

154

155 # Vetor de carga pontual

156 P = np.zeros((GL, 1))

157 P[int(((ne_y + 1) * (ne_x / 2
158 Fb = np.zeros((GL, 1))

159 Fs = np.zeros((GL, 1))

160 f = P + Fb + Fs

161

# Vetor das cargas pontuais (Kip)
+1) -ney /2)*3-2)-1]=1
# Vetor de forg¢a de corpo

# Vetor de forg¢a de superficie

# Vetor global de forcas

162
163 # CARREGAMENTO

UNIFORMEMENTO DISTRIBUIDO

164 HHHEHHEHHEHE

165

166 # VETOR DE CARGAS EXTERNAS:
167

168 #P = (10/ne_x)**2

169 # Montagem da primeira matriz
170

171 #NNg = np.zeros((ne_x-1,1))
172 #for i in range(ne_x-1):

de aplical¢do das cargas:

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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173 # NNg[i] = ne_x + 3 + i

174

175 # Montando as demais matrizes de de aplicacdo das cargas:
176

177 #Matriz2 = []

178 #for i in range(ne_x-1):

179 # C = NNg + (ne_x+1)*i

180 # Matriz2.append(C)

181

182 # Juntando todas as matrizes em uma Unica matriz:

183

184 #Nq = np.concatenate(Matriz2)

185

186 #nnq = 3 * Nq - 2 # Grau de liberdade de deslocamento
187

188 #nq = nnqg.astype(int) # Transformando a matriz em numero inteiros
189

190 #f = np.zeros((GL,1))

191 #f[nq-1] = -P # Carga aplicada no né 41 dirigida para baixo!
192

193 # >>> Dados do PARAVIEW:

194

195 nome = '1.4.3 - Malha Distorcida’

196 FatorEscala = 0.08

E{} <ipython-input-160-dal2165b5f2a>:85: RuntimeWarning: invalid value encountered in scalar divide
coord[cont][2 -1] = (-f - d * cxb) / e

<ipython-input-160-dal2165b5f2a>:85: RuntimeWarning: divide by zero encountered in scalar divide
coord[cont][2 -1] = (-f - d * cxb) / e

Clique duas vezes (ou pressione "Enter") para editar

v 1.7-SETIMO PROBLEMA: Pavimento com muiltiplas lajes. Porto (2015)

v 1.7.1-Dados gerais e apresentagao do problema

1 # DADOS GERAIS:

2

3 ne = 1467 # Numero de elementos

4 nnos = 1550 # Numero de nés da malha
5 GL = nnos*3 # Graus de liberdade

6 esp = 0.1 # Espessura da placa

7 E1 = 1000*5600*(30)**(1/2) # Modulo de elasticidade
8vp =0.2 # Coeficiente de poisson

v 1.7.2- Matriz de conectividade

1 # MATRIZ DE CONECTIVIDADE:

2

3 AA = np.array([1, 34, 35, 2])

4 BB = np.array([1453, 1467, 1468, 1454])

6 CC = np.zeros((44,4))
7 for i in range(44):

8 CC[i] = AA +33%*i
9

10 DD = np.zeros((6,4))
11 for i in range(6):
12 DD[i] = BB + 14%*i

13

14 EE = np.concatenate((CC,DD), axis=@)

15

16 #print(DD) # MATRIZ DE CONECTIIIDADE REFERENTE A PRIMEIRA LINHA DE ELEMENTOS DA MALHA
17

18 Matriz = []

19 for i in range(13):

20 FF = EE + 1*i

21 Matriz.append(FF)

22 #print(FF)

23

24 # Juntando todas as matrizes em uma Unica matriz:
25

26 GG = np.concatenate(Matriz)

27 #print(GG)

28

29 ## PARTE DE CIMA DA MALHA (Descotinuidade na geometria)

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true 15/45
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30
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HH = np.array([14, 47, 48, 15])

JJ = np.zeros((43,4))

for i in range(43):

J3[i] = HH +33%i
#print(33)
Matriz2 = []

for i in range(19):

KK = 33 + 1*i

Matriz2.append(KK)

#print (KK)

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

# Juntando todas as matrizes em uma uUnica matriz:

LL = np.concatenate(Matriz2)

#print(LL)

conec = np.concatenate((GG,LL), axis=0)
print("Dimensdo da matriz de conectividade:",conec.shape)

Dimensdo da matriz de conectividade:

1.7.3 - Matriz de coordenadas nodais

# PRIMEIRA MATRIZ DE COORDENADAS NODAIS

#Matriz que contempla a primeira divisdo da linha de vigas verticais:

coord_1 = np.array([[o,

# Montando as demais matrizes de coordenadas com a primeira parte da malha:

coord_2 = np.zeros((19,2))
for i in range(19):

(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

(e,
(e,
(e,
(e,
(e,

0%2975/13000],
1%2975/13000],
2%2975/13000],
3%2975/13000],
4%2975/13000],
5%2975/13000],
6+2975/13000],
7%2975/13000],
8+2975/13000],
9%2975/13000],
10%2975/130001],
11*2975/13000],
12%2975/13000],
13*2975/13000],

N NNNMNNMNNNNMNMNNNDNDDN

a O

coord_1[:,0] = (4425/18000)*i
coord_2 = np.vstack((coord_2,coord_1))
coord_3 = coord_2[19:]

#print(coord_3)

#Matriz que contempla a segunda (Abcissa 2) divisdo da linha de vigas verticais:

coord_5 = np.array([[(4.425+(6.10/25)),
[(4.425+(6.10/25)),

.35+1%(11/50) ],
.3542*%(11/50) ],
.35+3%(11/50) ],
.3544%(11/50) ],
.35+5%(11/50)11)

(1467, 4)

.975+1%(3375/14000) ],
.975+2*(3375/14000) ],
.975+3%(3375/14000) ],
.975+4%(3375/14000) ],
.975+5%(3375/14000) ],
.975+6*(3375/14000) ],
.975+7*(3375/14000) ],
.975+8%(3375/14000) ],
.975+9%(3375/14000) ],
.975+10*(3375/14000) ],
.975+11*(3375/14000) ],
.975+12%(3375/14000) ],
.975+13*(3375/14000) ],
.975+14*%(3375/14000) ],

0%2975/13000],
1*2975/13000],
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55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88

89 # Montando as demais matrizes de coordenadas com a primeira parte da malha:

920

[(4.
[(4.
[(a.
[(4.
[(a.
[(4.
[(a.
[(a.
[(4.
[(a.
[(4.
[(4.

[(4.
[(a.
[(4.
[(a.
[(4.
[(a.
[(a.
[(4.
[(a.
[(4.
[(4.
[(4.
[(4.
[(a.

[(4.
[(4.
[(a.
[(4.
[(4.

425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
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2%2975/13000],
3%2975/13000],
4%2975/13000],
5%2975/13000],
6%2975/13000],
7%2975/13000],
8%2975/13000],
9%2975/13000],

425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.

425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.
425+(6.

10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),

10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),
10/25)),

10%2975/13000],
11*2975/13000],
12%2975/13000],
13*2975/13000],

425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),
425+(6.10/25)),

91 coord_4 = np.zeros((26,2))
92 for i in range(1,26):

# Montando as demais matrizes de coordenadas com a primeira parte da malha:

N NDNNMNMNNNMNNMNMNMMNNNNNNODDN

(o)) INe) I e) I o))

)

.975+1%(3375/14000) ],
.975+2*(3375/14000) ],
.975+3*(3375/14000) ],
.975+4*(3375/14000) ],
.975+5%(3375/14000) ],
.975+6*(3375/14000) ],
.975+7*(3375/14000) ],
.975+8*(3375/14000) ],
.975+9*(3375/14000) ],
.975+10*(3375/14000) ],
.975+11*(3375/14000) ],
.975+12%(3375/14000) ],
.975+13%(3375/14000) ],
.975+14%(3375/14000) ],

.35+1%(11/50) ],
.3542%(11/50) ],
.3543%(11/50) ],
.35+4%(11/50) ],
.3545%(11/50)1])

divisdo da linha de vigas verticais:

0%2975/13000],
1%2975/13000],
2%2975/13000],
3%2975/13000],
4%2975/13000],
5%2975/13000],
6%2975/13000],
7%2975/13000],
8%2975/13000],
9%2975/13000],
10%2975/13000],
11*2975/13000],
12%2975/13000],
13*2975/13000]])

93 coord_5[:,0] = 4.425+(610/2500)*i

94 coord_4 = np.vstack((coord_4,coord_5))
95 coord_6 = coord_4[26:]

96

97 #print(coord_6)

98

99 #Matriz que contempla a segunda (Abcissa 3
100

101 coord_8 = np.array([[(10.525+(145/700)),
102 [(10.525+(145/700)),
103 [(10.525+(145/700)),
104 [(10.525+(145/700)),
105 [(10.525+(145/700)),
106 [(10.525+(145/700)),
107 [(10.525+(145/700)),
108 [(10.525+(145/700)),
109 [(10.525+(145/700)),
110 [(10.525+(145/700)),
111 [(10.525+(145/700)),
112 [(10.525+(145/700)),
113 [(10.525+(145/700)),
114 [(10.525+(145/700)),
115

116 #print(coord_8)

117

118

119

120 coord_7 = np.zeros((8,2))

121 for i in range(1,8):

122 coord_8[:,8] = 10.525+(1.45/7)*i

123  coord_7 = np.vstack((coord_7,coord_8))
124 coord_9 = coord_7[8:]

125

126 #print(coord_9)

127

128 ## JUNTANDO AS MATRIZES DE COORDENADAS NODAIS:
129

130 coord = np.concatenate((coord_3, coord_6, coord_9))

131

132 print("Tamanho do vetor de coordenadas:",coord.shape )

E{} Tamanho do vetor de coordenadas: (1550, 2)

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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v 1.7.4- NGs que serdo restrigidos

# Bordo 06: (NOs dos extremos)

b6 = np.array([[1], [33], [1452], [1433], [1550], [1537]])

1

2

3

4

5 # Bordo @1(Esquerda):
6

7 bl = np.zeros((31,1))
8 for i in range(31):

9 bi[i]= 2 + 1*i

11 # Bordo 02 (Baixo):

13 b2_1 = np.zeros((44,1))
14 for i in range(1,45):
15 b2 _1[i-1]= 1 + 33*i

17 b2_2 = np.zeros((5,1))
18 for i in range(1,6):
19 b2 2[i-1]= 1453 + 14*i

20

21 b2 = np.concatenate((b2_1,b2_2))
22

23 # Bordo @03 (Cima):

24

25 b3 = np.zeros((18,1))
26 for i in range(18):
27 b3[i]= 66 + 33*i

29 # Bordo 04 (Direita):

31 b4 = np.zeros((18,1))
32 for i in range(18):
33 b4[i]= 1434 + 1*i

35 # Bordo 05 (Direita):

37 b5 = np.zeros((12,1))
38 for i in range(12):
39 b5[i]= 1538 + 1*i

41 # Viga 05:

43 v5_1 = np.zeros((42,1))
44 for i in range(42):
45  v5_1[i]= 47 + 33*i

47 v5_2 = np.zeros((6,1))
48 for i in range(6):
49 v5_2[i]= 1466 + 14*i

50

51 v5 = np.concatenate((v5_1,v5_2))
52

53 # Viga 02:

54

55 v2_1 = np.zeros((12,1))
56 for i in range(12):
57  v2_1[i]= 596 + 1*i

59 v2_2 = np.zeros((18,1))
60 for i in range(18):
61 v2 2[i]= 609 + 1*i

62

63 v2 = np.concatenate((v2_1,v2_2))
64

65 # Viga 03:

66

67 v3 = np.zeros((24,1))

68 for i in range(24):

69 v3[i]= 655 + 33*i

71 # LOCALIZAGCAO DOS GRAUS DE LIBERDADE:
73 #Bordo 01

75 rrx1 = 3 * bl - #rotacao em x

2]
76 rryl = rrxl -1 #rotacao em y
77 rwl = rrxl - 2 #Deslocamento
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79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
920
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139

OV 00 NO U A WN B
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#Bordo

rrx2 =
rry2 =
rw2 =

#Bordo
rrx3 =
rry3 =
rw3 =
#Bordo
rrx4 =
rry4 =
rw4d =
#Bordo
rrx5 =
rry5 =
rws =
#Bordo
rrxé =
rry6 =
rwé =
# Viga
Vvvx5 =
vvy5 =
w5 =
# Viga
vVx2 =
vvy2 =
w2 =
# Viga
VVX3 =

vvy3 =
Vw3 =

# VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:

GLR1 =

GLR = GLR1l.astype(int)

02

3*%b2 -0
rrx2 -1
rrx2 - 2

03

3*%b3 -0
rrx3 -1
rrx3 - 2

04

3*b4 -0
rex4 -1
rex4 - 2

05

3*%b5 -0
rrx5 -1
rex5 - 2

dos extremos:

3 *b6 -0
rex6 -1
rexe6 - 2

05:

3%v5 -0
vvx5 -1
vvx5 - 2

02:

3%v2 -0
vvx2 -1
vvx2 - 2

03:

3*%v3 -0
vvx3 -1
vvx3 - 2

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento

#rotacao em x
#rotacao em y
#Deslocamento

#rotagcao em x
#rotagcdo em y
#Deslocamento

np.concatenate((rwl, rryl,

rw2, rrx2,
rw3, rrx3,
rwd, rry4,

rw5, rry5, rrx5,

rwé,

vw5, vvx5,
VW2, Vvvy2,
vw3, vvx3))

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

# Transformacdo dos elementos do vetor em elementos inteiros!!!

1.7.5 - Vetor de cargas externas

# VETOR DE CARGAS EXTERNAS:

# CARGA DA LAJE o1:

P1 = 6.7%((4425/18000)*(2975/13000))

ql = np.zeros((17,1))

for i in range(17):
ql[i]= 35 + 33*i
#print(ql)

Matrixx = []

for i in range(12):
A = ql+1*i
Matrixx.append(A)
#print(A)
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17 Q1 = np.concatenate(Matrixx)
18 #print(Q1)

19

20 # CARGA DA LAJE 02:

21

22 # Como a laje @02 é composta por 2 tipos de elementos, o valor da carga nodal sera calculado em relacdo a média das areas desses elem
23

24 BL2_eleml = (610/2500) # Comprimento do elemento 1 da laje ©2 (A Altura é comum a ambos os elementos)
25 BL2_elem2 = (145/700) # Comprimento do elemento 2 da Laje 02 (A Altura é comum a ambos os elementos)

26

27 BL2_med_elem = (BL2_eleml + BL2_elem2)/2
28

29 P2 = 8.18*((BL2_med_elem)*(2975/13000))
30

31 g2 = np.zeros((30,1))
32 for i in range(30):
33 if i <=23:

34 q2[i]= 629 + 33*i

35 else:

36 q2[i]= 1454 + 14%(i-24)
37

38 #print(q2)

39

40 Matrixx2 = []

41 for i in range(12):

42 A = g2+1*i

43  Matrixx2.append(A)

44  #print(A)

45 Q2 = np.concatenate(Matrixx2)
46 #print(Q2)

47

48 # CARGA DA LAJE 03:

49

50 # Como a laje ©3 é composta por 2 tipos de elemento, o valor da carga nodal serd calculado em relacdo a média das dreas desses eleme
51

52 AL3_eleml = (4375/14000) # Altura do elemento 1 da laje 03 (O comprimento é comum a ambos os elementos)
53 AL3_elem2 = (11/50) # Altura do elemento 2 da Laje ©3 (O comprimento é comum a ambos os elementos)
54

55 AL3_med_elem = (AL3_eleml + BL2_elem2)/2

56

57 P3 = 6.57*(AL3_med_elem)*(4425/18000)

58

59 q3 = np.zeros((17,1))
60 for i in range(17):
61 q3[i]= 48 + 33*i

62 #print(qg3)

63

64 Matrixx3 = []

65 for i in range(18):
66 A3 = g3+1*i

67 Matrixx3.append(A3)
68  #print(A3)

69 Q3 = np.concatenate(Matrixx3)
70 #print(Q3)

71
72 # CARGA DA LAJE 04:

73

74 PA = 5.0%(3375/14000)*(610/2500)
75

76 g4 = np.zeros((24,1))
77 for i in range(24):
78 qg4[i]= 642 + 33*i
79 #print(q4)

81 Matrixx4 = []

82 for i in range(13):

83 A4 = g4+1*i

84  Matrixx4.append(A4)

85  #print(A3)

86 Q4 = np.concatenate(Matrixx4)
87 #print(Q4)

88

89 # CARGA DA LAJE 05:

90

91 P5 = 5.0*%(610/2500)*(11/50) # Carga nodal
92 M = 0.88*%(610/2500) # Momento Nodal
93

94 g5 = np.zeros((24,1))
95 for i in range(24):
96 qg5[i]= 656 + 33*i
97 #print(q5)

98
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99 Matrixx5 = []

100 for i in range(4):

101 A5 = g5+1*i

102  Matrixx5.append(A5)

103  #print(A5)

104 Q5 = np.concatenate(Matrixx5)
105 #print(Q5)

106

107 # CARGA DO GUARDA CORPO LAJE ©5:
108

109 P6 = 2.0*(610/2500)

110

111 Q6 = np.zeros((24,1))
112 for i in range(24):

113 Q6[i]= 660 + 33*i
114

115 #print(Q6)

116

117 # NOS ENTRE L1-L3:

118

119 NL13 = np.zeros((17,1))
120 for i in range(17):

121 NL13[i]= 47 + 33*i
122

123 # NOS ENTRE L1-L2:

124

125 NL12 = np.zeros((12,1))
126 for i in range(12):

127 NL12[i]= 596 + 1*i
128

129 # NOS ENTRE L3-L4:

130

131 NL34 = np.zeros((12,1))
132 for i in range(12):

133 NL34[i]= 609 + 1*i
134

135 # NOS ENTRE L2-L4:

136

137 NL24 = np.zeros((19,1))
138 for i in range(19):

139 NL24[i]= 740 + 33*i
140

141 # NOS ENTRE L4-L5:

142

143 NL45 = np.zeros((20,1))
144 for i in range(20):

145 NL45[i]= 721 + 33*i

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

146

147

148

149 nQ1l = 3 * Q1 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

150 nQ2 = 3 * Q2 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

151 nQ3 = 3 * Q3 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

152 nQ4 = 3 * Q4 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

153 nQ5 = 3 * Q5 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

154 nQ6 = 3 * Q6 - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

155

156 mQ6 = 3*Q6-1 # Grau de liberdade de rotacdo em y.

157

158 nQll = nQl.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

159 nQ22 = nQ2.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

160 nQ33 = nQ3.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

161 nQ44 = nQ4.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

162 nQ55 = nQ5.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

163 nQ66 = nQ6.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

164

165 mQ66 = mQ6.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros

166

167 f = np.zeros((GL,1))

168 f[nQ11-1] = - P1 # Carga da laje 01 aplicada nos ndés dirigida para baixo!
169 f[nQ22-1] = - P2 # Carga da laje 02 aplicada nos ndés dirigida para baixo!
170 f[nQ33-1] = - P3 # Carga da laje 03 aplicada nos nés dirigida para baixo!
171 f[nQ44-1] = - P4 # Carga da laje 04 aplicada nos nés dirigida para baixo!
172 f[nQ55-1] = - P5 # Carga da laje 05 aplicada nos nés dirigida para baixo!
173 f[nQ66-1] = - (P5+P6) # Carga da laje 05 aplicada nos ndés dirigida para baixo!
174 f[mQ66-1] = - M # Carga da laje 05 aplicada nos nés dirigida para baixo!
175

176 # DADOS PARAVIEW:

177

178 nome = 'SetimoProblema (Porto)’

179 FatorEscala = 200

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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v 1.8- OITAVO PROBLEMA: Exemplo 2.6 Placa retangular simplesmente apoiada. Aradjo (2010).

v 1.8.1-Dados gerais e apresentacao do problema

1 # DIMENSOES DA PLACA (GEOMETRIA RETANGULAR):
2
3L =3 # Altura
4 H =4 # Comprimento
5
6 # NUMERO DE ELEMENTOS NA HORIZONTAL E VERTICAL DA MALHA:
7
8 nH = 40 # N° de elementos na horizontal
9 nL = 50 # N2 de elementos na vertical
10
11 # DIMENSOES DO ELEMENTO:
12
13 altura = L/nL
14 base = H/nH
15
16 # DADOS GERAIS:
17
18 ne = nL * nH # Numero de elementos
19 nnos = (nL+1)*(nH+1) # Numero de nés da malha
20 GL = nnos*3 # Graus de liberdade
21 esp = 0.1 # Espessura da placa
22 P = 5*(altura*base) # Carga Aplicada
23 E1 = 1000*5600*(30)**(1/2) # Modulo de elasticidade
24 vp = 0.2 # Coeficiente de poisson
25
26
27 # MATRIZ DE CONECTIVIDADE:
28
29 # Montagem da primeira matriz de conectividade referente a primeira linha de elementos da malha:
30
31 conecl = np.zeros((nH,4))
32 for i in range(nH):
33  conecl[i,@] = i*(nL+1l) + 1
34 conecl[i,1] = nL+2 + i*(nL+1)
35 conecl[i,2] = nL+3 + i*(nL+1)
36 conecl[i,3] =i*(nL+1) + 2
37
38 #print(conecl)
39 # Montando as demais matrizes de conectividade:
40
41 Matriz = []
42 for i in range(nL):
43 A = conecl+l*i
44  Matriz.append(A)
45
46 # Juntando todas as matrizes em uma Unica matriz:
47
48 conec = np.concatenate(Matriz)
49
50 print("## MATRIZ DE CONECTIVIDADE: ")
51 print("Ne de linhas da matriz:",conec.shape[0])
52 print("Ne de colunas da matriz:",conec.shape[1])
53 print("Ne de elementos da matriz:",conec.size)
54
55 # Montagem da primeira matriz de coordenadas:
56
57 coordl = np.zeros((nL+1,2))
58 for i in range(nL+1):
59 coordl[i,1] = altura*i
60
61 #print(coordl)
62 # Montando as demais matrizes de coordenadas:
63
64 coord2 = np.zeros((nH+1,2))
65 for i in range(nH+1):
66 coordl[:,0] = base*i
67 coord2 = np.vstack((coord2,coordl))
68 coord = coord2[nH+1:]
69
70 print("## MATRIZ DE COORDENADAS: ")
71 print("Ne de linhas da matriz de coordenadas:",coord.shape[0])
72 print("Ne de colunas da matriz de coordenadas:",coord.shape[1])
73 print("N¢ de elementos da matriz de coordenadas:",coord.size)
74
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75
76

v
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#print(coord)

## MATRIZ DE CONECTIVIDADE:

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

N2 de linhas da matriz: 2000

Ne de colunas da matriz: 4

N2 de elementos da matriz: 8000
## MATRIZ DE COORDENADAS:

N2 de linhas da matriz de coordenadas: 2091

N2 de colunas da matriz de coordenadas: 2
2 de elementos da matriz de coordenadas:

1.8.2 - Nos que serdo restrigidos

# Bordo @©5: (N6s dos extremos)

4182

b5 = np.array([[1], [1+nL], [1+nH*(nL+1)], [(1+nH*(nL+1))+nL]])

# Bordo ©1(Esquerda):

bl = np.zeros((nL-1,1))
for i in range(nL-1):
bi[i]= 2 + 1*i

# Bordo 02 (Baixo):

b2 = np.zeros((nH-1,1))
for i in range(1,nH):
b2[i-1]= 1 + (1+nL)*i

# Bordo ©3 (Cima):

b3 = np.zeros((nH-1,1))
for i in range(1,nH):
b3[i-1]= (1+nL) + (1+nL)*i

# Bordo 04 (Direita):

b4 = np.zeros((nL-1,1))
for i in range(1,nL):
b4[i-1]= (nL+1)*nH+1 + 1*i

# Vetor que contém todos os ndés da malha:

q55 = np.zeros((nH+1,1))

for i in range(nH+1):
g55[i]= 1 + 1*i

#print(qg55)

Matrixx5 = []

for i in range(nL+1):
A55 = g55+51*i
Matrixx5.append(A55)
#print(A5)

Q55 = np.concatenate(Matrixx5)

#print(Q5)

# LOCALIZAGAO DOS GRAUS DE LIBERDADE:

#Bordo 01

rrxl =3 * bl -0 #rotacao em x
rryl = rrxl -1 #rotagcao em y
rwl = rrxl - 2 #Deslocamento
#Bordo 02

rrx2 = 3 * b2 -0 #rotagao em x
rry2 = rrx2 -1 #rotacdo em y
rw2 = rex2 - 2 #Deslocamento
#Bordo 03

rrx3 = 3 * b3 -0 #rotacao em x
rry3 = rrx3 -1 #rotagcao em y
rw3 = rrx3 - 2 #Deslocamento
#Bordo 04

rrx4 =3 * b4 -0 #rotagdo em x
rryd = rrx4 -1 #rotacdo em y
rwd = rex4d - 2 #Deslocamento
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68

69 #Bordo dos extremos:

70

71 rrx5 = 3 * b5 - 0 #rotagcao em x

72 rry5 = rrx5 -1 #rotagdo em y

73 rw5 = rrx5 - 2 #Deslocamento

74

75 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE RESTRIGIDOS:
76

77 GLR1 = np.concatenate((rwl, rryl,

78 rw2, rrx2,

79 rw3, rrx3,

80 rwd, rry4,

81 rws,))

82

83 GLR = GLR1l.astype(int) # Transformacdo dos elementos do vetor em elementos inteiros!!!

v 1.8.3- Vetor de cargas externas

1 # VETOR DE CARGAS EXTERNAS (Cargas em todos os ndés da malha):

2

3 Ng = np.zeros((nnos,1))

4 for i in range(nnos):

5 Nq[i] = i+1

6

7nql =3 * Ng - 2 # Grau de liberdade de deslocamento

8

9 nq = nql.astype(int) # Transformando a matriz em numeros inteiros
10
11 f = np.zeros((GL,1))
12 f[ng-1] = - P # Carga aplicada nos nés dirigida para baixo!
13
14 # DADOS PARAVIEW:
15 nome = 'OitavoProblema (Araijo)’
16 FatorEscala = 300
17
18 print("## VETOR DE CARGAS EXTERNAS: ")
19 print("Ne de linhas do vetor:",f.shape[0])
20 print("Ne de colunas do vetor:",f.shape[1])
21 print("Ne de elementos do vetor:",f.size)

## VETOR DE CARGAS EXTERNAS:
N2 de linhas do vetor: 6273
N2 de colunas do vetor: 1

N2 de elementos do vetor: 6273

v 2 - PROCESSAMENTO

v 2.1- Vetores dos dados de entrada

1 # VETOR DE ESPESSURA DOS ELEMENTOS:

2

3t = np.zeros((ne, 1))

4 for i in range(@, ne):

5 t[i]= esp

6

7 # VETOR DO MODULO DE ELASTICIDADE DE CADA ELEMENTO:
8

9 E = np.zeros((ne, 1))
10 for i in range(@, ne):
11  E[i]= El1
12
13 # VETOR DO COEFICIENTE DE POISSON DE CADA ELEMENTO:
14
15 v = np.zeros((ne, 1))
16 for i in range(@, ne):
17  v[i]= vp
18

v 2.2-Coordenadas dos nés

1 # VETOR DAS COORDENADAS X GLOBAIS:

2

3 def xg(e):

4 XG = np.array([[coord[int(conec[(e-1),0]-1), 0]],
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5 [coord[int(conec[(e-1),1]-1), 0]],
[coord[int(conec[(e-1),2]-1), @0]],
[coord[int(conec[(e-1),3]-1), 0]1])

return XG

O 00w N O

10 # VETOR DAS COORDENADAS Y GLOBAIS:

12 def yg(e):
13 YG = np.array([[coord[int(conec[(e-1),0]-1), 1]1],

14 [coord[int(conec[(e-1),1]-1), 111,
15 [coord[int(conec[(e-1),2]-1), 1]],
16 [coord[int(conec[(e-1),3]-1), 111])
17 return YG

18

19 # VETOR DAS COORDENADAS X LOCAIS:

20

21 def x1(e):
22 XL = np.array([[e],

23 [xg(e)[1][@] - xg(e)[0][e]],
24 [xg(e)[2][e] - xg(e)[3][e]],
25 [elD)

26 return XL

27

28 # VETOR DAS COORDENADAS Y LOCAIS:

29

30 def yl(e):
31 YL = np.array([[@],

32 [e],

33 [yg(e)[2][@] - yg(e)[1][@]1],

34 [yg(e)[3][@] - yg(e)[e][e]]])

35 return YL

36

37 # >>> Matriz de coordenadas dos elementos [coorde]
38

39 def coorde(e): # Coordenadas globais

40  xG_val = x1(e)
41  yG_val = yl(e)
42  coorde = np.array([[xG_val[l -1][@], yG_val[l -1][0]],

43 [xG_val[2 -1][@], yG_val[2 -1][e]],
a4 [xG_val[3 -1][@], yG_val[3 -1][e]],
45 [xG_val[4 -1][@], yG_val[4 -1][e@]1])
46  return coorde

47

v 2.3 - Matrizes constitutivas do material

1 # MATRIZ [D]:
2 def D(e):
3 e = e - 1 # Ajuste da numeracdo do elemento
4 D = (t[e][0]**3*E[e][@])/(12*(1-v[e][0]**2)) * np.array([[1, v[e][e], o],
5 [v[elle], 1, o],
6 [ o, o, (1-v[e][e])/211)
7 return D
8
9 # MATRIZ [C]:
10 def C(e):
11 e = e - 1 # Ajuste da numeracao do elemento
12 C = (E[e][0]/((1-v[e][@]**2))) * np.array([[1, v[el[e], o],
13 [v[ell[e]l, 1, ],
14 [ o, 9, (1-v[el[e])/211)
15 return C
v 2.4 -Formulagdo das matrizes 'A"e "Q":
1 # MATRIZ [Q]:
2
3 def Q(e, &, n):
4 x =xel(e , §,n)
5 y=yel(e, §,n)
6 Q = np.array([[ ©, @, 0, 2, 0, 0, 6*x, 2%y, 0, 0, 6*x*y, o],
7 [ o, 0, 0, 0, 0, 2, 9, 0, 2*x, 6*y, 0, 6*x*y],
8 [ e, 0, 0,02, 0 0, 4%, 4%y, 0, 6*x**¥2, 6*y**2]])
9 return Q
10
11 # MATRIZ [A]:
12
13 # Matriz A de cada elemento.
14 def A(e):
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15 x1, x2, x3, x4
16 yi1, y2, y3, y4

17 A = np.array([[ 1, x1,

18 [ o, o, -1,
19 [e, 1, o,
20 [ 1, x2, y2, x
21 [ e, o, -1,
22 [e, 1, o,
23 [ 1, x3, y3, x
24 [ e, o, -1,
25 [e, 1, o,
26 [ 1, x4, y4, x
27 [ e, o, -1,
28 [e, 1, o,
29 return A

30

31 # MATRIZ [Kop]:

32

33 def Kop(e, &, n):

34 Kop = np.dot(np.transpose(Q(e , § , n)), np.dot(D(e),Q(e ,

35 return Kop

36

37 # Determinante da matriz jacobi
38

39 #def Det(e):

40 #e =e -1

41  #Det = af[e][0] * b[e][Q]

42  #return Det

v 2.5-Integragdo via quadratura Gaussiana

v 2.5.7-Pontos e pesos de Gauss:

1 # PONTOS DE GAUSS PARAINTEGRACAO 2X2:

2

0,
2*x1,
2%%2,

0,
2*x2,
3**2,

9,
2*x3,
4**2,

0,
2*x4,

ana:

-x1,
yi,
X2*y2,
-X2,
y2,
Xx3*y3,
-X3,
y3,
x4*y4,
-X4,
y4,

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

-Z*yl,
0,
yZ**ZJ
_2*y2)
0,
y3¥*2,
.2*y3)
0,
y4**2)
_2*y4J
9,

3 eg = np.array([[-1/np.sqrt(3)],[1/np.sqrt(3)]])
4 ng = np.array([[-1/np.sqrt(3)],[1/np.sqrt(3)1])

5
6 # PESOS DE GAUSS:
7

8 wg = np.array([[1],[1]])

v 2.5.2-Fungbes de forma

# FUNCOES DE FORMA:

def N1(§ , n):

N1 = (1/74)*((1 - §)*(1 - n))
def N2(§ , n):
N2 = (1/4)*((1 + §)*(1 - n))

1
2
3
4
5 return N1
6
7
8
9

return N2
11 def N3(% , n):
12 N3 = (1/4)*((1 + £)*(1 + n))
13 return N3

15 def N4(§ , n):

16 N4 = (1/4)*((1 - §)*(1 + n))
17 return N4

18

19

20 def xel(e , § , n): # Coordena

da x:

X1**3
0,
3Ex1**D
X2**3
0,
ERSVLEV
X3**3
0,
3kx3**D
X4**3
0,
3¥x4**2

x1l(e)[e][e], x1(e)[1][e], x1(e)[2][@], x1(e)[3][e]
yl(e)[e][e], yl(e)[1][e], yl(e)[2][e], yl(e)[3][e]
yl, x1**2, x1*yl, yl1**2,

y1¥x1%*2,
-X1¥%2,
2*y1*x1,
y2¥x2%*2,
-x2%%2
2*y2*x2,
y3*x3**2,
-x3%%2,
2*y3*x3,
ya4*x4**2
-X4**D
2*yA*x4,

g€, m))

X1*¥y1**2,
-2¥x1*y1,
y1¥%¥2,
X2¥y2*¥*2
-2*x2*y2,
y2¥%2,
X3*y3**2,
-2*x3*y3,
y3¥%2,
X4*y4**2
-2¥x4*y4
yA**2,

y1*%3,
S3¥y1HRHD
9,

y2%%3,
-3kyHED
0,

y3**3,
-3¥y3HED
0,

y4**3)
-3¥y4RED
9,

y1*x1**3,
-X1%%*3,
3*y1*x1**2,
y2¥x2%*3,
-X2%%3,
3¥y2*x2**D,
y3*x3**3,
-X3%%3,
3¥y3*x3**2,
Y4*x4**3,
-XA**3
3*y4¥x4**2

21 xel = N1(§ , n)*x1(e)[@][@] + N2(§ , n)*x1(e)[1][@] + N3(§ , n)*x1(e)[2][@] + N4(§ , n)*x1(e)[3][e]

22 return xel
23

24 def yel(e , § , n): #Coordenad

ay:

25 yel = N1(§ , n)*yl(e)[@][e] + N2(§ , n)*yl(e)[1][@] + N3(§ , n)*yl(e)[2][@] + N4(§ , n)*yl(e)[3][e]

26 return yel
27

28 # Func¢bes de substituicdo utilizadas por Melosh (1990):

29

30 #def xe(e, eg):
31 #e=9e -1
32  #xe = a[e][0@] + a[e][0]*eg
33  #return xe

# Coordenada x:

x1*y1**37,
-3kx1*y1**2],
y1**3],
x2%y2**37]
-3%x2%y2%*2],
y2*¥*3],
Xx3*y3**37],
-3%x3*y3**2],
y3**3],
X4*y4**37,
-3kx4*y4**2]
y4**311)
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34
36 #def ye(e, ng): #Coordenada y:
37 #e =e -1

38 #ye = b[e][@] + b[e][0]*ng
39  #return ye

v 2.5.3 - Matriz jacobiana

1 # Vetores das derivadas parciais das fung¢bes de forma

2

3 def N§(§, n): # Derivadas parciais em relacdo a §.
4 N§ = np.array([[-(1 - n) / 4],

5 [+(1 - n) / 4],

6 [+(1 +n) / 4],

7 [-(1 +n) /7 41])

8 return N§

9

10 def Nn(§, n): # Derivadas parciais em relacdo a n
11 Nn = np.array([[-(1 - §) / 4],

12 [-(1+8) /4],

13 [+(1 + ) / 4],

14 [+(1 - &) /41D

15 return Nn

16

17

18 # Matriz com as derivadas das fun¢des de interpolacdo
19

20 def DNx(§, n):

21 NE_val = N§(§, n)
22 Nn_val = Nn(§, n)

23 DNx = np.array([N§_val[:, @], Nn_val[:, @]])
24 return DNx

25

26 # >>> Matriz Jacobiana [J]

27

28 def J(e, &, n):
29 J = DNx(§, n) @ coorde(e)
30 return J

32 # >>> Determinante da matriz Jacobiana
33

34 def DetJ(e, &, n):

35 DetJ = np.linalg.det(3(e, &, n))
36 return Detl]

37

38

39 # >>> Matriz Jocobiana Inversa [I]
40

41 def (e, §, n):

42 T = np.linalg.inv(3(e, &, n))

43 return T

v 2.5.4-Integracdo

1 def Ki(e):

2  Kii = np.zeros((12,12))

3  for i in range(2):

4 for j in range(2):

5 ga = eg[i][e]

6 na = eg[jl[e]

7 Kii = Kii + wg[i][@] * wg[j][@] * Kop(e, &a, na) * DetJ(e, &a, na)
8 return(Kii)

Clique duas vezes (ou pressione "Enter") para editar
v 2.6 - Matriz de rigidez dos elementos

1 def Ke(e):

2 InvA = np.linalg.inv(A(e))

3 Kee = np.dot(np.transpose(InvA), np.dot(Ki(e), 1InvA))
4  return Kee
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v 2.7-Matriz de rigidez global

1 # VETOR DE GRAUS DE LIBERDADE:

2

3 def GDL(e):

4 e=¢e -1

5 GDL = np.array(([3*int(conec[e][0]) - 21,
6 [3*int(conec[e][0]) - 1],
7 [3*int(conec[e][0]) - o],
8 [3*int(conec[e][1]) - 2],
9 [3*int(conec[e][1]) - 1],
10 [3*int(conec[e][1]) - o],
11 [3*int(conec[e][2]) - 2],
12 [3*int(conec[e][2]) - 1],
13 [3*int(conec[e][2]) - @],
14 [3*int(conec[e][3]) - 2],
15 [3*int(conec[e][3]) - 1],
16 [3*int(conec[e][3]) - @]))
17 return GDL
18
19 # MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL:
20

21 K = np.zeros((GL,GL))

22 for e in range(1,(ne+l)):

23 GDL_e = GDL(e)

24 Ke_e = Ke(e)

25 for i in range(12):

26 for j in range(12):

27 K[GDL_e[i][@]-1][GDL_e[j]l[0]-1] += Ke_e[i][]]

29 print("## MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL:
30 print("# Quantidade de colunas:", K.shape[0])
31 print("# Quantidade de linhas:", K.shape[1])
32 print("# Quantidade de elementos da matriz:", K.size)

S~ ## MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL:

- # Quantidade de colunas: 12
# Quantidade de linhas: 12
# Quantidade de elementos da matriz: 144

v 2.8-Formulagdo das condigbes de contorno

1 # Aplicacdo das condi¢des de contorno:

2

3 for i in range(GLR.shape[0]):

4  K[GLR[i,0]-1,GLR[i,0]-1] = 10**7*K[GLR[i,0]-1,GLR[i,0]-1]

v 2.9-Solugdo do sistema de equagbes

# Deslocamentos nodais globais:

#d = np.linalg.solve(K , f)

1
2
3
4
5 # >>> Vetor dos deslocamentos nodais globais
6 def solve_large_system(K, f): # Funcdo para resoluc¢do so sistema linear
7 K_sparse = csc_matrix(K) # Converter K para formato esparso CSC
8
9 try:

10 d_sparse = spsolve(K_sparse, f)

11 d = np.array([d_sparse]).T

12 print(f"Solu¢do encontrada com sucesso!™)

13 return d

14 except ValueError as e:

15 print(f"Erro ao resolver o sistema: {e}")

16 return None

17 except Exception as e:

18 print(f"Ocorreu um erro inesperado: {e}")

19 return None

21 d = solve_large_system(K, f) # Resolvendo o sistema

23 if d is not None: # Verificando se a soluc¢ao foi encontrada
24 pass # Faca algo com a solu¢do, se necessario

25 else: # Trate o caso em que ndo foi possivel resolver o sistema

26 print("Ndo foi possivel encontrar uma solug¢do para o sistema.")
27
28 # Deslocamentos nodais de cada elemento:

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab
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29

30 def de(e):

31 dee = np.zeros((12,1))
32  for i in range (12):

33 dee[i, @] = d[GDL(e)[i][@]-1][@]

34 return dee

35

36 ## TESTE:

37

38 print(" ")

39 print("VETOR DE DESLOCAMENTO DO ELEMENTO 33:")
40 print(de(1))
41 print(" ")

5% Solucdo encontrada com sucesso!

VETOR DE DESLOCAMENTO DO ELEMENTO 33:
[[ 1.50000015e-09]
.88980455¢-26]
.00000010e-09 ]
.00000012e-01]
.22044628e-18]
.50000010e-02]
.00000012e-01]
.22044627e-18]
.50000010e-02]
.50000015e-09 ]
.06579924e-27]
.00000010e-09]]

—
o

——
\ ]
RRREPRBRNRRERNRR

1 # Vetor de deslocamentos

#desl= np.zeros((nnos,1))
#for i in range(nnos):
# desl[i] = d[3*i]*1000

#ML1 = np.zeros((Q6.shape[0],1))
#for i in range(Q6.shape[0]):

# cc = Q6.astype(int)-1

# ML1[i] = desl[cc[i]][@]

W oo NOUVU A WN

bR
[T

12 #ff = np.min(ML1)
13 #gg = np.max(ML1)

14 #print("MAXIMO:======")
15 #print(ff)
16 #print("Minimo:======")

17 #print(gg)

v 2.10 - Matriz de compatibilidade cinematica

def B(e, §, n):
InvA = np.linalg.inv(A(e))
B = np.matmul(Q(e, & , n), InvA)
return B

v 211-VETOR DOS MOMENTOS

v 2.11.1- Fungdo dos momentos

# FUNCAO QUE CALCULA O MOMENTO EM FUNGAO DOS ELEMENTOS:

1
2
3 def Mk(e, &, n):

4 Mk = np.dot(-D(e), np.dot(B(e, &, n), de(e)))
5 return Mk

6

7 ## TESTE:

8

9 print(" ")
10 print("# VETOR DOS MOMENTOS DO ELEMENTO 37:")

11 print(Mk(1,0,0))

12 print(" ")

(4]

# VETOR DOS MOMENTOS DO ELEMENTO 37:
[[-1.00000000e+00]

[-2.29246683e-24]

[ 1.44560290e-16]]

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true 29/45



29/09/2024, 23:03

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

v 2.11.2- Vetor dos momentos

1 contador = np.zeros((nnos,1))
2 momentosl = np.zeros((nnos,1))
3 momentos2 = np.zeros((nnos,1))
4 momentos3 = np.zeros((nnos,1))

6 for i in range (1, nnos+l):

7 #print(" ")

8  #print(f"N6 Global:{i}")

9 indicess = np.argwhere(conec == i)
10 contador2 = len(indicess)

11  #print(indicess)

12 M1 = np.zeros((len(indicess),1))
13 M2 = np.zeros((len(indicess),1))
14 M3 = np.zeros((len(indicess),1))

# Vetor nulo que armazena
# Vetor nulo que armazena
# Vetor nulo que armazena
# Vetor nulo que armazena

# PERCORRE OS NOS GLOBAIS

15  #print("Elementos que compartilham o mesmo né:",len(indicess))
16 for j in range(len(indicess)): # CONTA OS ELEMENTOS QUE COMPARTILHAM O MESMO NO.

17 Elem = indicess[j][0] + 1
18 #print("ELEME",Elem)

19 no = indicess[j][1] + 1
20 #print("no",no)

21 if no ==

22 (x,y) = (-1,-1)

23 elif no ==

24 (X,y) =(1,-1)

25 elif no ==

26 (x,y) = (1, 1)

27 else:

28 (x,y) = (-1, 1)

29 M1[j] = Mk(Elem,x,y)[@]
30 M2[j] = Mk(Elem,x,y)[1]
31 M3[j] = Mk(Elem,x,y)[2]

32 #print(M1)

33 Mml = np.sum(M1)
34 Mm2 = np.sum(M2)
35 Mm3 = np.sum(M3)
36

37 contador[i-1] = contador2
38 momentosl[i-1] = Mml
39 momentos2[i-1] = Mm2
40  momentos3[i-1] = Mm3

41 print("Vetor dos momentos:========")
42 print(momentos3[1])

43 print("Vetor contador:============")
44 print(contador[1])

45

46 mx = np.zeros((nnos,1))
47 my = np.zeros((nnos,1))
48 mxy = np.zeros((nnos,1))
49 for i in range(nnos):

50 mx[i] = -momentosl[i]/contador[i]
51 my[i] = -momentos2[i]/contador[i]
52 mxy[i] = -momentos3[i]/contador[i]

Vetor dos momentos:========

[

[1.]

1 #nn = ((ne_y/2)+1)+(ne_y/2)*(ne_x+1)
2 #nn=1
3 #print(nn)

4
5 #print("Momento em Xx:============")
6 #print(mx[int(nn-1)1])

7 #print("Momento em y:============")
8 #print(my[int(nn-1)1)
9 #print("Momento torsor:==========")

10 #print(mxy[int(nn-1)1)

11 #print(" ")

12
1

2 #ML1 = np.zeros((b5.shape[0],1))
3 #for i in range(b5.shape[0]):
4 # cc = b5.astype(int)-1

quandos elementos compartilha cada né
os momentos em x

os momentos em y

os momentos torsores

DA MALHA
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# ML1[i] = mx[cc[i]][e]

#ff = np.max(ML1)
#gg = np.min(ML1)

#print(gg)

3 - ARQUIVO VTU

3.1 - Cddigos do médulo EVTK - Herrera (20176)

A
HHHEE VTK #H
A

FoRoRsK kKR kR kR kKRR KRR R R KRRk sk kR skokokokokokokokokok

# * Low level Python library to *

# * export data to binary VTK file. *
# 3k 3k 3k sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk k ok ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k K K K K K k.

import sys
import os

#
# VTK Types
#

# FILE TYPES
class VtkFileType:

def __init_ (self, name, ext):
self.name = name
self.ext = ext

def __str_ (self):
return "Name: %s Ext: %s \n" % (self.name, self.ext)

VtkImageData = VtkFileType("ImageData", ".vti")
VtkPolyData = VtkFileType("PolyData", ".vtp")
VtkRectilinearGrid = VtkFileType("RectilinearGrid"”, ".vtr")
VtkStructuredGrid = VtkFileType("StructuredGrid", ".vts")
VtkUnstructuredGrid = VtkFileType("UnstructuredGrid", ".vtu")

# DATA TYPES
class VtkDataType:

def __init_ (self, size, name):
self.size = size
self.name = name

def _ str__(self):
return "Type: %s Size: %d \n" % (self.name, self.size)

VtkInt8 = VtkDataType(1, "Int8")
VtkUInt8 = VtkDataType(1, "UInt8")
VtkIntle = VtkDataType(2, "Intl6")
VtkUIntl6 = VtkDataType(2, "UIntl6")
VtkInt32 = VtkDataType(4, "Int32")
VtkUInt32 = VtkDataType(4, "UInt32")
VtkInt64 = VtkDataType(8, "Int64")
VtkUInt64 = VtkDataType(8, "UInt64")
VtkFloat32 = VtkDataType(4, "Float32")
VtkFloat64 = VtkDataType(8, "Float64")

# Map numpy to VTK data types

np_to_vtk = { 'int8' : VtkInt8,
'uint8" : VtkUInts,
'intile6’ : VtkIntle,
‘uintle' : VtkUIntle,
'int32"' : VtkInt32,
‘uint32' @ VtkuInt32,
'inte4’ : VtkInté64,
'uint64' : VtkUInté64,
‘float32' : VtkFloat32,
'float64' : VtkFloat64 }

# CELL TYPES
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class VtkCellType:

def __init_ (self, tid, name):
self.tid = tid
self.name = name

def _ str_ (self):
return "VtkCellType( %s ) \n" % ( self.name )

VtkVertex = VtkCellType(1l, "Vertex")

VtkPolyVertex = VtkCellType(2, "PolyVertex")

VtkLine = VtkCellType(3, "Line")

VtkPolyLine = VtkCellType(4, "PolyLine")

= VtkCellType(5, "Triangle")

VtkTriangleStrip = VtkCellType(6, "TriangleStrip")
VtkPolygon = VtkCellType(7, "Polygon")

VtkPixel = VtkCellType(8, "Pixel")

VtkQuad = VtkCellType(9, "Quad")

VtkTetra = VtkCellType(10, "Tetra")

VtkVoxel = VtkCellType(11l, "Voxel")

VtkHexahedron = VtkCellType(12, "Hexahedron")

VtkWedge = VtkCellType(13, "Wedge")

VtkPyramid = VtkCellType(14, "Pyramid")

VtkQuadraticEdge = VtkCellType(21, "Quadratic_Edge")
VtkQuadraticTriangle = VtkCellType(22, "Quadratic_Triangle")
VtkQuadraticQuad = VtkCellType(23, "Quadratic_Quad")
VtkQuadraticTetra = VtkCellType(24, "Quadratic_Tetra")
VtkQuadraticHexahedron = VtkCellType(25, "Quadratic_Hexahedron")

VtkTriangle

#

# Helper functions

#

def _mix_extents(start, end):
assert (len(start) == len(end) == 3)
string = "%d %d %d %d %d %d" % (start[@], end[@], start[1l], end[1], start[2], end[2])
return string

def _array_to_string(a):

wn

s = .join([repr(num) + " " for num in al)

return s

def _get_byte_order():
if sys.byteorder == "little":

retu
else:

rn

"LittleEndian"

return "BigEndian"

#

# VtkGroup class

#

class VtkGro

up:

def __init_ (self, filepath):
Creates a VtkGroup file that is stored in filepath.

nun

self
self
self
self
self

PARAMETERS :

filepath: filename without extension.

.xml = XmlWriter(filepath + ".pvd")

.xml.openElement("VTKFile")

.xml.addAttributes(type = "Collection", version = "0.1", byte_order = _get_byte_order())
.xml.openElement("Collection")

.root = os.path.dirname(filepath)

def save(self):
""" Closes this VtkGroup. """
self.xml.closeElement("Collection")
self.xml.closeElement("VTKFile")
self.xml.close()

def addFile(self, filepath, sim_time, group =

, part = "@"):

""" Adds file to this VTK group.

PARAMETERS :

See:

filepath: full path to VTK file.

sim_time: simulated time.

group: This attribute is not required; it is only for informational purposes.
part: It is an integer value greater than or equal to @.

http://www.paraview.org/Wiki/ParaView/Data_formats#PVD_File_Format for details.

# TODO: Check what the other attributes are for.
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t#toffset

#

filename = os.path.relpath(filepath, start = self.root)

self.xml.openElement("DataSet")

self.xml.addAttributes(timestep = sim_time, group = group, part = part, file = filename)
self.xml.closeElement()

#
#

VtkFile class

class VtkFile:

def
#
#
#
#
#
#
#
def
def

__init_ (self, filepath, ftype, largeFile = False):
PARAMETERS:

filepath: filename without extension.

ftype: file type, e.g. VtkImageData, etc.

largeFile: If size of the stored data cannot be represented by a UInt32.
self.ftype = ftype
self.filename = filepath + ftype.ext
self.xml = XmlWriter(self.filename)
self.offset = @ # offset in bytes after beginning of binary section
self.appendedDatalsOpen = False

self.largeFile = largeFile

if largeFile == False:
self.xml.openElement("VTKFile").addAttributes(type = ftype.name,
version = "0.1",
byte_order = _get_byte_order())
else:
print "WARNING: output file only compatible with VTK 6.0 and later."
self.xml.openElement("VTKFile").addAttributes(type = ftype.name,
version = "1.0",
byte_order = _get_byte_order(),
header_type = "UInt64")

getFileName(self):
""" Returns absolute path to this file.
return os.path.abspath(self.filename)

openPiece(self, start = None, end = None,
npoints = None, ncells = None,
nverts = None, nlines = None, nstrips = None, npolys = None):
""" Open piece section.
PARAMETERS :
Next two parameters must be given together.
start: array or list with start indexes in each direction.
end: array or list with end indexes in each direction.

npoints: number of points in piece (int).
ncells: number of cells in piece (int). If present,
npoints must also be given.

All the following parameters must be given together with npoints.
They should all be integer values.

nverts: number of vertices.

nlines: number of lines.

nstrips: number of strips.

npolys: number of .

RETURNS :
this VtkFile to allow chained calls.

# TODO: Check what are the requirements for each type of grid.

self.xml.openElement("Piece")

if (start and end):
ext = _mix_extents(start, end)
self.xml.addAttributes( Extent = ext)

elif (ncells and npoints):
self.xml.addAttributes(NumberOfPoints = npoints, NumberOfCells = ncells)

elif npoints or nverts or nlines or nstrips or npolys:
if npoints is None: npoints = str(0)
if nverts is None: nverts = str(0)
if nlines is None: nlines = str(0)
if nstrips is None: nstrips = str(0)
if npolys is None: npolys = str(9)
self.xml.addAttributes(NumberOfPoints = npoints, NumberOfVerts = nverts,
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def

def

def

def

def

NumberOfLines = nlines, NumberOfStrips = nstrips, NumberOfPolys = npolys)
else:
assert(False)

return self

closePiece(self):
self.xml.closeElement("Piece")

openData(self, nodeType, scalars=None, vectors=None, normals=None, tensors=None, tcoords=None):
""" Open data section.

PARAMETERS :
nodeType: Point or Cell.
scalars: default data array name for scalar data.
vectors: default data array name for vector data.
normals: default data array name for normals data.
tensors: default data array name for tensors data.
tcoords: dafault data array name for tcoords data.

RETURNS :
this VtkFile to allow chained calls.

self.xml.openElement(nodeType + "Data")
if scalars:

self.xml.addAttributes(scalars = scalars)
if vectors:

self.xml.addAttributes(vectors = vectors)
if normals:

self.xml.addAttributes(normals = normals)
if tensors:

self.xml.addAttributes(tensors = tensors)
if tcoords:

self.xml.addAttributes(tcoords = tcoords)

return self

closeData(self, nodeType):
""" Close data section.

PARAMETERS:
nodeType: Point or Cell.

RETURNS :
this VtkFile to allow chained calls.

wun

self.xml.closeElement(nodeType + "Data")

openGrid(self, start = None, end = None, origin = None, spacing = None):
""" Open grid section.

PARAMETERS :

start: array or list of start indexes. Required for Structured, Rectilinear and ImageData grids.

end: array or list of end indexes. Required for Structured, Rectilinear and ImageData grids.
origin: 3D array or list with grid origin. Only required for ImageData grids.
spacing: 3D array or list with grid spacing. Only required for ImageData grids.

RETURNS:
this VtkFile to allow chained calls.
gType = self.ftype.name
self.xml.openElement(gType)
if (gType == VtkImageData.name):
if (not start or not end or not origin or not spacing): assert(False)

ext = _mix_extents(start, end)
self.xml.addAttributes(WholeExtent = ext,
Origin = _array_to_string(origin),
Spacing = _array_to_string(spacing))

elif (gType == VtkStructuredGrid.name or gType == VtkRectilinearGrid.name):
if (not start or not end): assert (False)
ext = _mix_extents(start, end)
self.xml.addAttributes(WholeExtent = ext)

return self

closeGrid(self):
""" Closes grid element.

RETURNS :
this VtkFile to allow chained calls.
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384

self.xml.closeElement(self.ftype.name)

def addHeader(self, name, dtype, nelem, ncomp):
""" Adds data array description to xml header section.

PARAMETERS:
name: data array name.
dtype: string describing type of the data.
Format is the same as used by numpy, e.g. 'floaté4'.
nelem: number of elements in the array.
ncomp: number of components, 1 (=scalar) and 3 (=vector).

RETURNS :
This VtkFile to allow chained calls.

NOTE: This is a low level function. Use addData if you want
to add a numpy array.

dtype = np_to_vtk[dtype]

self.xml.openElement( "DataArray")
self.xml.addAttributes( Name = name,
NumberOfComponents = ncomp,
type = dtype.name,
format = "appended",
offset = self.offset)
self.xml.closeElement()

#TODO: Check if 4/8 is platform independent

#if self.largeFile == False:

# self.offset += nelem * ncomp * dtype.size + 4 # add 4 to indicate array size
#telse:

self.offset += nelem * ncomp * dtype.size + 8 # add 8 to indicate array size
return self

def addData(self, name, data):
""" Adds array description to xml header section.

PARAMETERS :
name: data array name.
data: one numpy array or a tuple with 3 numpy arrays. If a tuple, the individual
arrays must represent the components of a vector field.
All arrays must be one dimensional or three-dimensional.

nun

if type(data).__name__ == "tuple": # vector data
assert (len(data) == 3)
x = data[e]
self.addHeader(name, x.dtype.name, x.size, 3)
elif type(data)._ name__ == "ndarray":
if data.ndim == 1 or data.ndim ==
self.addHeader(name, data.dtype.name, data.size, 1)
else:

assert False, "Bad array shape: + str(data.shape)
else:

assert False, "Argument must be a Numpy array"

def appendHeader(self, dtype, nelem, ncomp):
""" This function only writes the size of the data block that will be appended.
The data itself must be written immediately after calling this function.

PARAMETERS :
dtype: string with data type representation (same as numpy). For example, 'float64’
nelem: number of elements.
ncomp: number of components, 1 (=scalar) or 3 (=vector).
self.openAppendedData()
dsize = np_to_vtk[dtype].size
block_size = dsize * ncomp * nelem
if self.largeFile == False:
writeBlockSize(self.xml.stream, block_size)
else:
writeBlockSize64Bit(self.xml.stream, block_size)

def appendData(self, data):
""" Append data to binary section.
This function writes the header section and the data to the binary file.

PARAMETERS:
data: one numpy array or a tuple with 3 numpy arrays. If a tuple, the individual
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395 arrays must represent the components of a vector field.
396 All arrays must be one dimensional or three-dimensional.
397 The order of the arrays must coincide with the numbering scheme of the grid.
398

399 RETURNS:

400 This VtkFile to allow chained calls

401

402 TODO: Extend this function to accept contiguous C order arrays.
403 e

404 self.openAppendedData()

405

406 if type(data).__name__ == 'tuple': # 3 numpy arrays

407 ncomp = len(data)

408 assert (ncomp == 3)

409 dsize = data[@].dtype.itemsize

410 nelem = data[@].size

411 block_size = ncomp * nelem * dsize

412 #if self.largeFile == False:

413 writeBlockSize(self.xml.stream, block_size)

414 #else:

415 # writeBlockSize64Bit(self.xml.stream, block_size)

416 X, y, z = data[@], data[1], data[2]

417 writeArraysToFile(self.xml.stream, x, y, z)

418

419 elif type(data)._ name__ == 'ndarray' and (data.ndim == 1 or data.ndim == 3): # single numpy array
420 ncomp = 1

421 dsize = data.dtype.itemsize

422 nelem = data.size

423 block_size = ncomp * nelem * dsize

424 #if self.largeFile == False:

425 writeBlockSize(self.xml.stream, block_size)

426 #else:

427 # writeBlockSize64Bit(self.xml.stream, block_size)

428 writeArrayToFile(self.xml.stream, data)

429

430 else:

431 assert False

432

433 return self

434

435 def openAppendedData(self):

436 """ Opens binary section.

437

438 It is not necessary to explicitly call this function from an external library.
439 e

440 if not self.appendedDataIsOpen:

441 self.xml.openElement("AppendedData").addAttributes(encoding = "raw").addText("_")
442 self.appendedDatalsOpen = True

443

444 def closeAppendedData(self):

445 """ Closes binary section.

446

447 It is not necessary to explicitly call this function from an external library.
448 e

449 self.xml.closeElement("AppendedData")

450

451 def openElement(self, tagName):

452 """ Useful to add elements such as: Coordinates, Points, Verts, etc. """
453 self.xml.openElement(tagName)

454

455 def closeElement(self, tagName):

456 self.xml.closeElement(tagName)

457

458 def save(self):

459 """ Closes file """

460 if self.appendedDataIsOpen:

461 self.xml.closeElement("AppendedData")

462 self.xml.closeElement("VTKFile")

463 self.xml.close()

464

465  HHHHHHEHH
466 H#HHHHE HL H###EH
A67  HHHEHHEHHHHE

468

ABO FF KKK KKK KKK ok ok K K oK ok ok K K Kok ok KK Kok ok ok
470 # * High level Python library to *
471 # * export data to binary VTK file. *
A72  f RFFRFRKE KRR KKK R KoK ok ok K Kok ok K Kok ok R
473

474 #

475 # Helper functions

476 #
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477 def _addDataToFile(vtkFile, cellData, pointData):

478 # Point data

479 if pointData:

480 keys = list(pointData.keys())

481 vtkFile.openData("Point", scalars = keys[@])

482 for key in keys:

483 data = pointData[key]

484 vtkFile.addData(key, data)

485 vtkFile.closeData("Point")

486

487 # Cell data

488 if cellData:

489 keys = list(cellData.keys())

490 vtkFile.openData("Cell", scalars = keys[0])

491 for key in keys:

492 data = cellData[key]

493 vtkFile.addData(key, data)

494 vtkFile.closeData("Cell")

495

496 def _appendDataToFile(vtkFile, cellData, pointData):

497 # Append data to binary section

498 if pointData != None:

499 keys = list(pointData.keys())

500 for key in keys:

501 data = pointData[key]

502 vtkFile.appendData(data)

503

504 if cellData != None:

505 keys = list(cellData.keys())

506 for key in keys:

507 data = cellData[key]

508 vtkFile.appendData(data)

509

510 #

511 # High level functions

512 #

513 def imageToVTK(path, origin = (0.0,0.0,0.0), spacing = (1.0,1.0,1.0), cellData = None, pointData = None ):
514 """ Exports data values as a rectangular image.

515

516 PARAMETERS :

517 path: name of the file without extension where data should be saved.
518 origin: grid origin (default = (0,0,0))

519 spacing: grid spacing (default = (1,1,1))

520 cellData: dictionary containing arrays with cell centered data.
521 Keys should be the names of the data arrays.

522 Arrays must have the same dimensions in all directions and must contain
523 only scalar data.

524 nodeData: dictionary containing arrays with node centered data.
525 Keys should be the names of the data arrays.

526 Arrays must have same dimension in each direction and
527 they should be equal to the dimensions of the cell data plus one and
528 must contain only scalar data.

529

530 RETURNS:

531 Full path to saved file.

532

533 NOTE: At least, cellData or pointData must be present to infer the dimensions of the image.
534 e

535 assert (cellData != None or pointData != None)

536

537 # Extract dimensions

538 start = (0,0,0)

539 end = None

540 if cellData != None:

541 keys = list(cellData.keys())

542 data = cellData[keys[@]]

543 end = data.shape

544 elif pointData != None:

545 keys = list(pointData.keys())

546 data = pointData[keys[0]]

547 end = data.shape

548 end = (end[@] - 1, end[1] - 1, end[2] - 1)

549

550 # Write data to file

551 w = VtkFile(path, VtkImageData)

552 w.openGrid(start = start, end = end, origin = origin, spacing = spacing)
553 w.openPiece(start = start, end = end)

554 _addDataToFile(w, cellData, pointData)

555 w.closePiece()

556 w.closeGrid()

557 _appendDataToFile(w, cellData, pointData)

558 w.save()
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#

return w.getFileName()

def

gridToVTK(path, x, y, z, cellData = None, pointData = None):

Writes data values as a rectilinear or rectangular grid.

PARAMETERS :
path: name of the file without extension where data should be saved.
X, Yy, z: coordinates of the nodes of the grid. They can be 1D or 3D depending if
the grid should be saved as a rectilinear or logically structured grid, respectively.
Arrays should contain coordinates of the nodes of the grid.

If arrays are 1D, then the grid should be Cartesian, i.e. faces in all cells are orthogonal.

If arrays are 3D, then the grid should be logically structured with hexahedral cells.
In both cases the arrays dimensions should be equal to the number of nodes of the grid.
cellData: dictionary containing arrays with cell centered data.
Keys should be the names of the data arrays.
Arrays must have the same dimensions in all directions and must contain
only scalar data.
pointData: dictionary containing arrays with node centered data.
Keys should be the names of the data arrays.
Arrays must have same dimension in each direction and
they should be equal to the dimensions of the cell data plus one and
must contain only scalar data.

RETURNS :
Full path to saved file.

# Extract dimensions
start = (0,0,0)
nx = ny =nz =0

if (x.ndim == 1 and y.ndim == 1 and z.ndim == 1):
nx, ny, nz = x.size - 1, y.size - 1, z.size - 1
isRect = True
ftype = VtkRectilinearGrid

elif (x.ndim == 3 and y.ndim == 3 and z.ndim == 3):
s = X.shape
nx, ny, nz = s[@] - 1, s[1] - 1, s[2] - 1
isRect = False
ftype = VtkStructuredGrid

else:
assert(False)

end = (nx, ny, nz)

w = VtkFile(path, ftype)
w.openGrid(start = start, end = end)
w.openPiece(start = start, end = end)

if isRect:
w.openElement("Coordinates")
w.addData("x_coordinates", x)
w.addData("y_coordinates", y)
w.addData("z_coordinates", z)
w.closeElement("Coordinates™)

else:
w.openElement("Points")
w.addData("points", (x,y,z))
w.closeElement("Points")

_addDataToFile(w, cellData, pointData)
w.closePiece()
w.closeGrid()
# Write coordinates
if isRect:
w.appendData(x).appendData(y).appendData(z)
else:
w.appendData( (x,y,z) )
# Write data
_appendDataToFile(w, cellData, pointData)
w.save()
return w.getFileName()

def

pointsToVTK(path, x, y, z, data = None):

Export points and associated data as an unstructured grid.

PARAMETERS :
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path: name of the file without extension where data should be saved.
X, Y, z: 1D arrays with coordinates of the points.
data: dictionary with variables associated to each point.
Keys should be the names of the variable stored in each array.
All arrays must have the same number of elements.

RETURNS :
Full path to saved file.

assert (x.size == y.size == z.size)
npoints = x.size

# create some temporary arrays to write grid topology
offsets = np.arange(start = 1, stop = npoints + 1, dtype =
connectivity = np.arange(npoints, dtype = 'int32")
cell_types = np.empty(npoints, dtype = 'uint8')

"int32')

cell_types[:] = VtkVertex.tid

w = VtkFile(path, VtkUnstructuredGrid)
.openGrid()
openPiece(ncells = npoints, npoints = npoints)

= =

.openElement("Points")
addData("points", (x,y,z))
closeElement("Points")
openElement("Cells")
addData("connectivity", connectivity)
addData("offsets", offsets)
addData("types", cell_types)
closeElement("Cells")

£ £ £ £ £ £ £ =

_addDataToFile(w, cellData = None, pointData = data)

.closePiece()

.closeGrid()

.appendData( (x,y,z) )
.appendData(connectivity).appendData(offsets).appendData(cell_types)

= = = =

_appendDataToFile(w, cellData = None, pointData = data)

w.save()
return w.getFileName()

def

linesToVTK(path, x, y, z, cellData = None, pointData = None):

Export line segments that joint 2 points and associated data.

PARAMETERS:
path: name of the file without extension where data should be saved.

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

# index of last node in each cell
# each point is only connected to itself

X, Y, z: 1D arrays with coordinates of the vertex of the lines. It is assumed that each line.
is defined by two points, then the lenght of the arrays should be equal to 2 * number of lines.

cellData: dictionary with variables associated to each line.
Keys should be the names of the variable stored in each array.
All arrays must have the same number of elements.

pointData: dictionary with variables associated to each vertex.
Keys should be the names of the variable stored in each array.
All arrays must have the same number of elements.

RETURNS :
Full path to saved file.

assert (x.size == y.size == z.size)
assert (x.size % 2 == 0)

npoints = x.size

ncells = x.size / 2

# Check cellData has the same size that the number of cells

# create some temporary arrays to write grid topology

offsets = np.arange(start = 2, step = 2, stop = npoints + 1, dtype = 'int32")
connectivity = np.arange(npoints, dtype = 'int32")
cell_types = np.empty(npoints, dtype = 'uint8')

cell_types[:] = VtkLine.tid

w = VtkFile(path, VtkUnstructuredGrid)
w.openGrid()
w.openPiece(ncells = ncells, npoints = npoints)

# index of last node in each cell
# each point is only connected to itself
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.openElement("Points")
.addData("points", (x,y,z))
.closeElement("Points™)
.openElement("Cells")
.addData("connectivity", connectivity)
.addData("offsets", offsets)
.addData("types", cell_types)
.closeElement("Cells")

£ £ £ £ £ £ £ =

_addDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

.closePiece()

.closeGrid()

.appendData( (x,y,z) )
.appendData(connectivity).appendData(offsets).appendData(cell_types)

£ £ £ =

_appendDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

w.save()
return w.getFileName()

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

def

polyLinesToVTK(path, x, y, z, pointsPerLine, cellData = None, pointData

Export line segments that joint 2 points and associated data.

PARAMETERS:

path: name of the file without extension where data should be saved.
X, Y, z: 1D arrays with coordinates of the vertices of the lines. It is assumed that each line.

has diffent number of points.

pointsPerLine: 1D array that defines the number of points associated to each line. Thus,
the length of this array define the number of lines. It also implicitly
defines the connectivity or topology of the set of lines. It is assumed
that points that define a line are consecutive in the x, y and z arrays.

cellData: Dictionary with variables associated to each line.

Keys should be the names of the variable stored in each array.

All arrays must have the same number of elements.
pointData: Dictionary with variables associated to each vertex.

Keys should be the names of the variable stored in each array.

All arrays must have the same number of elements.

RETURNS :
Full path to saved file.

assert (x.size == y.size == z.size)
npoints = x.size
ncells = pointsPerLine.size

# create some temporary arrays to write grid topology

offsets = np.zeros(ncells, dtype = "'int32") # index of last node in each cell

ii =0

for i in range(ncells):
ii += pointsPerLine[i]
offsets[i] = ii

connectivity = np.arange(npoints, dtype = 'int32") # each line connects points that are consecutive

cell_types = np.empty(npoints, dtype = 'uint8')
cell_types[:] = VtkPolyLine.tid

w = VtkFile(path, VtkUnstructuredGrid)
.openGrid()
.openPiece(ncells = ncells, npoints = npoints)

= =

.openElement("Points")
.addData("points", (x,y,z))
.closeElement("Points™)
.openElement("Cells")
.addData("connectivity", connectivity)
.addData("offsets", offsets)
.addData("types", cell_types)
.closeElement("Cells")

£ £ £ £ £ £ £ =

_addDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

.closePiece()

.closeGrid()

.appendData( (x,y,z) )
.appendData(connectivity).appendData(offsets).appendData(cell_types)

£ £ £ =
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#

_appendDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

w.save()
return w.getFileName()

def

unstructuredGridToVTK(path, x, y, z, connectivity, offsets, cell_types, cellData = None, pointData = None):

Export unstructured grid and associated data.

PARAMETERS :
path: name of the file without extension where data should be saved.
X, Y, z: 1D arrays with coordinates of the vertices of cells. It is assumed that each element
has diffent number of vertices.
connectivity: 1D array that defines the vertices associated to each element.
Together with offset define the connectivity or topology of the grid.
It is assumed that vertices in an element are listed consecutively.
offsets: 1D array with the index of the last vertex of each element in the connectivity array.
It should have length nelem, where nelem is the number of cells or elements in the grid.
cell_types: 1D array with an integer that defines the cell type of each element in the grid.

It should have size nelem. This should be assigned from evtk.vtk.VtkXXXX.tid, where XXXX represent
the type of cell. Please check the VTK file format specification for allowed cell types.

cellData: Dictionary with variables associated to each line.
Keys should be the names of the variable stored in each array.
All arrays must have the same number of elements.
pointData: Dictionary with variables associated to each vertex.
Keys should be the names of the variable stored in each array.
All arrays must have the same number of elements.

RETURNS:
Full path to saved file.

assert (x.size == y.size == z.size)
npoints = x.size

ncells = cell_types.size

assert (offsets.size == ncells)

w = VtkFile(path, VtkUnstructuredGrid)
.openGrid()
openPiece(ncells = ncells, npoints = npoints)

= =

openElement("Points")
addData("points", (x,y,z))
closeElement("Points")
openElement("Cells")
addData("connectivity", connectivity)
addData("offsets", offsets)
addData("types", cell_types)
.closeElement("Cells")

£ £ £ £ £ £ £ =

_addDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

.closePiece()

.closeGrid()

.appendData( (x,y,z) )
.appendData(connectivity).appendData(offsets).appendData(cell_types)

£ £ £ =

_appendDataToFile(w, cellData = cellData, pointData = pointData)

w.save()
return w.getFileName()

def

cylinderToVTK(path, x@, y@, z0, zl, radius, nlayers, npilars = 16, cellData=None, pointData=None):

Export cylinder as VTK unstructured grid.

PARAMETERS :
path: path to file without extension.
x0, yo: center of cylinder.
z0, z1: lower and top elevation of the cylinder.
radius: radius of cylinder.
nlayers: Number of layers in z direction to divide the cylinder.
npilars: Number of points around the diameter of the cylinder.
Higher value gives higher resolution to represent the curved shape.
cellData: dictionary with 1D arrays that store cell data.
Arrays should have number of elements equal to ncells = npilars * nlayers.
pointData: dictionary with 1D arrays that store point data.
Arrays should have number of elements equal to npoints = npilars * (nlayers + 1).

RETURNS :

https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true

41/45



29/09/2024, 23:03 ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

887 Full path to saved file.

888

889 NOTE: This function only export vertical shapes for now. However, it should be easy to
890 rotate the cylinder to represent other orientations.
891 e

892 import math as m

893

894 # Define x, y coordinates from polar coordinates.
895 dpi = 2.0 * m.pi / npilars

896 angles = np.arange(0.0, 2.0 * m.pi, dpi)
897

898 x = radius * np.cos(angles) + x@

899 y = radius * np.sin(angles) + y@

900

901 dz = (z1 - z0) / nlayers

902 z = np.arange(z@, zl+dz, step = dz)

903

904 npoints = npilars * (nlayers + 1)

905 ncells = npilars * nlayers

906

907 XX = np.zeros(npoints)

908 yy = np.zeros(npoints)

909 zz = np.zeros(npoints)

910

911 ii =0

912 for k in range(nlayers + 1):

913 for p in range(npilars):

914 xx[1i] = x[p]

915 yy[ii] = y[p]

916 zz[ii] = z[k]

917 ii = ii + 1

918

919 # Define connectivity

920 conn = np.zeros(4 * ncells, dtype = np.int64)
921 ii = 0

922 for 1 in range(nlayers):

923 for p in range(npilars):

924 po = p

925 if(p + 1 == npilars):

926 pl = @

927 else:

928 pl = p + 1 # circular loop
929

930 ne = po + 1 * npilars

931 nl = pl + 1 * npilars

932 n2 = n@ + npilars

933 n3 = nl + npilars

934

935 conn[ii + @] = n@

936 conn[ii + 1] = n1

937 conn[ii + 2] = n3

938 conn[ii + 3] = n2

939 ii = ii + 4

940

941 # Define offsets

942 offsets = np.zeros(ncells, dtype = np.int64)
943 for i in range(ncells):

944 offsets[i] = (1 + 1) * 4

945

946 # Define cell types

947 ctype = np.ones(ncells) + VtkPixel.tid
948

949 return unstructuredGridToVTK(path, xx, yy, zz, connectivity = conn, offsets = offsets, cell_types = ctype, cellData = cellData,
950

O51  HHHHEHHEHHH Y
952  #HHHHIE XML ######
953 HHHHHEHHEHH
954

Q55 kekskokokokokokokokokokoskoksksksksksksk sk sk sk sksk sk sk sk skskskkskskok skok ok

956 # * Simple class to generate a *

957 # * well-formed XML file. *

958 # 3k 3k 3k 3k 3k sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k 3k K K K K K k.

959

960 class XmlWriter:

961 def __init_ (self, filepath, addDeclaration = True):
962 self.stream = open(filepath, "wb")

963 self.openTag = False

964 self.current = []

965 if (addDeclaration): self.addDeclaration()
966

967 def close(self):

968 assert(not self.openTag)
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self.stream.close()

def addDeclaration(self):
self.stream.write(b'<?xml version="1.0"2?>")

def openElement(self, tag):
if self.openTag: self.stream.write(b">")
st = "\n<%s" % tag
self.stream.write(str.encode(st))
self.openTag = True
self.current.append(tag)
return self

def closeElement(self, tag = None):
if tag:
assert(self.current.pop() == tag)
if (self.openTag):
self.stream.write(b">")
self.openTag = False
st = "\n</%s>" % tag
self.stream.write(str.encode(st))
else:
self.stream.write(b"/>")
self.openTag = False
self.current.pop()
return self

def addText(self, text):
if (self.openTag):
self.stream.write(b">\n")
self.openTag = False
self.stream.write(str.encode(text))
return self

def addAttributes(self, **kwargs):
assert (self.openTag)
for key in kwargs:
st = ' %s="%s""'%(key, kwargs[key])
self.stream.write(str.encode(st))
return self

A
H#HHE EVTK ####EH
HHEHH R

import struct

# Map numpy dtype to struct format

ELEMENTO FINITO DE PLACA_JAILSON NASCIMENTO - Colab

np_to_struct = { 'int8' : 'b',
'uint8’ 'B',
'int16’ 'h',
‘uintle’ 'H',
'int32' iy,
‘uint32' : 'I",
‘int64’ 'q',
‘uinte4’ : 'Q’,
‘float32"' : 'f',
'floate4' : 'd' }

def _get_byte_order_char():
# Check format in https://docs.python.org/3.5/1library/struct.html

if sys.byteorder == "little":
return '<'
else:
return '>'
#
# Python interface
#
def writeBlockSize(stream, block_size):
fmt = _get_byte_order_char() + 'Q"' # Write size as unsigned long long == 64 bits unsigned integer

stream.write(struct.pack(fmt, block_size))

def writeArrayToFile(stream, data):
#stream.flush() # this should not be necessary
assert (data.ndim == 1 or data.ndim == 3)
fmt = _get_byte_order_char() + str(data.size) + np_to_struct[data.dtype.name] # > for big endian

# Check if array is contiguous
assert (data.flags['C_CONTIGUOUS'] or data.flags['F_CONTIGUOUS'])

# NOTE: VTK expects data in FORTRAN order
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# This is only needed when a multidimensional array has C-layout

dd = np.ravel(data, order='F")

bin = struct.pack(fmt, *dd)
stream.write(bin)

def

writeArraysToFile(stream, x, y, z):

# Check if arrays have same shape and data type

assert ( x.size == y.size == z.size ), "Different array sizes."

assert ( x.dtype.itemsize == y.dtype.itemsize == z.dtype.itemsize ), "Different item sizes."

nitems = x.size
itemsize = x.dtype.itemsize

fmt = _get_byte_order_char() + str(1l) + np_to_struct[x.dtype.name] # > for big endian

# Check if arrays are contiguous

assert (x.flags['C_CONTIGUOUS'] or x.flags['F_CONTIGUOUS'])
assert (y.flags['C_CONTIGUOUS'] or y.flags['F_CONTIGUOUS'])
assert (z.flags['C_CONTIGUOUS'] or z.flags['F_CONTIGUOUS'])

# NOTE: VTK expects data in FORTRAN order

# This is only needed when a multidimensional array has C-layout

xX = np.ravel(x, order="F")
yy = np.ravel(y, order='F")
zz = np.ravel(z, order='F")

# eliminate this loop by creating a composed array.

for i in range(nitems):
bx = struct.pack(fmt, xx[i])
by = struct.pack(fmt, yy[i])
bz = struct.pack(fmt, zz[i])
stream.write(bx)
stream.write(by)
stream.write(bz)

v 3.2- Fungdo PreParaview - Silva (2022)

1
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'CRIACAO DO ARQUIVO VTK PARA O PARAVIEW'

def PreParaview(NumElem, NumNos, coord, conec, nome,

### Inicializacodes:

X = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'x' de
y = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'y' de
z = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'z' de
xin = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'x' de
yin = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'y' de

zin = np.zeros(NumNos) Coordenadas 'z' de

dz = np.zeros(NumNos)

ry = np.zeros(NumNos)

conn = np.zeros(NumElem*4)
Mx = np.zeros(NumNos)

My = np.zeros(NumNos)

Mxy = np.zeros(NumNos)
ctype = np.zeros(NumElem)
offset = np.zeros(NumElem)

Vetor dos momentos
Vetor dos momentos
Vetor dos momentos

for i in range(®, NumNos):

### Coordenadas de cada né (deformado):
x[1] = coord[i][0]

y[i] = coord[i][1]

z[i] = @ + d[3*i] * FatorEscala

### Coordenadas de cada né (indeformado):
xin[i] = coord[i][0]

yin[i] = coord[i][1]

zin[i] = o

### Vetor com os deslocamentos em 'z' (mm):
dz[i] = d[3*i] * 1000

### Vetor com as rotacgdes em 'x' (10e-3 rad):

rx[i] = d[3*i+1] * 1000

### Vetor com as rotagbes em 'y' (10e-3 rad):

#
#
#
#
#
#
#
rx = np.zeros(NumNos) # Vetor com as rota¢des em 'x
#
#
#
#
#
#
#

d, mx, my, mxy, FatorEscala)

cada n6 (deformado)
cada n6 (deformado)
cada n6 (deformado)
cada né (indeformado)
cada né (indeformado)
cada né (indeformado)

Vetor com os deslocamentos em 'z

Vetor com as rotacbes em 'y'
Vetor de conectividade

em "'x'
em 'y'

' '

em 'xy

Vetor com o tipo de elemento
Vetor 'offset' usados pelo 'EVTK'
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74 # Deslocamentos nos nds:

75 pointData = {"dz (1@e-3 in)":
76 "rx (1@e-3 rad)":
77 "ry (1@e-3 rad)":
78 "Mx (kip.in/in)":
79 "My (kip.in/in)":
80 "Mxy (kip.in/in)":
81
82
83

ry[i] = d[3*i+2] * 1000

### Vetor com as rotagdes em 'y' (10e-3 rad):
Mx[1i] mx[i]
My[i] = my[i]
Mxy[i] = mxy[i]

for e in range(®, NumElem):
for j in range(o, 4):

conn[4*e + j] = conec[e][j] - 1
### Vetor com o tipo do elemento:
ctype[e] = VtkQuad.tid
offset[e] = 4*(e+l)
### Vetores com os esforcos internos([kN] e [m]):
#Nx = mx[0][:] * 10**-3

#Ny my[1][:] * 10**-3
#Nxy = mxy[2][:] * 1@**-3

### Criacdo do arquivo 'VTK':

offsets = offset, cell_types =

"Mxy (kip.in/in)":

unstructuredGridToVTK(nome+'_ind', xin, yin, zin,
connectivity = conn, offsets =

v 3.3-Criag¢do do arquivo VTU

1 PreParaview(ne, nnos, coord, conec, nome, d, mx, my, mxy,

z[i] = @ + d[3*i] * FatorEscala

<ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:35: DeprecationWarning:

dz[i] = d[3*i] * 1000

<ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:38: DeprecationWarning:
rx[i] = d[3*i+1] * 1000

<ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:41: DeprecationWarning:
ry[i] = d[3*i+2] * 1000

<ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:44: DeprecationWarning:
Mx[i] = mx[i]

<ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:45: DeprecationWarning:
My[i] = my[i]

zinuthAan_innui+_112_do0adAahhdAQ1\ 16+ Nanraratinnblarninag:

v <ipython-input-118-d@@ed4ebbd91>:27: DeprecationWarning:

### Vetor de conectividade para elementos retangulares:

### Vetor 'offset' posicdo do uGltimo ndé do elemento (comegando de '1'):

unstructuredGridToVTK(nome, X, y, z, connectivity = conn,
ctype,

# Esforc¢os internos nos elementos:
cellData = {"Mx (kip.in/in)" : M
"My (kip.in/in)" : M

X,
Y,
Mxy, },

dz,
rX,

ry,
Mx,

My,
Mxy})

offset,

FatorEscala)

Conversion of an array with ndim > @

Conversion of an array with ndim > @

Conversion of an array with ndim > @

Conversion of an array with ndim > @

Conversion of array with ndim > @

Conversion of array with ndim > @

Canvancinn nf anrav with ndim ~ 0O +n

to a

to a

to a

to a

to a

to a
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scalar
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scalar

scalar
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https://colab.research.google.com/drive/12FwSJi3H9weM-h0gZAOpY-5Z_V9zudL 7#scrollTo=GyrfgRYJYayQ&printMode=true
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