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Resumo

Este trabalho consiste em um estudo sobre Topologia Geral e uma analise sobre a Com-
pacidade em produtos finitos e infinitos. Para estabelecer a base tedrica necessaria, inici-
amos com resultados e conceitos preliminares relacionados a teoria dos conjuntos, nogoes
de funcoes e familias de conjuntos. Em seguida, introduzimos os espacos topoldgicos e,
posteriormente, a Topologia Euclidiana como um exemplo mais palpavel dessa estrutura.
Na sequeéncia, sao discutidos os conceitos de pontos de acumulagao e homeomorfismos,
avancando depois para a nocao de continuidade. Posteriormente, apresentamos os espagos
métricos como uma forma de interpretar e gerar topologias. Mais adiante, estudamos a
Compacidade, preparando o caminho para a etapa final, na qual é introduzida a Topologia
Produto. Por fim, estudaremos a Topologia Produto com destaque na Compacidade em
produtos finitos e em produtos infinitos de Espacos Topoldgicos.

Palavras-Chave: Topologia Geral, Compacidade, Topologia Produto.



Abstract

This work consists of a study on General Topology and an analysis of Compactness in
finite and countably infinite products. To establish the necessary theoretical basis, we
begin with preliminary results and concepts related to set theory, notions of functions,
and families of sets. Next, we introduce topological spaces and, subsequently, Euclidean
Topology as a more tangible example of this structure. Following this, accumulation
points and homeomorphisms are discussed, moving on to the notion of continuity. Later,
we present metric spaces as a way to interpret and generate topologies. Further on, we
study Compactness, preparing the way for the final stage, in which Product Topology is
introduced. Finally, we will study Product Topology, focusing on Compactness in finite
and infinite products of Topological Spaces.

KeyWords: General Topology, Compactness, Product Topology.



Sumario

[Lista de Figuras|

Introducao

I Conceiios & Resuliados Prefiminares

M1

Conjuntos| . . . . . . . ..

[1.1.1 ~ Operacoes entre Conjuntos|. . . . . . . . . . . ... ... ... ...

1. UNCOES| . . v v v o e

Topologia Gerall

[2.1  Espacos Topologicos| . . . . . . . ... ... ... ...
2.1.1 Topologial . . . . . . . .. ...
[2.1.2  Conjuntos Abertos, Conjuntos Fechados e Conjuntos Clopen| . . . .
[2.1.3  Topologia nos Espacos kuclidianos| . . . . .. ... ... ... ...
[2.1.4  Base para uma Topologia] . . . . .. . ... ... ... ... ....
[2.1.5 Base para uma Topologia determinada] . . . . . . ... . ... ...

2.2 Pontos de Acumulacaol . . . . . .. ...
2.2.1 Ponto de Acumulacao e Fecho| . . . . . . . .. .. ... ...
2.2.2  Vizinhancas| . . . . . ... ...
223 Conexidadel . . . . . . .. ..o

2.3 Homeomorfismosf . . . . . . . .. ...
[2.3.1 Subespacos| . . . . .. ...
[2.3.2  Espacos Homeomorfos| . . . . . . .. ... ... .. ... ...,
[2.3.3  Espacos Nao Homeomorfos|. . . . . . .. ... ... ... ... ...

10

12

14

15
15
17
18
20



[2.4.1 Mapas Continuos| . . . . . . .. . . .. ... ... .. ... 49
[2.4.2 Teorema do Valor Intermediariol . . . . . ... ... ... ... ... 52

[2.5  Espacos Meétricos| . . . . . . . .. 54
[2.5.1 Espacos Metricos| . . . . . . . ... oo 54
[2.5.2  Convergencias de Sequencias| . . . . . . . . . . ... ... 58
[2.5.3 Completude] . . . . . . ... 61
[2.5.4 Contracoes|. . . . . . . . . . . e e e 68
[2.5.5 Espacosde Baire| . . . ... ... o000 70

2.6 Compacidade| . . . . . . . . ... 76
[2.6.1 Espacos Compactos|. . . . . . . . . ... .. ... ... 7
2.6.2 O Teorema de Heine-Borel . . . . . . . ... ... ... ... ... 79

[ Topologia Produtol 84
3.1 Produtos Finitosl . . . . . . . . .. 84
[3.1.1 A Topologia Produto para Produto Finitos|. . . . . . . . .. .. .. 85
[3.1.2  Projecoes nos Fatores de um Produto| . . . . . . .. ... ... ... 87
[3.1.3 O Teorema de Tychonoff para Produtos Finitos| . . . . . .. .. .. 90
(3.1.4 Produtos e Conexidadel . . . . . . . .. ... .. ... ... ... .. 92

(3.2 Produtos Infinitos Enumeraveis) . . . . . ... ..o o000 94
[3.2.1 O Conjunto de Cantor{ . . . . . . . . . ... ... ... ....... 95
[3.2.2 A Topologia Produto para Produtos Infinitos Enumeraveis| . . . . . 97
[3.2.3 O Espaco de Cantor e o Cubo de Hilbert | . . . . . ... ... ... 99

[Referencias Bibliograficas| 106




Lista de Figuras

3.1 Conjunto de Cantor|. . . . . . . . . .. .. ...

12



13

Introducao

A Topologia, enquanto ramo fundamental da Matematica moderna, surgiu do es-
forco de compreender propriedades dos espagos que permanecem invariantes sob trans-
formacoes continuas. Suas origens remontam ao século XIX, com os trabalhos de mate-
maticos como Leonhard Euler, Augustin-Louis Cauchy, Georg Cantor e Henri Poincaré,
cujas ideias prepararam o caminho para o estudo rigoroso da continuidade, convergéncia e
forma. A formalizagao da Topologia como disciplina independente consolidou-se no inicio
do século XX, especialmente com as contribuicoes de Felix Hausdorff, que introduziu o
conceito de espago topoldgico e estabeleceu a base da chamada Topologia Geral.

Desde entao, a Topologia Geral tornou-se uma ferramenta essencial para o entendi-
mento e a unificacao de diversas areas da Matematica, como Analise, Geometria e Algebra.
O estudo de conceitos como Compacidade, conexidade e separacao fornece uma estrutura
abstrata que permite tratar propriedades fundamentais dos espagos sem depender de mé-
tricas especificas. Entre esses conceitos, a Compacidade desempenha papel central, pois
estd intimamente relacionada a nogoes analiticas como continuidade uniforme, existéncia
de subsequéncias convergentes e limites.

Um dos temas mais ricos e sutis da Topologia é o comportamento da Compacidade
sob a formacao de produtos de espacos. No entanto, a diferenca entre produtos finitos
e produtos infinitos de espacos topoldgicos levanta questoes conceituais e técnicas que
merecem uma analise detalhada. Enquanto a compacidade é preservada em produtos
finitos, no caso infinito ela também é preservada, embora sua demonstragao exija o uso
de ferramentas adicionais.

Dessa forma, este trabalho tem como objetivo estudar os fundamentos da Topologia
Geral, com énfase no conceito de Compacidade e em seu comportamento sob produtos
finitos e infinitos de espagos topoldgicos. Para isto, no primeiro capitulo apresentamos

os conceitos e resultados preliminares necessarios para o inicio do estudo em Topologia.
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Nele sao revisados conjuntos, operacoes entre conjuntos, funcgoes, familias de conjuntos
e o produto cartesiano, ferramentas basicas que sustentam o desenvolvimento tedrico
posterior.

O segundo capitulo retine o fundamento teérico central do trabalho, dedicado a
Topologia Geral. Nele abordamos as nogoes essenciais do tema como Espagos Topoldgi-
cos, Pontos de Acumulacao, Homeomorfismos, Continuidade, Espacos Métricos e Com-
pacidade. Esses topicos permitem construir uma base sélida para as discussoes mais
avancadas.

Por fim, o terceiro capitulo é dedicado ao estudo da Topologia Produto, inicial-
mente considerando produtos finitos, e depois avancando para produtos infinitos enume-
raveis. Nesse contexto, discutimos condi¢oes que garantem a preservagao da compacidade
e analisamos um caso particular do Teorema de Tychonoff, culminando na demonstracao
de que o cubo de Hilbert é compacto. Esse resultado ilustra de forma concreta a profun-

didade e a relevancia da compacidade em produtos infinitos dentro da Topologia Geral.
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Capitulo 1

Conceitos e Resultados Preliminares

Antes de iniciarmos o estudo em Topologia Geral, é necessario estabelecer uma base
conceitual sélida que permita compreender com clareza os resultados que serao apresenta-
dos nos capitulos seguintes. Com isto, este capitulo tem por objetivo reunir os conceitos
basicos necesséarios ao estudo da Topologia Geral e, em particular, da Compacidade em
produtos de espacos topoldgicos. Assim, organizamos este capitulo em trés partes. Na
primeira, revisamos as principais defini¢coes e operacoes de conjuntos, destacando as prin-
cipais propriedades e resultados elementares de inclusao e igualdade. Na segunda, apre-
sentamos o conceito de funcao e suas propriedades, como injetividade, sobrejetividade e
bijetividade, além das nog¢oes do conjunto imagem e do conjunto imagem inversa. Por
fim, introduzimos o estudo das familias de conjuntos, que desempenham papel central na
definicao de topologias e em propriedades como Compacidade e continuidade, que serao
exploradas nos capitulos seguintes.

As demonstracoes dos resultados apresentados neste capitulo podem ser encontra-

das em [3].

1.1 Conjuntos

Ao estudar Topologia Geral, lidamos constantemente com colegdes de objetos ma-
tematicos e as operagoes que podem ser realizadas entre eles. Portanto, o objetivo desta
secao é apresentar a definicao de conjunto, as principais operagoes entre conjuntos e al-

gumas propriedades fundamentais, que serao utilizadas nos capitulos seguintes.

Definicao 1.1. Um conjunto € uma colecao bem definida de elementos, que podem ser
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numeros, pontos, objetos ou quaisquer entidades matemdticas. Costuma-se denotar con-

Juntos por letras maiusculas e seus elementos por letras minusculas.

Definicao 1.2. Dizemos que um elemento pertence a um conjunto quando ele estd contido
nesse agrupamento. Essa relagdo € representada pelo simbolo “€”. Assim, se a € elemento

do conjunto A, escreve-se a € A. Caso contrdrio, se a nao pertence a A, escreve-se

ad¢ A

Defini¢ao 1.3. O conjunto wvazio, denotado por 0, é aquele que nao contém mnenhum

elemento.

Defini¢ao 1.4. O conjunto universo é o conjunto que contém todos os elementos sob
consitderacao em um determinado contexto. Todos os demais conjuntos estudados sao

subconjuntos do conjunto universo.

Definicao 1.5. Dado um conjunto fundamental E e uma propriedade P, define-se um
conjunto X formado por todos os elementos de E que gozam da propriedade P. Escreve-
se:

X ={z € E |z goza da propriedade P}.
Leé-se: “X € o conjunto dos elementos x de E tais que x goza da propriedade P”.

Exemplo 1.6. Seja N o conjunto dos nimeros naturais e considere a propriedade P(x):

“r € par”. Entao, o conjunto dos numeros naturais pares é¢ dado por:

X ={zeN|zx épar} ={0,2,4,6,8,...}.

Definigao 1.7. Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é subcongunto de B quando todo

elemento de A também € elemento de B. Para indicar este fato, usa-se a notacdo

ACB

Quando A C B, dizemos também que A € parte de B ou que A estd contido em B. FEsta

relacao chama-se relacao de inclusao.

Proposigao 1.8. O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto X, ou seja

0 cC X.
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Proposicao 1.9. Para todo conjunto A e B, a relagdo de inclusao A C B é:
1. A C A; (Reflexiva)
2. Se AC B eBCA, entao A= B. (Antissimétrica)

3. Se ACBeBcCC, entao A C C. (Transitiva)

1.1.1 Operagoes entre Conjuntos

Definicao 1.10. A uniao dos conjuntos A e B ¢ o conjunto formado pelos elementos que

pertencem a A, ou a B. Denota-se por AU B, e define-se por

AUB={z|x € A oux € B}.

Definicao 1.11. A intersecao dos conjuntos A e B € o conjunto formado pelos elementos

que pertencem simultaneamente a A e a B. Denota-se por AN B, e define-se por:
ANB={z|x € Aex e B}

Definicao 1.12. Dois conjuntos A e B sdo disjuntos se nao possuem nenhum elemento
em comum, isto €

ANB=1.
Proposicao 1.13. Sejam A, B,C conjuntos. Valem as sequintes propriedades:
(U1) AUA=A
(U.2) AuUh=A
(U.3) AUB=BUA
(U4) (AUB)UC =AU (BUC)
(U.5) AU(ANB)=A
(U.6) AU(BNC)=(AuB)N(AUC)
Analogamente, para a intersecao:

(I1) ANA=A
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(1.2) AND=10

(I.3) ANB=BnA

(I.1) (ANB)NC =AN(BNC)

(1.5) AN(AUB) = A

(1.6) AN(BUC)=(ANB)U(ANC) .

Definicao 1.14. Dados dois conjuntos A e B, a diferenca A — B ¢ o conjunto dos ele-
mentos que pertencem a A mas nao pertencem a B. Em qualquer caso, tem-se A — B =

A—(ANB).

Definicao 1.15. Quando existe um conjunto fundamental E que contém todos os conjuntos
em consideracao, a diferenca E — X chama-se o complementar de X e indicamos por
E\ X. Entao temos

re E\X < z¢X.

Proposicao 1.16. Sejam A e B subconjuntos de um conjunto fundamental E. Valem as

sequintes propriedades:
(C.1) E\(E\A)=A

(C.2) AC B se, e somente se (E\ B) C (E\ A)
(C.3) A=10 se, e somente se E\A=E

(C.4) E\(AUB) = (E\ A)n (E\ B)

(C.5) E\(ANB)=(E\ A)U(E\ B)

1.2 Funcoes

O estudo de funcoes é fundamental para compreender como certas relagoes entre
conjuntos podem preservar ou transformar propriedades importantes. Nesta subsecao,
revisitamos conceitos basicos como injetividade, sobrejetividade e bijetividade, além das
nocoes de fungao inversa e o conjunto imagem inversa, que serao essenciais para a defini¢ao

de estruturas topoldgicas mais adiante.
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Definigao 1.17. Sejam X e Y dois conjuntos. Uma funcao f de X em Y € uma corres-

pondéncia que associa a cada elemento x € X wm tnico elemento f(x) € Y.
Definicao 1.18. Seja f uma funcao de um conjunto X para um conjunto Y .
(i) A funcao f é dita injetora se f(x1) = f(xa) implica que x1 = x4, para x1,x9 € X;

(ii) A fungao f € dita sobrejetora se para cada y € Y existe um v € X tal que

flx) =y;
(111) A funcao f € dita bijetora se for tanto injetora quanto sobrejetora.

Definicao 1.19. Dada uma funcao f : A — B e um subconjunto X C A, chama-se

imagem de X por f ao conjunto:

fX) ={f(z);x € X} ={y € By = f(x), v € X}.

O conjunto f(A) chama-se a imagem da funcéo f.

Proposicio 1.20. Dada uma funcio f : A — B e subconjuntos X,Y C A, tem-se:
(F.1) f(XUY) = f(X)U f(Y)

(F.2) f(XNY)C fX)NfY)

(F.3) X CY = f(X) C f(Y)

(F.4) f(0)=0

Definigao 1.21. Seja f : X — Y. A funcdao f ¢é dita ter uma inversa se existe uma
fungao g 1Y — X tal que g(f(x)) = z, para todo x € X, e f(g(y)) =y, para todoy € Y.

A funcao g € chamada de fungao inversa de f.
Proposicao 1.22. Seja f : X — Y uma funcao.
(i) A funcgdo f tem uma inversa se, e somente se, f é bijetora.

(ii) Sejam g1,92 : Y — X fungdes. Se g1 e ga sao ambas fungoes inversas de f, entdo

g1 = g2, isto €, g1(y) = g2(y), para todo y € Y.

(111) Seja g : Y — X uma fungdo. Entdo, g é uma funcgdo inversa de f se, e somente se,

f € uma funcgao inversa de g.
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Definigao 1.23. Seja f : X — Y uma funcao. Se S € qualquer subconjunto de Y, entdo o
conjunto f~1(S) € definido por

fHS) ={z e X | f(z) € S}.
O subconjunto f~1(S) de X é chamado de imagem inversa de S.

Observagao 1.24. Observe que uma funcgao inversa de f : X — Y existe se, e somente se,
f € bijetora. No entanto, a imagem inversa de qualquer subconjunto de Y existe mesmo

que [ ndo seja injetora nem sobrejetora. O proximo exemplo comprova isSo.

Exemplo 1.25. Seja f : Z — 7, dada por f(z) = |z|, para cada z € Z.

A fungao f nao € injetora, ja que f(1) = f(—1). Além disso, também ndo € sobrejetora,
pois nao existe z € Z tal que f(z) = —1. Assim, f certamente nao € bijetora. Portanto,
pelo item (i) da Proposz'gdo f nao tem uma funcao inversa. No entanto, as imagens

mversas certamente existem. Por exemplo,

F1{L,2,3)) = {~1,-2,-3,1,2,3} e F1({-5,3,5,7,9}) = {~3,—5,—7,-9,3,5,7,9}.

Proposicao 1.26. Seja f: X — Y uma funcao. Entdao f=1 <Uj€J Bj) = UJ.GJ f71(By).
Proposicao 1.27. Seja f : X — Y uma fungdo. Entio f~'(BiNBy) = f~YBy)Nf1(By)

Proposicao 1.28. Dada f : A — B uma funcao e subconjuntos Y,Z C B, wvalem as

seguintes propriedades:
(Inv1) f7HB\Y) = (B\ f7(Y))
(Iw2) Y C Z = f~Y(Y) C f-Y(2)
(Inv3) f~Y(B) = A

(Inv6) f~10) =0 .

1.3 Familias

O estudo de familias de conjuntos é importante para a construcao de diversas es-

truturas matematicas. Em especial, na topologia, o conceito de familia sera amplamente
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utilizado para descrever colecoes de conjuntos com determinadas propriedades em comum.
Nesta se¢ao, além de introduzir nogoes basicas sobre familias de conjuntos, também apre-
sentaremos a definicao de produto cartesiano, conceito fundamental para a construcao de

topologias em espacos produto.

Definigao 1.29. Seja L um conjunto cujos elementos chamamos de indices. Uma familia
de elementos de X com indices em L é uma funcao g : L — X. O wvalor de g no ponto

X € L € indicado por gy em vez de g(\). A familia € representada por (ga)xer-

Definigao 1.30. Seja (Ay)aer uma familia de conjuntos. A reunido da familia € definida
por

UA)\:{x | existe A € L tal que x € Ay}
AeL

Definigao 1.31. Seja (Ax)aer uma familia de conjuntos. A intersec¢do da familia é
definida por
mA,\:{yc\a:EA,\pamtodo)\EL}.

AeL
Definigao 1.32. Seja n € N*. Uma n-upla ordenada de elementos de um conjunto X é

uma familia indexada pelo conjunto n = {1,2,...,n}, ou seja, uma funcao:
r:n—X, 1z

Denotamos a n-upla por (x1,xa, ..., Ty,).

Definigao 1.33. Sejam X1, X»,..., X, conjuntos. O produto cartesiano X; x X, X
- X X, € o conjunto de todas as n-uplas (x1,a,...,x,) tais que x; € X; para cada

1=1,2,...,n, isto €
X1 X Xox oo x X, ={(x1,22,...,2,) | x; € X; para todo i € n}.

Mas observe que a nog¢ao de familia nos permite considerar produtos cartesianos

de uma quantidade arbitraria de conjuntos.

Definigao 1.34. Dada uma familia de conjuntos (Ax)xer, 0o produto cartesiano é:

HA/\ = {(a))xer | ax € A\ para todo X € L} .
AeL
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Este capitulo forneceu os fundamentos necessarios para o desenvolvimento do es-
tudo sobre topologia, abordando conceitos essenciais como conjuntos e suas propriedades,
funcoes, familias de conjuntos e produto cartesiano. Com essas ferramentas, podemos

agora avancar para a definicao e estudo das estruturas topolégicas propriamente ditas.
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Capitulo 2

Topologia Geral

Este capitulo tem por objetivo apresentar a fundamentacgao tedrica necessaria para
o desenvolvimento deste trabalho. Nele serao abordados os principais conceitos da To-
pologia Geral, que servem como base para a compreensao dos resultados discutidos no
capitulo posterior. Serao abordados temas como Espacos Topolégicos, Topologia Euclidi-
ana, Pontos de Acumulacao, Aplicacoes Continuas, Homeomorfismos, Espagos Métricos e
Compacidade. Esses conceitos fornecem a estrutura essencial para o estudo das proprie-
dades topoldgicas que se mantém sob transformagoes continuas, permitindo uma anélise
mais abstrata e geral dos espacos matematicos.

Assim, este capitulo constitui a parte tedrica central do trabalho, reunindo os
elementos fundamentais que sustentam o estudo da Compacidade em produtos finitos e

infinitos, tema abordado no capitulo seguinte.

2.1 Espacos Topolégicos

O conceito de topologia é o ponto de partida para todo o estudo da Topologia
Geral. Ele fornece a estrutura necessaria para compreender como conjuntos podem ser
organizados sem recorrer a nogoes métricas. Nesta secao, introduzimos a definicao formal
de topologia, bem como alguns exemplos de topologias que ilustram diferentes formas de

organizar um mesmo conjunto.
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2.1.1 Topologia

Definigao 2.1. Seja X um conjunto nao-vazio. Um conjunto T de subconjuntos de X €

dito ser uma topologia em X se:

(i) X e o conjunto vazio ) pertencem a T,

(i) A unido de qualquer (finito ou infinito) nimero de conjuntos em T pertence a T, e
(111) A intersecao de quaisquer dois conjuntos em T pertence a T.
O par (X, T) € chamado de espago topoldgico.

Exemplo 2.2. Seja X = {a,b,c,d,e, f} e

7 =1{X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d e, f}}.

Entao, 71 € uma topologia em X, pois satisfaz as condi¢ées da Definicao [2.1]

Exemplo 2.3. Seja X = {a,b,c,d,e} e

7 =1{X,0,{a},{c,d},{a,c,e}, {b,c,d}}.

Ty nao € uma topologia em X, pois a uniao

{¢,d} U{a,c,e} ={a,c,d, e}
ou
{C7 d} n {a7 G, 6} = {C}
nao pertencem a Ty.

Definicao 2.4. Seja X um conjunto arbitrario ndo-vazio e T a colegao de todos os subcon-
jguntos de X. Entao, T é chamada de topologia discreta sobre X, e o espago topologico

(X, 7) € chamado de um espago discreto.

Definigao 2.5. Seja X qualquer conjunto ndao-vazio e 7 = {X,0}. Entdao, T é chamada de

topologia indiscreta e o espaco (X, T) € dito ser um espago indiscreto.
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Exemplo 2.6. Seja X = {a,b,c} e 7 uma topologia sobre X com {a} € 7, {b} € T, e
{c} € 7. Entao T € a topologia discreta.

De fato, sabemos que T € uma topologia e que {a},{b},{c} € 7. Precisamos provar
que T contém todos os subconjuntos de X. O conjunto X tem 3 elementos, dai 23 =
subconjuntos: S; =0, So = {a}, S5 = {b}, Sy = {c}, S5 = {a,b}, Se = {a,c}, Sz = {b,c},
e Sy =X ={a,b,c}.

Como T é uma topologia, sabemos que X € 7 e ) € T pela Definicao[2.1. Além disso, por
hipdtese sabemos que {a} € T, {b} € 7, e {c} € 7.

Agora, precisamos mostrar que {a, b}, {a,c}, e {b,c} estao em 7. Como {a,b} = {a}U{b},
e {a},{b} € 7, seque que {a,b} € T pela condicio (i) da Definicao [2.1. Similarmente,
{a,c} ={a} U{c} € 7 e {b,c} = {b} U{c} € 7. Portanto, todos os subconjuntos de X

estao em T, o que prova que T € a topologia discreta.

Proposicao 2.7. Se (X, 1) € um espago topoldgico tal que, para cada x € X, o conjunto

unitario {x} pertence a T, entao T € a topologia discreta.

Demonstragao: Seja S um subconjunto arbitrario de X. Entao

S = U{:U}

€S

Como todos os {z} estao em 7, a unido de qualquer conjunto de elementos de 7 também
estd em 7. Portanto, S € 7, o que implica que 7 contém todos os subconjuntos de X, ou

seja, T € a topologia discreta. [

2.1.2 Conjuntos Abertos, Conjuntos Fechados e Conjuntos Clopen

Nesta subsecao, nosso objetivo é estudar os conjuntos abertos, fechados e os conjun-
tos de clopen. Estamos interessados em compreender como esses conjuntos se relacionam
com a topologia de um espaco e como eles constituem ferramentas fundamentais para a
analise topoldgica. Ao longo do trabalho, veremos que muitas propriedades e resultados
dependerao do uso de conjuntos abertos e fechados, tornando esta subse¢ao essencial para

o desenvolvimento dos conceitos posteriores.

Definigao 2.8. Seja (X, 7) um espago topolégico. Entao, os membros de T sdo chamados

de conjuntos abertos.
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Com isto, segue da Definicao 2.1] a seguinte observacao.
Observagao 2.9. Se (X, 1) € qualquer espago topoldgico, entdo:
(1) X e sio conjuntos abertos,

(i) a uniao de qualquer nimero (finito ou infinito) de conjuntos abertos é um conjunto

aberto, e
(11i) a intersegdo de qualquer numero finito de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

Exemplo 2.10. Seja N o conjunto de todos os nimeros naturais e seja T a topologia
composta por () e todos os subconjuntos de N cujos complementos em N sdo finitos. A
tersecao de conjuntos abertos pode nao ser aberta.

De fato, considere os conjuntos S, = {1}U{n+1,n+2,...} para cada n € N. Cada S,
¢ aberto na topologia T, pois seu complemento € finito. No entanto, a intersecao infinita
Moy Sn = {1} nao € aberta, ji que o complemento de {1} ndo € finito. Portanto, a

intersecao de conjuntos abertos pode nao ser aberta.

Definigao 2.11. Seja (X, T) um espago topolégico. Um subconjunto S C X € dito ser um

congjunto fechado em (X, T) se o complemento de S, denotado por X \ S, for aberto.
Proposigao 2.12. Se (X, 7) é um espago topoldgico, entao:
(1) X e sao conjuntos fechados;

(i) A intersecio de qualquer nimero (finito ou infinito) de conjuntos fechados € um

conjunto fechado;
(11i) A unido de qualquer nimero finito de conjuntos fechados € um conjunto fechado.

Demonstragao: (i) Desde que X, € 7e X = X \De () = X \ X segue que X e ) sdo
fechados.

Para (ii) Sejam {S;};c; uma colec@o (finita ou infinita) de conjuntos fechados em um
espago topolégico (X, 7). Como cada S; é fechado, seus complementos X \ \S; sdo abertos,
isto é, X \ S; € 7 para todo i € I. Sabemos que o complemento da interse¢ao é a unido
dos complementos: X\ ((;c;S:) = Uie;(X\S;). Como cada X\ S; é aberto e a topologia
¢ fechada sob unides arbitrarias, a unidao J;c;(X \ S;) ¢ aberta. Portanto, X \ ((,c; Si)

é aberto, o que implica que (), S; ¢é fechado.
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Para (iii), considere Sy, Sy, . .., S, uma colegao de conjuntos fechados. Precisamos mostrar
que S U Sy U---US, é fechado. Como Si,Ss,...,S, sao fechados, seus complementos

sao abertos. Entao,
X\ (S1USaU---US,)=(X\S)NX\S)N---N(X\ S,

¢ a intersecao de conjuntos abertos, que é aberta. Portanto, a uniao finita de conjuntos

fechados é fechada. |

Observagao 2.13. Em um espaco discreto, todo conjunto é simultaneamente aberto e fe-
chado, enquanto em um espago indiscreto (X, 7), todos os subconjuntos de X, exceto X

e 0, nao sao nem abertos nem fechados.

Definigao 2.14. Um subconjunto S de um espago topoldgico (X, T) € dito clopen se ele é

simultaneamente aberto e fechado em (X, T).

Observagao 2.15. Note que, em todo espago topoldgico (X,7), tanto X quanto () sao
clopen. Em um espaco discreto, todos os subconjuntos de X sdo clopen. Em um espaco

indiscreto, os inicos subconjuntos clopen sio X e ().

Definicao 2.16. Seja X um conjunto nao vazio. Uma topologia 7 em X € chamada de
topologia fechada-finita ou topologia cofinita se os subconjuntos fechados de X
forem X e todos os subconjuntos finitos de X ; ou seja, os conjuntos abertos sao () e todos

0s subconjuntos de X que tém complemento finito.

Exemplo 2.17. Seja 7 a topologia dos fechados finitos em um conjunto X. Se X tem pelo
menos 8 subconjuntos clopen distintos, entao X € um conjunto finito.

De fato, como o espago topoldgico (X, T) tem 3 subconjuntos clopen distintos, sabemos
que existe um subconjunto clopen S de X tal que S # X e¢ S # (). Como S € aberto
em (X,7), a Defini¢io implica que seu complemento X \ S é um conjunto fechado.
Assim, S e X \ S sdo fechados na topologia dos fechados finitos T. Portanto, S e X \ S
sao ambos finitos, uma vez que nenhum deles é igual a X. Mas X = SU (X \ S), e assim

X € a unido de dois conjuntos finitos. Portanto, X € um conjunto finito.

Apresentamos a seguir um resultado que serd 1til na caracterizacao de topologias
definidas por meio de fungoes, destacando o papel das imagens inversas na determinagao

de abertos.
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Proposicao 2.18. Seja (Y, 7) um espago topoldgico e X um conjunto ndao vazio. Além
disso, seja f: X — Y uma fungdo. Definimos 7, = {f~1(S) : S € 7}. Entdo 1, € uma

topologia em X.

Demonstragao: Nosso objetivo é mostrar que a colecao de conjuntos, 71, ¢ uma topologia
em X isto é, precisamos mostrar que 71 satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii) da Definigdo
2.1

Note que, Y € 7 e seja f71(Y) = X, entdo X € 71, e também, f~1(0) = 0, logo 0 € 7.
Portanto, 7; tem a propriedade (i) da Defini¢ao

Para verificar a condigao (ii) da Definigao , seja {A; : j € J} uma colecao de membros

de 71, para algum conjunto indice J. Temos que mostrar que | J,.; A; € . Como A; € 7y,

jeJ

a defini¢ao de 7 implica que A; = f~1(B;), onde B; € 7. Assim, pela Proposigao [1.26

Ua=Ur's)=" (U Bj> .

jedJ jeJ jeJ

Agora, B; € T, para todo j € J, e portanto | J,_; B; € 7, uma vez que 7 é uma topologia

jeJ
em Y. Portanto, pela definicao de 7, temos f~! (U]EJ Bj> € 1; isto é, Y
Assim, 7 tem a propriedade (ii) da Definicao [2.1]

jGJAj €T

Finalmente, sejam A; e Ay em 77. Temos que mostrar que A;NA; € 7. Como Ay, Ay € 11,
temos A; = f~Y(By) e Ay = f71(Bs), onde By, By € T.
Assim, pela Proposicao [1.27],

Al N AQ == fﬁl(Bl) N fﬁl(Bg) - fﬁl(Bl N BQ)

Como By N By € 7, temos f~1(B; N By) € 1. Portanto, A; N Ay € 71, e mostramos que
71 também possui a propriedade (iii) da Defini¢do 2.1l Assim, 71 é de fato uma topologia
em X. [ |

Observagao 2.19. Vale lembrar de que nem todos os conjuntos sao contdveis. Portanto,
nao seria suficiente, no argumento acima, assumir que os conjuntos Ay, As, ..., Ap, ...
estao em T e mostrar que sua uniao Ay U Ay U...UA,U... estd em 1. Isso provaria
apenas que a uniao de um numero contavel de conjuntos em T, estd em Ty, mas nao

mostraria que Ty tem a propriedade (ii) da Defini¢ao . Esta propriedade requer que
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todas as unioes, sejam contaveis ou nao contaveis, de conjuntos em T, estejam em Ti.

2.1.3 Topologia nos Espacos Euclidianos

Nesta subsecao, introduzimos a Topologia Euclidiana, que serve como um exem-
plo concreto e mais intuitivo de espaco topolégico dentro do contexto do nosso estudo
em Topologia Geral. A Topologia Euclidiana nos permite visualizar de forma concreta
conceitos abstratos, como conjuntos abertos e fechados, que ja discutimos na subsecao
anterior. Esse exemplo serd 1til ao longo do trabalho, pois muitas propriedades e resulta-
dos que analisaremos posteriormente podem ser ilustrados e melhor compreendidos nesse

contexto.

Definigao 2.20. Um subconjunto S C R ¢é aberto na Topologia Fuclidiana em R se satisfaz

a sequinte propriedade:
(%) Para cada x € S, existem a,b € R, com a < b, tal que z € (a,b) C S.
Proposicao 2.21. Os abertos da Topologia Euclidiana T dao origem a uma topologia.

Demonstragao: Para mostrar que os abertos da Topologia Euclidiana dao origem a uma

topologia, devemos mostrar que satisfazem as propriedades (i), (ii) e (iii) da Definigao [2.1]

(i) Vamos mostrar que R € 7.
Seja € R. Se colocamos a =x—1eb=x+ 1, entdao = € (a,b) C R. Ou seja, z
tem a propriedade (x), e, portanto, R € 7. Em segundo lugar, ) € 7, pois () tem a

propriedade (x) .

(i) Agora, seja {A,};jes, para algum conjunto de indice J, uma familia de membros de
7. Entao, temos que mostrar que

Seja x € |J

jeJAjET‘

e A;. Entao, existe k € J tal que v € Ay € 7. Como A;, € 7, existem
a,b € R, com a < b, tal que = € (a,b) C A;. Portanto, = tem a propriedade (x).

Logo, U, 45 € 7.

(iii) Por fim, seja x € A; N Ay. Entdo, z € Aj e x € Ay. Como A; € 7, existem a,b € R,
com a < b, tais que = € (a,b) C A;. Também, como A, € 7, existem ¢,d € R, com
¢ < d, tais que x € (¢,d) C Ay. Seja e = max{a,c} e f = min{b,d}. Entao, e < f,
c ainda z € (e, f) C Ay N Ay. Como x € (e, f) C Ay e (e, f) C Ay, deduzimos que

z € (e, f) € Ay N As. Portanto, A; N Ay tem a propriedade (x).
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Portanto, 7 é uma topologia em R. [ |
Descreveremos agora os conjuntos abertos e os conjuntos fechados na Topologia
Euclidiana em R. Em particular, veremos que todos os intervalos abertos sao de fato

conjuntos abertos nesta topologia e todos os intervalos fechados sao conjuntos fechados.

Proposigao 2.22. Sejam r,s € R comr < s. Na Topologia Euclidiana 7 em R, o intervalo

aberto (r,s) pertence a T e, portanto, € um conjunto aberto.

Demonstragao: Dado o intervalo aberto (7, s), precisamos mostrar que ele é aberto na
Topologia Euclidiana, ou seja, que (r, s) possui a propriedade () da Definigao m

Seja x € (r,s). Queremos encontrar a ¢ b € R com a < b tais que x € (a,b) C (r,s).
Escolha a = r e b = s. Entao, claramente x € (a,b) C (r,s). Consequentemente, (7, s) é

um conjunto aberto na Topologia FEuclidiana. [ |

Proposicao 2.23. Os intervalos abertos (r,00) e (—oo, 1) sdo conjuntos abertos em R, para

todo numero real r.

Demonstragao: Inicialmente, mostraremos que (r,00) é um conjunto aberto, ou seja,
possui a propriedade (x). Seja x € (r,00). Coloque a =7 e b=z + 1. Entao, z € (a,b) C
(r,00), e assim (r,00) € 7. Um argumento similar mostra que (—oo,r) é um conjunto

aberto em R. [ |

Observagao 2.24. E importante notar que, embora todo intervalo aberto seja um conjunto
aberto em R, a reciproca € falsa. Nem todos os conjuntos abertos em R sao
intervalos. Por exemplo, o conjunto (1,3)U(5,6) € aberto em R, mas nao é um intervalo

aberto.

Proposicao 2.25. Para todo c¢,d € R com ¢ < d, o intervalo fechado [c,d] mndo é um

congunto aberto em R.

Demonstragao: Provaremos que [¢,d] nao possui a propriedade (x). Para isso, basta
encontrar qualquer z tal que nao existam a,b com a propriedade requerida.
Escolha z = ¢. Entao, x € [¢,d] implica a < ¢ < b, 0o que é impossivel. Logo, [¢,d] nao

possui a propriedade () e, portanto, ndo é um conjunto aberto. [ |

Proposigao 2.26. Para cada a,b € R com a < b, o intervalo fechado [a,b] é um conjunto

fechado na Topologia Fuclidiana em R.
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Demonstragao: Para mostrar que é fechado, basta observar que seu complemento (—oo, a)U

(b, 00), sendo a uniao de dois conjuntos abertos, é um conjunto aberto. [ |
Proposicao 2.27. Cada conjunto unitdrio {a} € fechado em R.

Demonstragao: O complemento de {a} é a unido dos dois conjuntos abertos (—oo,a) e

(a,00), e assim, é aberto. Portanto, {a} é fechado. |
Proposicao 2.28. O conjunto 7Z de todos os inteiros é um subconjunto fechado de R.

Demonstragao: O complemento de Z é a unido de intervalos abertos (n,n + 1) para todo

n € Z. Portanto, 7Z é fechado. [ |

Proposigao 2.29. O conjunto Q dos numeros racionais nao é um conjunto fechado nem

um conjunto aberto de R.

Demonstragao: Suponha que (a,b) C Q, onde a e b pertencem a R com a < b. Entre
dois numeros reais distintos, existe pelo menos um nuimero irracional. Portanto, existe
¢ € (a,b) tal que ¢ ¢ Q. Isso contradiz (a,b) C Q. Logo, @ nao contém nenhum intervalo
(a,b) e, portanto, ndo é um conjunto aberto. Para provar que @Q nao é um conjunto
fechado, basta mostrar que R\ @ ndo é um conjunto aberto. Usando o fato de que
entre dois nimeros reais distintos sempre existe um ndmero racional, vemos que R\ Q
nao contém nenhum intervalo (a,b), com a < b. Portanto, R\ Q nao é aberto em R, e

consequentemente, QQ nao é fechado em R. [ |

2.1.4 Base para uma Topologia

O conceito de base para uma topologia é fundamental para a construcao e compre-
ensao de espagcos topologicos. Por meio de uma base, é possivel gerar todos os conjuntos
abertos de um espacgo , simplificando a analise de suas propriedades. No contexto do
nosso estudo, essa abordagem é particularmente 1til, pois permite compreender de forma
mais clara a estrutura de diferentes topologias. Nosso objetivo nesta subsegao é apresen-
tarmos a definicao formal de base, exemplos relevantes e resultados que mostram como a

topologia pode ser construida a partir dela.

Proposigao 2.30. Um subconjunto S de R € aberto se, e somente se, for uma uniao de

intervalos abertos.
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Demonstragao: Assuma que S é uma uniao de intervalos abertos; isto é, existem intervalos
abertos (a;,b;), onde j pertence a algum conjunto de indice J, tal que S = UjeJ(aj, bj).
Pela Proposigao , cada intervalo aberto (aj,b;) é um conjunto aberto. Assim, S é
uma uniao de conjuntos abertos, e, portanto, S é um conjunto aberto.

Reciprocamente, assuma que S é aberto em R. Entao, para cada xz € S, existe um
intervalo I, = (a,b) tal que x € I, C S. Agora, afirmamos que S = J, g 1o

Primeiramente, seja y € S. Entdo y € I,. Assim, y € |J, ¢ l:, como requerido. Em

€S
segundo lugar, seja z € J,cq - Entao z € I;, para algum ¢t € S. Como I; C S, vemos

que z € S. Logo, S = J,,.q I, e concluimos que S é uma uniao de intervalos abertos. l

zeS

Definigao 2.31. Seja (X, 7) um espaco topoldgico. Uma colegio B de subconjuntos abertos
de X ¢ dita ser uma base para a topologia T se todo conjunto aberto for uma unido de

membros de B. Além disso, os membros de B sao chamados de abertos bdsicos.

Observagao 2.32. Se B ¢ uma base para uma topologia T em um conjunto X, entao um
subconjunto U de X pertence a T se, e somente se, U é uma uniao de membros de
B. Assim, B gera a topologia T no sequinte sentido: se soubermos quais conjuntos sao
membros de B, entao podemos determinar os membros de T, eles sao exatamente todos os

conjuntos que sao unioes de membros de B.

Exemplo 2.33. Seja B = {(a,b) : a,b € R,a < b}. Entao B é uma base para a Topologia
Fuclidiana em R, conforme a Proposi¢ao [2.30

Exemplo 2.34. Seja (X, 7) um espago discreto e B a familia de todos os subconjuntos
unitdrios de X; isto é, B = {{z} : x € X}. Entao, pela Proposi¢io B é uma base

para T.

Exemplo 2.35. Seja X = {a,b,c,d,e, f} e ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e, f}}.
Entao B = {{a},{c,d},{b,c,d,e, f}} € uma base para T, pois B C 1 e cada membro de
71 pode ser expresso como uma unido de membros de B. Observe que () € uma unido vazia

de membros de B. Note que 11 em si também é uma base para 1.

Observagao 2.36. Observe que, se (X, 7) é um espago topoldgico, entao B = T € uma base
para a topologia 7. Por exemplo, o conjunto de todos os subconjuntos de X é uma base

para a topologia discreta em X.
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Portanto, vemos que podem existir muitas bases diferentes para a mesma topologia.
De fato, se B é uma base para uma topologia 7 em um conjunto X e B; é uma colegao
de subconjuntos de X tal que B C B; C 7, entao B; também é uma base para 7.

Como indicado acima, a nocao de base para uma topologia nos permite definir

topologias. No entanto, o exemplo a seguir mostra que devemos ter cuidado.

Exemplo 2.37. Seja X = {a,b,c} e B = {{a},{c},{a,b},{b,c}}. Entio B ndio é uma
base para nenhuma topologia em X. Para ver isso, suponha que B seja uma base para

uma topologia 7. Entdo T consiste em todas as unioes de conjuntos em B; ou seja,

T = {Xv ®7 {a}v {0}7 {CL’ C}7 {a’ b}’ {b’ C}}

Mais uma vez, usamos o fato de que () € uma uniao vazia de membros de B e, portanto,
0 € 7. No entanto, T nao é uma topologia, ji que o conjunto {b} = {a,b} N {b,c} nao
estd em T e, portanto, T nao satisfaz a propriedade (iii) da Defini¢do . Isto é uma
contradi¢do, e assim nossa suposicao € falsa. Portanto, B ndo € uma base para nenhuma

topologia em X.

Assim, surge a seguinte pergunta: se B é uma cole¢do de subconjuntos de X,
sob quais condigoes B é uma base para uma topologia? Esta questao é respondida pelo

seguinte resultado.

Proposigao 2.38. Seja X um conjunto nao-vazio e seja B uma cole¢ao de subconjuntos
de X. Entdo B € uma base para uma topologia em X se, e somente se, B satisfizer as

sequintes propriedades:

(a) X = UBGBB'
(b) Para todo By, By € B, o conjunto By N By € uma unido de membros de B.

Demonstragao: Se B é uma base para uma topologia 7, entao 7 deve ter as propriedades
(1), (ii) e (iii) da Defini¢ao Em particular, X deve ser um conjunto aberto, e a inter-
secao de dois conjuntos abertos deve ser um conjunto aberto. Como os conjuntos abertos
sdo apenas unides de membros de B, isso implica que (a) e (b) acima sdo verdadeiras.

Reciprocamente, suponha que B satisfaz as propriedades (a) e (b) e seja 7 a colegao de

todos os subconjuntos de X que sao unioes de membros de B. Mostraremos que 7 é uma
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topologia em X.

Por (a), X = Uges B, e assim X € 7. Note que () é uma unido vazia de membros de B e,
portanto, ) € 7. Assim, vemos que 7 satisfaz a propriedade (i) da Defini¢ao

Agora seja {7} uma familia de membros de 7. Entao cada 7 é uma unido de membros
de B. Consequentemente, a uniao de todos os 7T é também uma uniao de membros de B
e, portanto, estd em 7. Assim, 7 também satisfaz a condicao (ii) da Definicao [2.1]

Por fim, sejam C' e D em 7. Precisamos verificar que C N D € 7. Mas C' = |J, .5 B,
para algum conjunto de indice K e conjuntos By, € B. Também D = |J es Bj, para algum

conjunto de indice J e B; € B. Portanto,
CND= <U Bk> N <U3j> = JUBnBy).
keK jeJ keK jeJ

Pela hipétese (b), cada BN B; é uma unido de membros de B e, assim, C'ND é uma unido
de membros de B. Logo C' N D € 7. Portanto, 7 tem a propriedade (iii) da Defini¢ao .

Assim, 7 é de fato uma topologia, e B é uma base para essa topologia, como requerido. W

Exemplo 2.39. Seja B a colecio de todos os retangulos abertos
{(z,y) eER*:a<x<bc<y<d}

no plano que tém cada lado paralelo ao eizo X ou ao eixo Y. Entao B € uma base para
uma topologia no plano. Essa topologia é chamada de Topologia Fuclidiana.

Para ver que B € de fato uma base para uma topologia, observe que:
1. O plano ¢ a unidgo de todos os retangulos abertos, e
2. A intersecao de dois retangulos € um retangulo.

Assim, as condicoes da Proposicao sao satisfeitas e, portanto, B € uma base para

uma topologia.

Observagao 2.40. Ao generalizar o Exemplo [2.39 vemos como definir uma topologia em
R™ = {(z1,29,...,2,) : x; E R, i =1,...,n}, para cada inteiro n > 2. Seja B a cole¢ao
de todos os subconjuntos {(x1,x2,...,x,) € R" 1 a; < x; < b, i =1,2,...,n} de R" com

lados paralelos aos eizos. FEssa colecao B é uma base para a Topologia Fuclidiana em R™.
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2.1.5 Base para uma Topologia determinada

A Proposi¢ao[2.38 indicou sob quais condi¢oes uma colegao B de subconjuntos de
um conjunto X é uma base para alguma topologia em X. No entanto, as vezes nos ¢ dada
uma topologia 7 em X, e queremos saber se B é uma base para essa topologia especifica
7. Para verificar se B é uma base para 7, podemos simplesmente aplicar a Definicao [2.31]
e mostrar que cada membro de 7 é uma uniao de membros de B. Contudo, o préximo
resultado nos oferece um método alternativo.

Mas, antes disso, apresentamos um exemplo que mostra que existe uma diferenca
entre dizer que uma colecao B de subconjuntos de X ¢ uma base para alguma topologia

e dizer que é uma base para uma topologia dada.

Exemplo 2.41. Seja B a colegao de todos os intervalos semiabertos da forma (a,b], a <,
onde (a,b] = {x :x € R, a <x <b}. Entdo, B é uma base para uma topologia, digamos
71 em R, uma vez que R é a uniao de todos os membros de B e a intersecao de dois

mtervalos semiabertos € um intervalo semiaberto.

Contudo, a topologia 7, que tem B como base, nao é a Topologia Euclidiana em
R. De fato, podemos observar que (a,b] é um conjunto aberto em R com a topologia 71,
enquanto (a,b] nao é um conjunto aberto em R com a Topologia Euclidiana. Assim, B é

uma base para alguma topologia, mas nao para a Topologia Euclidiana em R.

Proposigao 2.42. Seja (X, ) um espago topolégico. Uma familia B de subconjuntos abertos
de X ¢ uma base para T se, e somente se, para qualquer ponto x pertencente a qualquer

conjunto aberto U, existe um B € B tal que v € B C U.

Demonstragao: Seja B uma base para 7 e x € U com U € 7. Como B é uma base para 7,
o conjunto aberto U é uma uniao de membros de B; ou seja, U = Uj Bj, em que B; € B
para cada j em algum conjunto de indice j. Mas x € U implica = € B;, para algum 1.
Assim, x € B; C U.

Por outro lado, assuma que, para cada U € 7 e para cada = € U, existe B € B com
x € B C U. Precisamos mostrar que todo conjunto aberto U é uma uniao de membros de
B. Entao, seja V' qualquer conjunto aberto. Para cada x € V, existe um B, € B tal que

r € B, CV. Claramente, V = {J__,, B,. Assim, V' é uma uniao de membros de 5. |

zeV
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Proposicao 2.43. Seja B uma base para uma topologia T em um conjunto X. Entao, um
subconjunto U de X € aberto se, e somente se, para cada x € U, existe um B € B tal que

reBCU.

Demonstragao: Seja U qualquer subconjunto de X. Assuma que, para cada = € U, existe

um B, € B tal que x € B, C U. Claramente, U = |J__,; B;. Assim, U é uma uniao

zelU
de conjuntos abertos e, portanto, é aberto, como requerido. A afirmacao reciproca segue
diretamente da Proposigao [2.42] [ |
Observe que a propriedade da base descrita na Proposigao [2.43] é precisamente o que

usamos ao definir a Topologia Euclidiana em R. Dizemos que um subconjunto U de R ¢é

aberto se, e somente se, para cada x € U, existe a < b, tal que x € (a,b) C U.

Observagao 2.44. Note a diferenca entre a Proposi¢ao e a Proposicao[2.43 A Pro-
posi¢do[2.38 fornece condigoes para uma famdlia B de subconjuntos de um conjunto X ser
uma base para alguma topologia em X. No entanto, a Proposi¢ao[2.43 fornece condigies
para uma familia B de subconjuntos de um Espaco Topoldgico (X, 1) ser uma base para

a topologia T.

Ja vimos que uma topologia pode ter muitas bases diferentes. A préxima proposi-
¢ao nos diz que, quando duas bases By e By, no conjunto X, definem a mesma topologia,

elas satisfazem propriedades especificas.

Lema 2.45. O conjunto formado por todas as bolas abertas de R? é uma base para Topologia

FEuclidiana.

Demonstracao: Seja A C R? um aberto e para cada x € A considere r, > 0 tal que
B(x,r;) C Aeassim A= J,.4 B(,7,). Logo, pela Proposigao segue o resultado.
|

Proposicao 2.46. Sejam By e By bases para as topologias T, e T2, respectivamente, em um

conjunto X nao vazio. Entao 71 = 15 se, e somente se:
(i) Para cada Ay € By e cada x € Ay, existe um Ay € By tal que © € Ay C Ay;
(ii) Para cada Ay € By e cada x € As, existe um Ay € By tal que © € Ay C As.

Demonstragao: (=) (i) Como B, ¢ base, entao By = J,, Bx; com B) € Bs.

Como x € A; implica que = € U/\GA B, assim existe um Ay € A tal que z € B), C
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Usea Br = A1 Agora tome Ay = B), e concluimos.

(ii) Além disso, B, é base, entao By = (J,c, Ba; com B) € By.

Como z € A, implica que x € (J,, Bx, assim existe um Ay € A tal que x € By, C
Usea Br = Az Agora tome A; = B, e concluimos.

(<) (i) Seja A € 7y entdao A = |J,.p Ba, com B, € By, para todo a € A, para cada

acl
r € A, existe « € A tal que z € B, por (i) existe B!, € B, tal que x € B!, C B,. Logo
A =J,en B, e assim, portanto 71 C 7

(ii) O caso segue de maneira analoga. [ |

2.2 Pontos de Acumulacao

Os pontos de acumulacao descrevem como os elementos de um conjunto se aproxi-
mam de outros pontos do espaco topolégico. O objetivo desta se¢ao é estudar esses pontos
detalhadamente, organizando a andlise em trés subsecoes. Na primeira, examinaremos os
pontos de acumulagao em relacao ao fecho de um conjunto. Na segunda subsecao, abor-
daremos a nocao de vizinhanca para entender propriedades locais. E por fim, na terceira
subsecao investigaremos a relacao entre pontos de acumulacao e conexidade, mostrando

como eles afetam a estrutura do espaco.

2.2.1 Ponto de Acumulagao e Fecho

Nesta subsecao vamos definir formalmente ponto de acumulacao e fecho, discutindo
suas propriedades principais e sua relevancia para a analise de conjuntos em espagos
topoldgicos. Esses conceitos permitem compreender como pontos “limites” se relacionam
com o conjunto original e sua topologia. Se (X, 7) for um Espaco Topolégico, é usual se

referir aos elementos do conjunto X como pontos.

Definigao 2.47. Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico (X, 7). Um ponto x € X
¢ chamado de ponto de acumulagdo (ou ponto limite) de A se todo conjunto aberto

U contendo x contém um ponto de A diferente de x.

Exemplo 2.48. Considere o espaco topoldgico (X, T) no qual o conjunto X = {a,b,c,d,e},
a topologia T = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}, e A= {a,b,c}. Entio b,d e e sio

pontos de acumulacdo de A, mas a e ¢ nao sao pontos de acumulacao de A.
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De fato, o conjunto {a} € aberto e nao contém nenhum outro ponto de A. Assim, a
nao € um ponto de acumulacdo de A. Os unicos conjuntos abertos que contém b sao X
e {b,c,d, e}, e ambos contém outro elemento de A, a saber, c. Logo, b é um ponto de
acumulagdo de A. O congunto {c,d} é um conjunto aberto que contém c, mas nenhum
outro ponto de A. Assim, ¢ nao € um ponto de acumulacao de A. O ponto d é um ponto
de acumulagdo de A, embora nao esteja em A. Isso ocorre porque todo conjunto aberto
que contém d contém um ponto de A. De modo semelhante, e ¢ um ponto de acumulacdo

de A, embora nao pertenca a A.

Exemplo 2.49. Seja (X, T) um espaco discreto e A um subconjunto de X. Entdo A ndo
possui pontos de acumulagao, pois para cada x € X, {x} é um conjunto aberto que nao

contém nenhum ponto de A diferente de x.

Exemplo 2.50. Considere o subconjunto A = [a,b) de R. Entdo € facilmente verificado
que cada elemento em |a,b) € um ponto de acumulagao de A. O ponto b também é um

ponto de acumulacao de A.

Exemplo 2.51. Seja (X, 7) um espago indiscreto e A um subconjunto de X com pelo menos
dois elementos. Entao € facilmente visto que todo ponto de X é um ponto de acumulagao

de A.

O préximo resultado fornece um meio 1til de verificar se um conjunto é fechado ou

nao.

Proposigao 2.52. Seja A um subconjunto de um espago topolégico (X, 7). FEntao A €

fechado em (X, T) se, e somente se, A contiver todos os seus pontos de acumulag¢ao.

Demonstragao: Assuma que A é fechado em (X, 7). Suponha por contradigao que p seja
um ponto de acumulagao de A que pertence a X \ A. Entao X \ A é um conjunto aberto
que contém o ponto de acumulagdo p de A. Portanto, X \ A contém um elemento de A.
Isso é claramente falso, e assim temos uma contradicao. Logo, todo ponto de acumulacao
de A deve pertencer a A.

Reciprocamente, assuma que A contém todos os seus pontos de acumulacao. Para cada
r € X \ A, nossa suposi¢ao implica que existe um conjunto aberto U, tal que z € U, e
UsNA=0;isto é, U, € X\ A Assim, X \ A = J,cx\4Us. Logo, X\ A é uma unido
de conjuntos abertos e, portanto, é aberto. Consequentemente, seu complementar, A, é

fechado. [ |
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Exemplo 2.53. Como aplicacoes da Proposicao temos o sequinte:

(i) O congunto [a,b) ndo é fechado em R, pois b é um ponto de acumulagdo de [a,b) e

b¢la,b);

(i) O conjunto [a,b] é fechado em R, pois todos os pontos de acumulagio de [a,b] (ou

seja, todos os elementos de [a,b]) pertencem a [a,b];

(11i) O conjunto (a,b) ndao é um subconjunto fechado de R, pois ele nao contém o ponto

de acumulacao a;
(iv) O conjunto [a,00) € um subconjunto fechado de R.

Proposicao 2.54. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico (X,T), e seja A’ o

congunto de todos os pontos de acumulagao de A. Entdo AU A" é um conjunto fechado.

Demonstragao: A partir da Proposicao é suficiente mostrar que o conjunto A U A’
contém todos os seus pontos de acumulacao, ou, equivalentemente, que nenhum elemento
de X \ (AU A’) é um ponto de acumulagao de AU A'.

Considere £ = X \ (AU A’) e note que nos basta mostrar que E é aberto. Sejaa € E
entdo a ¢ AUA assima ¢ Aea ¢ A'. Pora ¢ A, existe U, € 7 tal que a € U, e
U,NA=(. Além disso, afirmamos que U, N A" = (.

Com efeito, pois se existe x € U, N A’ temos que x € U, e x € A, logo, todo aberto U € 7
com z € U satisfaz que U N A possui algum elemento y, # x. Seja U € 7 tal que x € U
eU CU,,entaoy, c UNACU,NA=0, oque é uma contradicao. Logo, U, N A" = (.

Desta forma, U, € 7 e U, C E, e portanto E é aberto. |

Definigao 2.55. Seja A um subconjunto de um espago topolégico (X, 7). Entdo o conjunto
AU A" formado pelos elementos de A e todos os pontos de acumulagdo de A € chamado

de fecho de A e é denotado por A.

Observagao 2.56. E claro pela Proposicao que A é um conjunto fechado. Pela Propo-
si¢do [2.59, todo conjunto fechado contendo A também deve conter o conjunto A'. Assim,
AUA = A é o menor conjunto fechado contendo A. Isso implica que A é a intersecao

de todos os conjuntos fechados contendo A.

Exemplo 2.57. Seja X = {a,b,c,d, e} e ={0,{a,c,d},{b,c,d e},{a,b,c,d,e}}. Entao,
temos que {b} = {b,e}, {a,c} = {a,c,d} e {b,d} = {b,c,d,e}. Para encontrar o fecho
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de um conjunto particular, devemos listar todos os conjuntos fechados que contém esse
conjunto e selecionar o menor. Assim, comegcamos escrevendo todos os conjuntos fecha-

dos que sao simplesmente os complementos de todos os conjuntos abertos. Os conjuntos

fechados sao 0, X, {b,c,d, e}, {a,b,c,d, e}, {b,e}. Portanto,

{b} ={be}, {a,c}={a,c,d}, {b,d}={bcde}

Exemplo 2.58. Seja Q o subconjunto de R contendo todos os nimeros racionais. Vejamos
que Q = R.

Suponha Q # R. Entdo existe algum x € R\ Q. Como R\ Q ¢ aberto em R, existe um
intervalo aberto (a,b) tal que v € (a,b) C R\ Q. Porém, (a,b) contém nimeros racionais,

isto ¢, (a,0) NQ # 0, o que implica que x € R\ Q. Isto é uma contradicio, logo Q = R.

Definigao 2.59. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico (X, 7). Diz-se que A é
denso em X se A= X.

Exemplo 2.60. Seja (X, 7) um espago discreto. Entao, cada subconjunto de X ¢é fechado
(jd que seu complemento € aberto). Portanto, o unico subconjunto denso de X € o prdprio

X, jd que cada subconjunto de X € seu proprio fecho.

Proposigao 2.61. Seja A um subconjunto de um espago topoldgico (X, 7). Entao A € denso
em X se, e somente se, todo subconjunto aberto ndao vazio de X intersecta A de forma

nao trivial (isto €, seU € 7 e U £ 0, entao UNA#D).

Demonstragao: Primeiramente, suponha que todo subconjunto aberto nao vazio intersecta
A de forma nao trivial. Se A = X, entao claramente A é denso em X. Se A # X, seja
r € X\A SeU¢€e€rtalquer e Uex ¢ A Entao UNA # 0. Logo, x é um
ponto de acumulagao de A. Como z é um ponto arbitrario em X \ A, cada ponto de
X\ A é um ponto de acumulacio de A. Assim, A = AU A’, e entdo, pela Definicio m,
A=AUA = X. Isto é, A é denso em X.

Reciprocamente, suponha que A é denso em X. Seja U um subconjunto aberto nao vazio
de X. Suponha UN A = (). Entao, se x € U, x ¢ A, e x ndao é um ponto de acumulagao
de A, ja que U é um conjunto aberto contendo x que nao contém nenhum elemento de
A. Isto é uma contradigao, ja que A é denso em X. Assim, todo elemento de X \ A é um
ponto de acumulacao de A, e como A é denso em X, temos U N A # (), como requerido.
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2.2.2 Vizinhancas

As vizinhangas permitem descrever a nocao de proximidade em espagos topoldgicos
sem recorrer a distancia. Nesta secao, apresentamos sua definicao e algumas propriedades

fundamentais.

Definigao 2.62. Seja (X, 7) um espaco topoldgico, N um subconjunto de X e p um ponto
em N. Entao N € dito ser uma vizenhanca do ponto p se existir um conjunto aberto U

tal que p e U C N.

Exemplo 2.63. O intervalo fechado [0,1] em R é uma vizinhanca do ponto %, pois % €

(5.3 <o1].

Exemplo 2.64. O intervalo (0,1] em R é uma vizinhanga do ponto %, po1s % € (0,1]. Mas

(0,1] nao € uma vizinhanga do ponto 1, pois nao existe um aberto A com 1 € A C (0,1].

Exemplo 2.65. Se (X, ) ¢ qualquer espago topoldgico e U € T, entdo, pela Defini¢ao[2.63,
seque-se que U € uma vizinhanca de todo ponto p € U. Assim, por exemplo, todo intervalo

aberto (a,b) em R € uma vizinhanga de cada ponto que contém.

Exemplo 2.66. Seja (X, 7) um espago topolégico, e N uma vizinhanc¢a de um ponto p. Se

S € qualquer subconjunto de X tal que N C S, entdo S também é uma vizinhanca de p.

Proposigao 2.67. Seja A um subconjunto de um espago topologico (X, 7). Um pontox € X
¢ um ponto de acumulacdo de A se, e somente se, toda vizinhanca de x contém um ponto

de A diferente de x.

Demonstragao: (=) De fato, seja x é um ponto de acumulagao de A |, pela se toda

vizinhanca N de x contém pelo menos um ponto y € A, com y # x.

(<) Se para cada vizinhanca N de z existe y € A\ {x}, entdo x é um ponto de acumulagao

de A pela Definigao [2.47] |
Como um conjunto é fechado se, e somente se, ele contém todos os seus pontos de

acumulacao, deduzimos o seguinte:

Corolario 2.68. Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico (X, 7). Entdo o conjunto

A € fechado se, e somente se, para cada v € X \ A, existe uma vizinhanga N de x tal que

NCX\A.
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Demonstragao: Um conjunto A é fechado se, e somente se, ele contém todos os seus
pontos de acumulagao. Se A é fechado, entao qualquer ponto z ¢ A nao pode ser um
ponto de acumulacao de A, ou seja, existe uma vizinhanca N de z tal que NN A = (), ou
seja, N C X \ A. Reciprocamente, se para cada x ¢ A existe uma vizinhanga N C X \ A,
entao nenhum ponto fora de A pode ser um ponto de acumulacao de A, logo A contém

todos os seus pontos de acumulagao e, portanto, é fechado. [ |

Corolario 2.69. Seja U um subconjunto de um espago topolégico (X, 7). Entao U € T

(isto €, U € aberto) se, e somente se, para cada x € U, existe uma vizinhanca N de x tal

que N CU.

Demonstragao: Um conjunto U é aberto se, e somente se, para cada ponto x € U, existe
uma vizinhanca N de x tal que N C U. Isso é diretamente a definicao de conjunto aberto

em um espaco topolégico. [ |

Coroldrio 2.70. Seja U um subconjunto de um espago topoldgico (X, 7). Entao U € T
(isto é, U é aberto) se, e somente se, para cada x € U, existe um conjunto aberto V € 1

tal que x € V C U.

Demonstragao: Este corolario é uma reescrita do Corolario [2.69, enfatizando que a vizi-
nhanca N pode ser tomada como um conjunto aberto V. De fato, para qualquer xz € U,
podemos tomar V' como a uniao de todos os abertos contidos em U que contém z, garan-

tindo que z € V' C U. Isso confirma que U é aberto. [ |

2.2.3 Conexidade

A conexidade trata da impossibilidade de dividir um espaco em partes totalmente
separadas. Aqui apresentamos sua definicao e exemplos que ilustram quando um espaco
¢ ou nao conexo.

Axioma do Supremo: Seja S um conjunto nao vazio de nimeros reais. Se S é limitado

superiormente, entao ele tem um supremo.

Observagao 2.71. O supremo de S, denotado por sup(S), pode ou ndo pertencer ao con-
jgunto S. De fato, o supremo de S é um elemento de S se, e somente se, S tiver um maior
elemento. Por exemplo, o supremo do intervalo aberto S = (1,2) € 2, mas 2 ¢ (1,2),

enquanto o supremo de [3,4] € 4, que pertence a [3,4] e é o maior elemento de [3,4].
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Qualquer conjunto S de numeros reais que seja limitado inferiormente tem um maior

minorante, chamado de infimo, denotado por inf(S).

Lema 2.72. Seja S um subconjunto de R que é limitado superiormente e seja p o supremo

de S. Se S é um subconjunto fechado de R, entao p € S.

Demonstragao: Suponha por contradi¢io que p ¢ S. Como R \ S é aberto, existem
nimeros reais a e b com a < b tal que p € (a,b) € R\ S. Como p é o menor dos
majorantes de S e a < p, entao existe x € S tal que a < x. Além disso, como x < p < b,
temos que x € (a,b) C R\ S. Mas isso é uma contradigao, pois = € S. Logo, nossa

suposicao é falsa e concluimos que p € S. [ |
Proposigao 2.73. Seja T um subconjunto clopen de R. Entdo, ou T =R ouT = (.

Demonstragao: Suponha que 7' # R e T # (). Entao existe um elemento z € T e um
elemento z € R\ 7. Sem perda de generalidade, suponha que < z. Defina S = T'N|z, z|.
Entao S, sendo a intersecao de dois conjuntos fechados, é fechado. Além disso, é limitado
superiormente, pois z é um majorante evidente. Seja p o supremo de S. Pelo Lema
2.72] temos que p € S. Como T também é aberto e p € T, existe um intervalo aberto
(a,b) C T contendo p. Seja t tal que p < t < min(b, z). Entdo t € T e t € [p, z], ou seja,
teTnNlz z]=S8. Mas isso é uma contradigao, pois t > p e p é o supremo de S. Assim,

nossa suposicao ¢ falsa e, consequentemente, T'=R ou 7' = (). [ |

Definigao 2.74. Seja (X, 7) um espago topolégico. Dizemos que ele é conexo se 0s Uunicos

subconjuntos clopen de X sio X e ().
Exemplo 2.75. O espaco topoldogico R € conexo.

Exemplo 2.76. Se (X,7) € um espago discreto com mais de um elemento, entao (X, )

nao € conexo, pois cada conjunto unitario € clopen.

Exemplo 2.77. Se (X, 1) € um espago indiscreto, entdo ele é conexo, pois o0s unicos con-

juntos clopen sao X e ().

Exemplo 2.78. Seja X = {a,b,c,d,e} e ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}. Entio
(X, 7) nao € conexo, pois {b,c,d,e} é um subconjunto clopen.

Observagao 2.79. Da Definicao seque que um espago topoldgico (X, T) nao é conexo

(ou seja, é desconexo) se, e somente se, existirem conjuntos abertos nao vazios A e B

tais que ANB=0e AUB = X.
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2.3 Homeomorfismos

Nesta secao, daremos continuidade ao estudo da estrutura dos espagos topoldgicos,
iniciando com a definicao de subespaco topoldgico, que permite restringir a topologia a
subconjuntos de um espago dado. Em seguida, sera introduzido o conceito de homeomor-
fismo, uma funcao que preserva a estrutura topoldgica entre dois espagos, sendo usada para
identificar quando dois espagos podem ser considerados “equivalentes” do ponto de vista
topoldgico. Por fim, serao discutidos exemplos de espacos nao homeomorfos, destacando
critérios que impedem tal equivaléncia e ilustrando a diversidade de comportamentos pos-

siveis dentro da Topologia Geral.

2.3.1 Subespacos

Aqui revisitamos a construcao da topologia induzida em subconjuntos de um
espaco, ressaltando como essa nocao permite analisar propriedades herdadas e estabelecer

a base para comparacoes entre diferentes espacos topolégicos.

Definigao 2.80. Seja Y um subconjunto nao vazio de um espago topoldgico (X, 7). A
colecao

TYI{OQY2OET}

de subconjuntos de Y € uma topologia em Y, chamada de topologia do subespago (ou
topologia relativa ou topologia induzida ou topologia induzida em Y por 7). O
espago topolégico (Y, 1y) € chamado de subespago de (X, ).

Exemplo 2.81. Seja X = {a,b,c,d,e, f} e 7 = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d}, {b,c,d,e, f}}.
Seja Y = {b,c,e}. Entao a topologia do subespago sobre Y é v = {Y,0,{c}}.

Exemplo 2.82. Seja X = {a,b,c,d,e} e ={X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d,e}}. E con-
sidereY = {a,d,e}. Entao a topologia induzida sobreY é 1y = {Y,0,{a}, {d}, {a,d},{d, e}}.
Observagao 2.83. Seja B uma base para a topologia T sobre X e seja Y um subconjunto

de X. A colegao By = {BNY : B € B} € uma base para a topologia do subespaco Ty
sobre Y.

Exemplo 2.84. Considere o subconjunto (1,2) de R. Uma base para a topologia induzida
sobre (1,2) € a colegao {(a,b) N (1,2) : a,b € R,a < b}, isto ¢, {(a,b) :a,be R, 1 <a<

b <2} € uma base para a topologia induzida sobre (1,2).
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Exemplo 2.85. Considere o subconjunto [1,2] de R. Uma base para a topologia do subes-

pago T sobre [1,2] € {(a,b) N[1,2] : a,b € R,a < b}, isto €,
{(a,0): 1 <a<b<2}U{[L,b):1<b<2}U{(a,2]: 1 <a<2}U{[L,2]}

¢ uma base para T.

3

Aqui vemos algumas coisas interessantes acontecendo; por exemplo, [1, 5) certamente nao

¢ um conjunto aberto em R, mas

12) - (0.2) i

¢ um conjunto aberto no subespago [1,2]. Além disso, (1,2] ndo € aberto em R mas é
aberto em [1,2]. Até mesmo [1,2] nao é aberto em R, mas € um conjunto aberto em [1,2].
Portanto, sempre que falamos de um conjunto ser aberto, devemos deixar perfeitamente

claro em que espago ou qual topologia estamos considerando.

Exemplo 2.86. Seja Z C R. Note que a topologia induzida sobre Z pela Topologia Fuclidi-
ana em R € a topologia discreta. De fato, para vermos que a topologia induzida, 17, sobre
7. € discreta, basta, pela Proposi¢cao mostrar que todo conjunto unitdrio em Z € aberto
em Tz; isto €, sen € Z, entao {n} € 1z. Sejan € Z. Entio {n} = (n—1,n+1)NZ.
Mas (n—1,n+1) é aberto em R e, portanto, {n} € aberto na topologia induzida sobre Z.

Assim, a topologia induzida sobre 7. € discreta.

Observagao 2.87. Sempre que nos referimos a Q,Z,N,1 como espacos topolégicos sem
especificar a topologia, estamos nos referindo a topologia induzida como subespaco de R,

chamada de topologia usual.

2.3.2 Espagos Homeomorfos

Um dos principais objetivos da Topologia é identificar quando dois espagos podem
ser considerados essencialmente o mesmo, isto é, quando compartilham a mesma estrutura
topoldgica, mesmo que possam parecer diferentes em sua forma geométrica ou represen-
tacao visual. Nessa subsecao, estudaremos o conceito de homeomorfismo, que formaliza
essa nocao de equivaléncia topoldgica entre espacos. Dois espagos sao ditos homeomorfos

quando existe uma correspondéncia continua entre eles, com inversa também continua,
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preservando as relacoes de vizinhanca e a estrutura topoldgica. O objetivo aqui é com-
preender essa definicao e reconhecer exemplos que ilustrem como espacos aparentemente
distintos podem, na verdade, ser topologicamente idénticos. Comecemos considerando o

seguinte exemplo:
Exemplo 2.88. Considere os conjuntos X = {a,b,c,d,e} e Y = {g,h,i,7,k}. Defini-

mos sobre eles as topologias

T = {X7®7 {CL}, {aac7 d}7 {b7 G d’e}} €T = {Y’Q)v {9}7 {i’j}v {g,i,j}, {hvi7j7 k}}

E claro que, em um sentido intuitivo, os espagos topoldgicos (X, 7) e (Y, 1) sdo equiva-

lentes. De fato, a funcao

[ X =Y, fla)=g [fO)=h [flo)=1i [fld)=j, [fle)=k
fornece a equivaléncia. Portanto, esses espacos possuem a mesma estrutura topologica,
ainda que sejam compostos por elementos distintos.

Agora vamos formalizar a definicdo de homeomorfismo.

Definigao 2.89. Sejam (X, 1) e (Y, 1) espagos topoldgicos. Dizemos que eles sio home-

omorfos se existir uma funcao f: X — Y que satisfaca as sequintes propriedades:
(i) f € injetora (isto €, f(x1) = f(x2) = x1 = x2) para todos x1,x9 € X.

(ii) f € sobrejetora (isto €, para todo y € Y, existe x € X tal que f(x) =1y).

(i) Para todo U € 1y, tem-se f~1(U) € 7.

(iv) Para todo V € 1, tem-se f(V) € 7.

Além disso, dizemos que f € um homeomorfismo entre (X, 7) e (Y, 71), € escre-

vemos (X, 1) = (Y, ).

Proposicao 2.90. Sejam (X, 7), (Y, 1) e (Z,7) espagos topoldgicos. Se (X,7) = (Y, 1) e
(Y, 1) = (Z,12), entao (X,7) = (Z,12).

Demonstragao: Sabemos que (X, 7) = (Y, 1), ou seja, existe uma fungao f : (X, 7) —

~Y

(Y, 71) que é um homeomorfismo. Também sabemos que (Y, 71) = (Z,73), isto é, existe
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um homeomorfismo g : (Y, 71) = (Z, 72).
Precisamos provar que (X, 7) = (Z, 13), ou seja, encontrar um homeomorfismo A : (X, 7) —
(Z,73). Mostraremos que a fungdo composta go f : X — Z é o homeomorfismo desejado.

Como (X, 7) = (Y,7) e (Y, 1) ¥ (Z, 1), temos que f e g sao homeomorfismos, logo:
e go f ¢é bijetora, pois composicao de funcoes bijetoras é bijetora.

e Para todo U € 7, temos que g~ (U) € 71, e como f é homeomorfismo, entao

Y9 Y(U)) € 7. Logo, (go f)~H(U) €.

e Para todo V' € 7, temos que f(V) € 11 e, como g é homeomorfismo, g(f(V)) € 7.
Logo, (go [)(V) € 7.

Portanto, go f satisfaz as condigoes da Definicao[2.89 e é um homeomorfismo. Concluimos

que (X,7) = (Z, 7). [ |

Observacao 2.91. A Proposicao [2.90 mostra que = € uma relacao bindria transitiva. De

fato, verifica-se facilmente que se trata de uma relagao de equivaléncia, ou seja:
(i) (X,7) = (X,7) (Reflexividade).
(i) Se (X,7) = (Y, 7), entao (Y, 1) = (X, 7) (Simetria).

(111) Se (X,7) = (Y,m) e (Y,n) = (Z, 1), entio (X,7) = (Z,12) (Transitividade).

2.3.3 Espagos Nao Homeomorfos

Para provar que dois espacos topoldogicos sao homeomorfos, precisamos encontrar
um homeomorfismo entre eles. Por outro lado, provar que dois espacos topoldgicos nao
sao homeomorfos geralmente é muito mais dificil, uma vez que precisamos mostrar que
nenhum homeomorfismo existe. O exemplo a seguir nos fornece um caminho de como

proceder em relacao a isso.

Exemplo 2.92. Note que [0,2] nao é homeomorfo ao subespaco [0,1] U [2,3] de R. Seja
(X,7)=10,2] e(Y,7) = [0,1]U[2,3]. Entao [0,1] =[0,1]NY = [0,1] € fechado em (Y, 1),
e também, [0,1] = (—1, %) NY = [0,1] € aberto em (Y, 7). Assim, Y ndo é conezxo, pois
possui [0,1] como um subconjunto clopen (aberto e fechado) prdprio e ndao vazio. Supo-

nha que (X,7) = (Y, 7). Entdo, existe um homeomorfismo f : (X,7) — (Y, 71). Assim,
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F7H[0,1]) € um subconjunto clopen de X , o que significa que X nao é conexo. No entanto,

isso € falso, pois X = [0,2] € conezo. Isso leva a uma contradi¢ao, logo (X, 1) 2 (Y, 11).

Proposicao 2.93. Qualquer espaco topologico homeomorfo a um espaco conexo também é

conexo.

Demonstragao: Seja f : X — Y um homeomorfismo e suponha, por contradi¢ao, que
Y ¢ desconexo. Entao existem abertos U,V C Y taisque U # 0, V £ 0, UNV =
eUUV =Y. Como f é continua, f~1(U) e f~1(V) sao abertos em X. Além disso,
AU #0, 71 V) £0, fU) N (V) =0e fTHU)UFTH(V) = f71(Y) = X. Logo
X ¢ a uniao de dois abertos disjuntos e nao-vazios, o que contradiz a conexidade de X.
Portanto, Y é conexo. [ |
A Proposicao [2.93 nos dd um método para mostrar que dois espacos topoldgicos nao sao
homeomorfos, identificando uma propriedade preservada por homeomorfismos que um dos

espacos possui e o outro nao.

Definicao 2.94. Um subconjunto S de R é chamado de intervalo se satisfaz a sequinte

propriedade: se x € S, z € S ey € R sao tais que x < y < z, entdo y € S.
Proposicao 2.95. Um subconjunto S de R € conexo se, e somente se, ele for um intervalo.

Demonstragao: Todos os intervalos sao conexos e isso pode ser provado de forma seme-
lhante a Proposicao [2.73] substituindo R pelo intervalo que queremos provar ser conexo.
Reciprocamente, suponha que S seja conexo. Suponha que x € S, z € S, r < y < z, mas
y ¢ S. Entao, (—oo,y) NS é um subconjunto aberto e fechado de S. Como S é conexo,
isso implica que S é um intervalo. [ |

Agora podemos entender melhor o termo conexo. Note que, subespacgos de R como
[a,b], (a,b) e ete, sdo conexos, enquanto subespacos como X = [0,1] U [2,3] U [5, 6], que
sao unioes de partes desconexas, nao sao conexos.

Agora, podemons concluir a partir do Coroldrio abaixo que (0,1) 22 [0, 1].

Corolario 2.96. Se a, b, c,d sao numeros reais com a < b e ¢ < d, entdo:
1. (a,b) % [c,d],

2. e, d] % (a,b),

3. la,b] 2 [c,d].
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Demonstragao:

1. Seja (X, 7) = [¢,d] e (Y, 71) = (a,b). Suponha que (X,7) = (Y, 7). Entdo, X \ {c}
é conexo, enquanto (a,b) \ {y} é desconexo para qualquer y € (a,b). Assim, (a,b) 2

e, d].

2. [¢,d] \ {c} é conexo, enquanto (a,b) \ {y} é desconexo para qualquer y € (a,b).
Portanto, (a,b) % [c, d].

3. Suponha que [a,b] = [¢,d]. Entao, [c,d] \ {c} = [a,b] \ {y} para algum y € [a,]].
Mas [¢,d] \ {c} é conexo, enquanto [a,b] \ {y, z}, para quaisquer pontos distintos

Y,z € |a,b], é desconexo. Isso gera uma contradi¢ao. Portanto, [a,b] 2 [c, d].

2.4 Continuidade

Nesta secao, abordamos a noc¢ao de continuidade em espacos topologicos. O estudo
da continuidade é central em Analise e Topologia, pois garante que propriedades locais e
globais sejam preservadas pelas aplicagoes. Para prosseguirmos com o estudo, iniciamos
com alguns lemas na reta real, que servirao de base para a compreensao no contexto
geral. Em seguida, apresentamos defini¢oes e resultados que esclarecem o comportamento

de mapas continuos, culminando em teoremas que evidenciam a relevancia desse contexto.

2.4.1 Mapas Continuos

O estudo dos mapas continuos entre espacos topoldgicos serd iniciado a partir
de lemas estabelecidos na reta real, que fornecem intuicoes e ferramentas tuteis para a
formulagao geral. A partir dai, apresentamos a defini¢cao formal e discutimos exemplos e
propriedades que evidenciam como as estruturas topoldgicas se relacionam por meio de

aplicacoes continuas.

Lema 2.97. Seja f : R — R uma funcgao. Entao, f é continua se, e somente se, para cada
a € R e cada conjunto aberto U contendo f(a), existe um conjunto aberto V' contendo a

tal que f(V) CU.
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Demonstragao: Suponha que f seja continua. Seja U um conjunto aberto contendo f(a).
Entao, existem nimeros reais ¢ e d tais que f(a) € (¢,d) C U. Seja ¢ igual ao menor dos
nimeros d — f(a) e f(a) — ¢, de modo que (f(a) —¢, f(a) +¢e) CU.

Como f é continua, existe 6 > 0 tal que f(x) € (f(a) — &, f(a) + €), para todo = €
(a —6,a+6). Considere V = (a — d,a + ¢), entdo a € V e f(V) C U. Reciprocamente,
seja € > 0 e tome U = (f(a) — ¢, f(a) + €), que é um aberto contendo f(a). Pelo que
assumimos, existe um aberto V' contendo a, tal que f(V') C U. Como V é aberto e contém
a, existem reais ¢ e d tais que a € (¢,d) C V. Definindo § como o menor entre d — a
e a — ¢, garantindo que (a — §,a + 0) C V. Assim, para todo = € (a — §,a + J), temos
f(z) € f(V) C U, como desejado. Portanto, f é continua. |

Lema 2.98. Seja f um mapeamento de um espago topoldgico (X, ) em um espago topold-

gico (Y,m), f:(X,7) = (Y, 7). Entdo as sequintes condigdes sao equivalentes:

1. Para cada U € 7, f~H(U) € 7.

2. Para cada a € X e U € 1y com f(a) € U, existe um conjunto aberto V' contendo a

tal que f(V) CU.

Demonstragao: (1) Se a € X e U € 7, com f(a) € U, tome V = f~(U). Como
f~YU) € 7, temos que a € V e f(V) C U. Logo a condigao (2) ¢ satisfeita.

(2) Seja U € 1. Se f~Y(U) = 0, entao claramente f~1(U) € 7. Se f~1(U) # 0, seja
a € f7Y(U), entao f(a) € U. Por hipétese, existe um conjunto aberto V' contendo a tal
que f(V) C U. Como a € f~4(U), conclufmos que V' C f~1(U), e pelo Corolario [2.70}
f~YU) € 7. Portanto, a condi¢ao (1) é satisfeita. |
Reunindo os Lemas e[2.98 vemos que f : R — R é continua, se e somente se, para

cada subconjunto aberto U de R, f~!(U) também é aberto.

Definigao 2.99. Sejam (X, 7) e (Y, 1) espacos topolégicos e f: (X, 7) — (Y, 7). Dizemos

que f: (X,7) — (Y, 1) é um mapeamento continuo se, para cada U € 1, f~1(U) € 7.

Exemplo 2.100. Considere f : R — R dado por f(z) = x,x € R, ou seja, f € uma
funcao identidade. Entdo, para qualquer conjunto aberto U € R, f~Y(U) = U, e portanto,

¢ aberto. Portanto, f é continua.
Proposicao 2.101. Sejam (X, 7) e (Y, 71) espacos topoldgicos e [ : (X, 7) — (Y, 71) um
mapeamento. Entao f é continua se, e somente se, para cada x € X e cada U € 7 com

f(z) €U, existeum V €1 tal quex €V e f(V) CU.
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Demonstragao: (=) Suponha f : (X,7) — (Y, 7;) continua. Se z € X e U € 7, com
f(z) € U, entdao f~1(U) € 7. Como z € f~H(U) e f(f~"(U)) C U, tomando V = f~1(U)
obtemos x € Verte f(V)CU.

(<) Suponha que para todo z € X e todo U € 73 com f(x) € U, exista V € 7 tal
que x € Ve f(V) CU. SejaU € 7. Para cada z € f~}(U), existe V, € 7 com
x €V, C f71(U). Logo f~'(U) = U,es-11s) Vi € aberto em X. Portanto f é continua. W

Proposicao 2.102. Sejam (X, 7),(Y,71) e (Z,m2) espagos topoldgicos. Se f : (X,7) —
Y,m) eg: (Y,rn) — (Z,72) sio mapeamentos continuos, entio a fun¢do composta

gof:(X,7) = (Z,12) também é continua.

Demonstragao: Seja U um conjunto aberto em (Z, 7). Como g é continua, g~ *(U) é
aberto em 7. Entao, f~1(¢71(U)) é aberto em 7, pois f é continua.

Mas f~ (g Y (U)) = (go f)"H(U), assim g o f é continua. |

Proposicao 2.103. Sejam (X, 7) e (Y, 71) espagos topoldgicos. Entao f: (X, 7) — (Y, 1)
¢ continua se, e somente se, para todo subconjunto fechado S C 'Y, f~1(S) for subconjunto

fechado de X.

Demonstragao: (=) Suponha f continua e seja S C Y fechado. Entao Y\ S é aberto e,
como f é continua, f~1(Y \ S) é aberto em X. Como f~1(Y \ S) = X \ f71(5), segue
que f~1(S) é fechado em X.

(<) Suponha que para todo fechado S C Y temos f~!(S) fechado em X. Seja U C Y
aberto e escreva U =Y \ S com S fechado. Entao f~}(U) = X\ f~!(S) é aberto em X.

Logo, f é continua. [ |

Observagao 2.104. Ezxiste uma relacdo entre funcoes continuas e homeomorfismo: se f :
(X,7) = (Y, 71) € um homeomorfismo, entao f é uma funcao continua. No entanto, nem

toda funcao continua € um homeomorfismo.

Proposicao 2.105. Sejam (X, 7) e (Y, 71) espacos topoldgicos e f : X — Y uma fungao.

Entao f é um homeomorfismo se, e somente se:
1. f € continua,
2. f € bijetora, ou seja, sua inversa f~1:Y — X eziste,

3. f~1 € continua.
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Demonstragao: Pela Definicao [2.89, como f é um homeomorfismo segue que, para cada
U e, fY(U) e, portanto, f é continua. Além disso, pela definicio de homeomorfismo,
f é bijetora. E também temos pela mesma defini¢ao que, para todo V € 1, f(V) € 7.
Reciprocamente, f é bijetora, e sua inversa estd bem definida. Temos que f é continua,
ou seja, U € 71, é aberto em Y, entao f~1(U) € 7. E por fim, f~! é continua, ou seja , se
V e 7, é aberto em X, f(V) € 7. |
Um resultado 1til é a seguinte proposi¢ao que nos diz que qualquer restricao de
um mapeamento continuo é um mapeamento continuo.
Proposicao 2.106. Sejam (X, 7) e (Y, 1) espacos topoldgicos, f : (X,7) — (Y, 71) uma
fungao continua e A um subconjunto de X, onde 7o € a topologia induzida em A. Se
definirmos g : (A, m2) — (Y, 11) como restricio de f a A, ou seja, g(x) = f(x), para todo
x € A, entao g é continua.

Demonstragao: Seja W € 7. Temos
g W)={zcA: glx)eW}={zcA: flx)e W}=AnfH{W).

Como f é continua, f~1(W) € 7. Pela definicao da topologia induzida, AN f~1(WW) € 7.

Logo g~ (W) € 7, para todo W € 7, e portanto g é continua. [ |

2.4.2 Teorema do Valor Intermediario

O Teorema do Valor Intermediario é um resultado classico que expressa uma pro-
priedade fundamental das fungoes continuas: se uma funcao assume dois valores distintos
em pontos diferentes do dominio, entao ela também assume todos os valores interme-
didrios entre eles. Nesta subsecao, nosso objetivo é apresentar um importante resultado
sobre espacos conexos, introduzir o conceito de conexidade por caminhos e mostrar que
todo espaco conexo por caminhos é, em particular, conexo. Em seguida, enunciaremos e
demonstraremos o Teorema do Valor Intermediério e, por fim, abordaremos a nogao de

ponto fixo, concluindo com a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo.
Proposicao 2.107. Se (X, 7) e (Y,71) sdo espagos topoldgicos e f : (X,7) — (Y, 71) é
continua e sobrejetora e (X, ) € conexo, entao (Y, ) também € conezo.

Demonstragao: Suponha, por contradigao, que (Y, 71) ndo seja conexo. Entao existe um

subconjunto clopen U C Y tal que U # () e U # Y. Por outro lado, f~(U) é um conjunto
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aberto, ja que f é continua e também é um conjunto fechado, pela Proposicao 2.103, ou
seja, f~H(U) é um subconjunto clopen de X. Agora, f~1(U) # @) como f é sobrejetora e
U # (. Também f~1(U) # X, ja que se fosse igual, U seria igual a Y, pela sobrejetividade

de f. Assim (X, 7) ndo é conexo, o que é uma contradigao. [ |

Definigao 2.108. Um espago topolégico (X, T) é chamado de conexo por caminhos se, para
cada par de pontos distintos a,b € X, existe uma fungdo continua f :[0,1] — (X, 1) tal

que f(0) =a e f(1) =b. Essa fungao é chamada de caminho que liga a até b.
Proposicao 2.109. Todo espaco topologico conexo por caminhos é conexo.

Demonstragao: Seja (X, 7) um espago conexo por caminhos e suponha que nao é conexo.
Entao tem um subconjunto préprio nao vazio que é simultaneamente aberto e fechado U.
Logo existem a e b tais que a € U e b € X \ U. Como (X, 7T) é conexo por caminhos,
existe uma fungao continua f : [0,1] — (X, 7) tal que f(0) = a e f(1) = b. No entanto,
f~HU) é um subconjunto de [0, 1] que é simultaneamente aberto e fechado. Como a € U,
0e fY(U) eassim f/Y(U) #0. Comob¢g U,1¢ f~1(U) entao f~H(U) # [0,1]. Logo
f~YU) é um subconjunto préprio nao vazio de [0, 1] que é simultaneamente aberto e
fechado, o que contradiz a conexidade de [0, 1]. Consequentemente (X, 7) é conexo. W

Agora apresentamos o Teorema do Valor Intermediario de Weierstrass, que é uma
bela aplicacao da topologia a teoria das fungoes de uma variavel real. O conceito topoldgico

crucial para o resultado é o de conexidade.

Teorema 2.110. (Teorema do Valor Intermedidrio de Weierstrass)

Seja f : [a,b] = R uma funcao continua e suponha que f(a) # f(b). Entdo, para todo
numero p entre f(a) e f(b), existe um ponto ¢ € [a,b] tal que f(c) = p.

Demonstragao: Como [a,b] é conexo e f é continua, pela Proposigao f([a,b]) tam-
bém é conexo. E pela Proposigao [2.95] f([a,b]) é um intervalo. Agora como f(a) e f(b)
pertencem a f([a, b)), segue que p estd entre f(a) e f(b), entdao p € f([a,b]), ou seja, existe
c € la,b] tal que f(c) =p. |
Coroldrio 2.111. Se f : [a,b] — R € continua e f(a) > 0 e f(b) < 0, entdo existe x € [a,b]
tal que f(x) = 0.

Demonstragao: Como f(a) > 0 e f(b) < 0, o intervalo f([a,b]) contém todos os valores
entre f(a) e f(b), inclusive o 0, ou seja, 0 € f([a,b]). Como f é continua em |a, b, pelo

Teorema [2.110} existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0. |
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Definigao 2.112. Seja f : X — X uma funcao. Entio x € X ¢é dito ser um ponto fixo
de [ se f(z) = x.

Teorema 2.113. (Teorema do Ponto Fixo) Seja f uma funcgdo continua de [0,1] em

si mesmo. Entdo, existe z € [0,1] tal que f(z) = z.

Demonstragao: Defina g : [0,1] — R por g(z) = f(x) — z. Note que g é continua, pois
f ¢é continua. Além disso, g(0) = f(0) —0 e g(1) = f(1) — 1. Se g(0) = 0 ou g(1) = 0,
entdo f(0) = 0 ou f(1) = 1, e o resultado segue. Caso contrario, suponha sem perda
de generalidade, que g(0) > 0 e g(1) < 0 pelo Coroldrio 2.111] existe z € [0, 1] tal que
g(z) =0, isto é, f(z) = z. |

2.5 Espacos Métricos

Entre todas as classes de espagos topologicos, a dos espacos métricos ocupa um
papel de destaque. Esses espacgos sao fundamentais porque sua estrutura estd associada
a uma nocao de distancia, o que torna muitos conceitos topolégicos mais intuitivos e
acessiveis. Além disso, a maior parte das aplicacoes da Topologia a Anélise ocorre jus-
tamente por meio dos espacgos métricos, que fornecem uma base sélida para o estudo de
convergéncia, continuidade, compacidade e outras propriedades essenciais. Nesta secao,
estudaremos os principais aspectos relacionados a essa classe de espacos. Abordaremos ini-
cialmente a definicao formal de espago métrico e veremos exemplos classicos que ilustram
suas propriedades fundamentais. Em seguida, discutiremos temas como convergéncia de
sequencias, completude, contragoes de aplicacoes e o Teorema do Ponto Fixo de Banach,

finalizando com uma breve introducao aos espacos de Baire.

2.5.1 Espagos Métricos

Aqui definimos formalmente o conceito de espago métrico, discutindo exemplos
classicos e propriedades fundamentais que caracterizam essas estruturas. Este conceito é

essencial para todas as construgoes e resultados subsequentes.

Definicao 2.114. Seja X um conjunto nao-vazio e d : X x X — R uma funcao tal que

para a,b,c € X:

(i) d(a,b) >0 e d(a,b) =0 se, e somente se, a = b;
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(11) d(a,b) = d(b,a);
(ii1) d(a,c) < d(a,b) +d(b,c), (desigualdade triangular).

Entao d é dita uma métrica em X, (X,d) é chamado de espago métrico e d(a,b) é

referida como a distancia entre a e b.
Exemplo 2.115. A funcdo d: R x R — R dada por
d(a,b) = |a—0b|, com a,b e R
¢ uma métrica no conjunto R, pois
(i) la —b] >0, para todo a,b € R e |a —b| =0 se, e somente se a = b;
(i) la —=b] = [b—al;
(iii) la—c| <|a—bl+[b—¢|.
Chamamos d de métrica euclidiana em R.

Exemplo 2.116. A funcdo d : R? x R? — R? dada por

d((a1, az), (b1, 02)) = /(a1 — b1)? + (ag — by)?
é uma métrica em R? chamada de métrica euclidiana em R?.

Exemplo 2.117. Seja X um conjunto nao-vazio e d : X x X — R definida por

0,se a =b;

d(a,b) =
1,se a # 0.

Entao d é uma métrica em X e é chamada de métrica discreta.
Exemplo 2.118. Podemos definir uma métrica em R? considerando

d((a1,az), (b1, bs) = max{|a; — b1}, |az — bs|}
no qual o max{x,y} é o maior entre os nimeros.

Exemplo 2.119. Outra métrica em R? é dada por

di((a1,az), (by,ba)) = |ay — by| + |az — be|
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Uma rica fonte de exemplos de espacos métricos é a familia de espagos vetoriais,

vejamos o seguinte exemplo.

Definigao 2.120. Seja V' um espaco vetorial sobre o campo dos niimeros reais ou complezos.

Uma norma ||.|| em V' € um mapa V — R tal que para todos a,b € V e A no campo,
(i) |la|]| >0 e ||a]| = 0 se, e somente se, a =0,

(i) lla+ bl < lall + [bll, e

(ii) [|Aall = Al f[a]l

Chamamos este espago vetorial de espago vetorial normado, denotado por (V|].||).

Observacao 2.121. Seja (V.|.||) qualquer espago vetorial normado. Entio existe uma

métrica correspondente, d, no conjunto V' dada por d(a,b) = |ja —b||, para todo a,b € V.

Definigao 2.122. Seja (X, d) um espago mélrico e r um nimero real positivo. Entao, a

bola aberta centrada em a € X com o raio r € o conjunto
By(a)={z:z € X ed(a,z) <r}.
Exemplo 2.123. Em R com a métrica euclidiana, B,.(a) € o intervalo aberto (a —r,a+r).

Lema 2.124. Seja (X, d) um espago métrico e a,b € X. Além disso, sejam 01 e 6y nimeros
reais positivos. Se ¢ € B, (a) N By, (b), entao existe um 6 > 0 tal que Bs(c) C Bys,(a) N
Bs, (D).

Demonstragao: Como ¢ € Bg, (a) N By, (b), temos que d(c,a) < d; e d(c,b) < ;. Defina:

d = min{d; — d(c,a),ds — d(c,b)}.

Note que § > 0. Agora, tome qualquer x € Bs(c). Entao d(z,c) < §. Pela desigualdade

triangular:

d(z,a) < d(z,c) +d(c,a) <0 +d(c,a) < (0, —d(c,a)) +d(c,a) = d,

logo = € Bs,(a). Analogamente:

d(z,b) < d(z,c) +d(c,b) <0+ d(c,b) < (62 — d(c,b)) + d(c,b) = 0o,
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logo x € Bs,(b). Portanto, @ € By, (a) N Bs, (), ou seja, Bs(c) C By, (a) N Bs,(b). [

Coroldrio 2.125. Seja (X, d) um espago métrico e By e By bolas abertas em (X, d). Entao

By N By € uma unido de bolas abertas em (X, d).

Demonstracao: Se B; N By = (), entdo é trivialmente uma unido (vazia) de bolas abertas.
Caso contrario, seja ¢ € B; N By. Pelo Lema existe uma bola aberta Bs(c) tal que
Bs(c) € By N By. Portanto:

BinB,= |J Bslo),

ceB1NB2y
que é uma uniao de bolas abertas. [ |

Com isto, podemos relacionar espagos métricos com espacos topoldgicos.

Proposicao 2.126. Seja (X, d) um espago métrico. Entdo, a colegio de bolas abertas em

(X,d) € uma base para a topologia T em X.
Demonstragao: Isso decorre da Proposicao [2.38 e do Corolario [2.125] [ |

Definicao 2.127. A topologia T € referida como a topologia induzida pela métrica d, e

(X, 7) € chamado de espago topolégico induzido.

Exemplo 2.128. Se d é a métrica euclidiana em R, entao uma base para a topologia T
induzida pela métrica d é o conjunto de todas as bolas abertas. Mas Bs(a) = (a—0,a+9).
Visto que T € a Topologia Fuclidiana em R. Entao a métrica euclidiana em R induz a

Topologia Euclidiana em R.

Exemplo 2.129. Se d € a métrica discreta do conjunto X, entao para cada x € X, B%(az) =
{z}. Assim todos os conjuntos unitdrios sao abertos na topologia T induzida em X por d.

Consequentemente, T € a topologia discreta.

Definicao 2.130. M¢étricas em um conjunto X sao ditas equivalentes se elas induzem a

mesma topologia.

Proposicao 2.131. Seja (X, d) um espago métrico e T a topologia induzida em X pela
métrica d. Entao, um subconjunto U de X € aberto em (X, T) se, e somente se, para cada

a € U existe um € > 0 tal que a bola aberta B:(a) C U.

Demonstragao: Suponha que U € 7. Entao pelas Proposigoes e [2.126] para qualquer
a € U existe um ponto b € X e um § > 0 tal que a € Bs(b) C U. Seja e = § — d(a,b).
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Entao a € B.(a) C U. Reciprocamente, suponha que U C X, com a propriedade de que

para cada a € U existe um g9 > 0 tal que B.,(a) C U. Entao, pelas Proposigoes e
2.120, U é aberto. [ |

Definigao 2.132. Um espago topolégico (X, T) € dito um espago de Hausdorff se para
cada par de pontos distintos a e b em X, existem conjuntos abertos distintos U e V tais

queacUbeV eUNV =10.

Exemplo 2.133. Considere o conjunto X = {a,b} munido da topologia 7 = {0, {a},{a,b}}.
Este espaco nao ¢ de Hausdorff.

Proposicao 2.134. Seja (X, d) um espago métrico qualquer e T a topologia induzida em X

por d. Entio (X,7T) é um espago de Hausdorff.

Demonstragao: Sejam a e b quaisquer pontos de X, com a # b. Entéo d(a,b) > 0. Tome
e = d(a, b) e considere as bolas abertas Bz (a) e B (b). Entao esses sao conjuntos abertos
em (X,7) com a € B:(a) e b € Bs(b). Assim, para mostrar que 7 ¢ Hausdorff, temos
apenas que provar que Bs(a) N Bz (b) = (). Entdo, suponha que z € Bz (a) N B (b), ou
seja, d(r,a) < § e d(r,b) < 5. Logo,

2

d(a,b) < d(a,z) + d(z,b) < % TR

€
2
o que implica que d(a,b) < €, o que é falso. Consequentemente, nao existe = € B%(a) N

Bs (b), ou seja, Bz (a) N Bz (b) =0

Observagao 2.135. Note que um espaco métrico com pelo menos dois pontos tem uma

topologia que nao € induzida por nenhuma métrica.

Definigao 2.136. Um espaco (X, T) é dito metrizdvel se existe uma métrica d no conjunto

X com a propriedade de que T € a topologia induzida por d.

Exemplo 2.137. Entdo, por exemplo, o conjunto Z com a topologia cofinita nao € um

espaco metrizavel

2.5.2 Convergéncias de Sequéncias

Nesta subsubsecao, estendemos a nocao de convergéncia de sequéncias, original-

mente definida em R com a métrica euclidiana, para qualquer espago métrico. FEssa
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generalizacao permite analisar o comportamento limite de sequéncias de forma abstrata,

servindo de base para conceitos posteriores, como completude e continuidade.

Definigao 2.138. Seja (X,d) um espagco métrico e (x1,xq,..., %y, ...) uma sequéncia de
pontos em X. Entdo a sequéncia é dita convergir para x € X se dado qualquer £ > 0,

existe um ng € N tal que para todo n > ng,d(z, x,) < €. Denotamos por x, — .

Proposicao 2.139. Seja (x1,x2, ..., Tp, ...) uma sequéncia de pontos em um espaco métrico
(X,d). Além disso, sejam x ey pontos em (X,d) tais que x, — x e x, — y. Entao
T =y.

Demonstragao: Suponha, por contradigao, que = # y. Entao d(z,y) > 0. Considere

€= @ > (. Pela convergeéncia z,, — = e x,, — y, existe ng tal que, para todo n > ny,

d(zp,z) <e e d(z,,y) <e.

Pela desigualdade triangular,

d(z,y) < d(z,z,) + d(2n,y) < e+e=d(z,y),

o que é uma contradi¢ao. Portanto z = y. [ |

Observagao 2.140. Por conveniéncia, diremos que um subconjunto A de um espago métrico
(X,d) € fechado (respectivamente, aberto) no espagco métrico (X,d) se ele for fechado

(respectivamente, aberto) na topologia induzida em X pela métrica d.

Proposicao 2.141. Seja (X, d) um espago métrico. Um subconjunto A C X € fechado em
(X,d) se, e somente se, toda sequéncia convergente de pontos em A convergir para um

ponto em A.

Demonstragao: Suponha que A é fechado em (X, d) e seja a, — x, onde a, € A, para
todo n € N. Suponha que x € X \ A. Entao, como X \ A é aberto contendo z, existe
B.(z) tal que z € B.(z) € X \ A. Como cada a,, € A implica que d(z,a,) > ¢, para cada
n € N. Portanto, a sequéncia (ay, ..., p, ...) ndo converge para z, o que é uma contradigao.
Portanto, z € A.

Reciprocamente, suponha que toda sequéncia convergente em A converge para um ponto

de A. Suponha que X \ A ndo é aberto. Entao existe um ponto y € X \ A tal que para
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cada e > 0, B.(y) N A # (). Para cada n € N, seja x,, qualquer ponto em Bi(y) N A. Note

que x, — y. De fato, parae >0 e ng € N,ng > %, temos que para n > ng,

zn € B1(y) € B1(y) C Be(y).

0

E por suposigdo y ¢ A. O que é uma contradigao, e portanto, X \ A é aberto, o que

implica que A é fechado. [ |

Proposicao 2.142. Sejam (X, d) e (Y,dy) espagos métricos e f: X — Y wuma aplicagdo.
Sejam T e 11 as topologias determinadas por d e dy, respectivamente. Entdo f:(X,d) —
(Y, dy) € continua se, e somente se, v,, - v = f(z,) — f(x), ou seja, (z1, T2, ..., Ty, ...)
¢ uma sequéncia de pontos em (X,d) convergindo para x, entao a sequéncia de pontos

(f(z1), f(x2), ..., f(xn),...) em (Y,dy) converge para f(x).

Demonstragao: Suponha que f é continua e =, — x. Seja ¢ > 0, entdo B.(f(z)) é um
conjunto aberto em (Y, 7;). Como f é continua, f~'(B.(f(x))) é um conjunto aberto em

(X, 7) e contém x. Portanto, existe 6 > 0 tal que

v € Bs(x) C f7H(B(f())-

Como z,, — x, existe ng € N, tal que, para todo n > ngy, z, € Bs(x). Logo, f(x,) €
f(Bs(x)) C B.(f(x)), para todo n > ng. Assim, f(z,) = f(z).

Reciprocamente, suponha que x, -+ = f(x,) = f(x). Seja A um conjunto fechado
em (Y, 7). Considere (1, ¥, ..., Tp, ...) uma sequéncia de pontos em f~!(A) convergindo
para um ponto z € X. Como z, — =z, temos que f(x,) — f(z). Mas como cada
f(x,) € A e Aéfechado, a Proposigao [2.141] implica que f(z) € A. Portanto, z € f~1(A),

logo f~1(A) é fechado e, consequentemente, f ¢ continua. [ |

Corolario 2.143. Sejam (X, d) e (Y,dy) espagos métricos e f : X — Y uma aplicagio.
Sejam T e 11 as topologias determinadas por d e dy, respectivamente. Entao f:(X,d) —

(Y, dy) € continua se, e somente se, para cada xg € X ee > 0, existir § > 0 tal que v € X

ed(x,xg) <0 = di(f(x), f(zo)) < e.

Demonstragao: Seja f continua no ponto zy € X. Entao para qualquer aberto V' C Y tal
que f(z) € V, existe um aberto U C X tal que zg € U e f(U) € V. Tome By = B.(f(x0)),

uma bola aberta em Y. Pela continuidade, existe § > 0 tal que a Bs(zo) € f~'(Bj), ou



Capitulo 2. Topologia Geral 61

seja, para todo z € X, d(z,z9) <0 = di(f(x), f(xg)) < e.
Reciprocamente, seja x,, — xo em X, ou seja, para todo & > 0, existe ny € N, tal que
para todo n > ng implica que d(z,,xy) < 0, entdao di(f(x,), f(zo)) < €, 0 que garante

que f é continua. [ |

2.5.3 Completude

Nesta subsecao tratamos da propriedade de completude em espacos métricos, a
qual garante que sequéncias de Cauchy convergentes tenham limites no préprio espaco.
Depois prosseguimos com algumas definicoes e resultados bastantes importantes, como por
exemplo, o Teorema de Bolzano-Weierstrass e o fato de que R com a métrica euclidiana

¢ um espaco métrico completo.

Definigao 2.144. Uma sequéncia (xq, ..., %y, ...) de pontos em um espago métrico (X,d) é
chamada de sequéncia de Cauchy se, dado qualquer nimero real € > 0, existe ng € N tal

que, para todos n,m € N com m > ng e n > ng, d(xm,x,) <e.

Proposicao 2.145. Seja (X, d) um espagco métrico e (x,) uma sequéncia de pontos em
(X,d). Se eziste um ponto a € X tal que a sequéncia converge para a, ou seja, T, — a,

entdo a sequéncia € de Cauchy.

Demonstragao: Seja ¢ > 0 e definindo § = 5. Como z,, — a, existe ng € N tal que para
todo n > ng, d(x,,a) < 6. Tome m > nyg e n > ng, entdo d(x,,,a) < 0 e d(x,,a) < 0. E

pela desigualdade triangular,

d(Tpm, ) < d(Tp,a) +d(Tp,a) <+ =¢.

Portanto, a sequéncia é de Cauchy. [ |

Definigao 2.146. Um espago métrico (X,d) é dito completo se toda sequéncia de Cauchy

em (X, d) converge para um ponto em X.

Definigao 2.147. Se (z,,) € uma sequéncia qualquer, entdo a sequéncia (x,,, Tp,,...) € dita

ser uma subsequéncia se nqy < ng < Nz < --- .

Definigao 2.148. Seja (z,) uma sequéncia em R. Entao (x,) € dita ser uma sequéncia

crescente se T, < Tpy1, para todo n € N. Dizemos que (z,) € uma sequéncia decrescente
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se x, > T,41, para todo n € N. Uma sequéncia que é crescente ou decrescente é chamada

de sequéncia mondtona.

Definigao 2.149. Seja (x,) uma sequéncia em R. Entao ng € dito ser um ponto de pico se

Ty < Tp,, para todo n > nyg.

Definigao 2.150. Seja (x,,) uma sequéncia em um espago métrico (X, d), dizemos que (z,,)

€ limitada se existe vg € X e M > 0 tais que

d(xn,z9) < M, VneN.

Lema 2.151. Seja (x,,) uma sequéncia em R. Entdo (x,) possui uma subsequéncia mond-

tona.
Demonstragao: Vamos considerar dois casos:

(1) (z,) é uma sequéncia com infinitos pontos de pico. E seja (z,,) uma subsequéncia
onde cada n; é um ponto de pico, em particular, z,, > z,, .1, para todo k € N;
ou seja, (x,,) ¢ uma subsequéncia decrescente de (x,,), entdo é uma subsequéncia

mondotona.

(2) (z,,) tem um numero finito de pontos de pico. Entao existe um ny € N, tal que
nao ha pontos de pico com indice maior que ng. Seja ny > ng, entao n; nao é ponto
de pico. Assim existe ny > n; tal que x,, > x,,. Agora ny > ng e, portanto,
também nao é um ponto de pico. Continuando assim, por inducao, produzimos
uma subsequéncia (z,,) de (z,) com x,, < x,, 41, para todo k € N. Logo, (z,,) é

crescente, ou seja, ¢ uma subsequéncia monotona.
[ |

Proposigao 2.152. Seja (x,) uma sequéncia mondétona em R com a métrica euclidiana.

Entao (x,) converge para um ponto em R se, e somente se, (x,) for limitada.

Demonstragao: Claramente, se (x,) nao ¢ limitada, entdo nao converge. Seja (z,) uma
sequéncia que é crescente e limitada. Pelo axioma do Supremo, existe um menor limite
superior L do conjunto {z, : n € N}. Seja € > 0, existe ng tal que d(x,,, L) < €, ou seja,

Tp, > L —e. Mas como (z,,) é crescente e L é um limite superior, temos

L —¢e¢<x, <L, para todo n > nyg.
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Ou seja, x, — L.
Para o caso de (z,) decrescente a demonstracao segue de maneira anéloga. |

Com o Lema [2.151] e a Proposicao [2.152] obtemos imediatamente o seguinte resultado:

Teorema 2.153. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada em R

com a métrica euclidiana tem uma subsequéncia convergente.

Com isso conseguimos provar que R com a métrica euclidiana é um espacgo métrico

completo.

Corolario 2.154. O espaco métrico R com a métrica euclidiana € um espaco métrico com-

pleto.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy arbitraria em (R, d). Como (z,) é
uma sequéncia de Cauchy, existe um ng € N tal que para quaisquer n > ng e m > ny,
d(x,, xm) < 1; ou seja, |z, — x| < 1. Defina M = |xi| + |z + -+ + |2p,| + 1. Entao
|z,| < M para todo n € N; ou seja, a sequéncia (x,,) é limitada. Portanto, pelo Teorema
de Bolzano-Weierstrass [2.153] esta sequéncia possui uma subsequéncia convergente; isto
é, existe a € R e uma subsequéncia (z,,) com x,, — a. Seja € um nimero real positivo
qualquer. Como (z,) é uma sequéncia de Cauchy, existe um n; € N tal que

|'Tn - xm| < 57

para todos m > ny e n > n;. Como z,, — a, existe um ny € N tal que

para todos nj > ny. Se escolhermos kg = max{n;,ns}, a combinagao das duas desigual-

dades acima resulta em

g 19
|5En_a|§|xn_xnk|+|xnk_a|<§+§:5

para n > kg e ng > ko. Portanto, x,, — a. [

Corolario 2.155. Para cada n € N, o espagco métrico R™ com a métrica euclidiana € um

espago métrico completo.
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Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R™.

Entao, dado € > 0, existe ng € N tal que, d(z,,x,) < ¢, para todo n,m > ng. Como R
¢ completo, cada uma de suas sequéncias converge para um numero real z; € R. Dessa
forma a sequéncia (z,) converge para x = (x1, T3, ..., ;) € R".

Logo, R™ é completo. |

Proposigao 2.156. Seja (X, d) um espago métrico, Y um subconjunto de X, e dy a métrica

induzida em'Y por d.

(i) Se (X,d) € um espago métrico completo e Y é um subespaco fechado de (X, d), entdo

(Y,dy) é um espago métrico completo.
(i) Se (Y,dy) é um espago métrico completo, entio Y € um subespago fechado de (X, d).

Demonstragao: (i) Suponha que (X, d) é um espago métrico completo e que Y C X seja
um subconjunto fechado. Seja (y,) uma sequéncia de Cauchy em (Y, d;). Como d; é a
métrica induzida em Y por d, temos que (y,,) também é de Cauchy em (X, d). E como X
é completo, existe x € X tal que y,, = x em X. Como Y é fechado em X, entao x € Y, o
que implica que y,, — x em Y. Logo, (y,) converge em (Y, d;), ou seja, (Y, d;) é completo.
(ii) Suponha agora que (Y, d;) seja completo. Seja x € X tal que existe uma sequéncia
(yn) C Y com y, — x em X. Isso implica que (y,) é uma sequéncia de Cauchy em (X, d),
e portanto também é de Cauchy em (Y,d;), j4 que a métrica é a mesma. Pela hipdtese
de que (Y,d;) é completo, a sequéncia (y,) converge para algum ponto y € Y. Mas a
convergéncia em (X, d) é tinica, logo y = x, e entdo x € Y. Logo, Y contém todos os seus

pontos limites, portanto é fechado em X. [ |

Observagao 2.157. A completude nao é preservada por homeomorfismo e consequente-

mente nao é uma propriedade topoligica.

Definigao 2.158. Um espago topoldgico (X,T) é dito completamente metrizdvel se
existe uma métrica d em X tal que T é a topologia em X determinada por d e (X,d) é

um espaco métrico completo.

Observagao 2.159. Note que ser completamente metrizavel é de fato uma propriedade to-
pologica. Além disso, todo espaco discreto e todo intervalo de R com a topologia induzida
sao completamente metrizdveis. Assim, para a,b € R com a < b, os espacos topolégicos

R, [a,b], (a,b), [a,b), (a,b], (—o0,a), (—o0,a], (a,0), [a,00) e {a} com suas topologias
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induzidas sao todos completamente metrizaveis. Além disso, como (0,1) € um subespago
completamente metrizdvel de R que nao é um subconjunto fechado, vemos que a Propo-
$1¢aG0 (ii) nao seria verdadeira se “espag¢o métrico completo” fosse substituido por

“completamente metrizavel”.

Definigao 2.160. Um espago topologico é dito separdvel se possui um subconjunto denso

enumeravel.

Exemplo 2.161. Considere o espaco dos numeros reais R munido da topologia usual, ge-
rada pela métrica d(x,y) = |x — y|. Entio R é um espago separdvel.

Uma vez que o espaco R é separdvel visto que possui um subconjunto enumerdvel e denso.
O conjunto dos niumeros racionais Q = {§ D, q EL, qF 0} € enumerdvel e satisfaz
Q = R. Isso acontece porque todo intervalo aberto de R contém pelo menos um nimero
racional. Assim, Q € denso em R, e portanto concluimos que R € separdvel, visto que

possui um subconjunto enumerdvel e denso.

Definigao 2.162. Um espago topolégico (X, T) € dito espago de Polish se é separdvel e

completamente metrizdvel.

Exemplo 2.163. Seja R munido da topologia usual, gerada pela métrica d(z,y) = |z — y|.
Entao R € um espaco de Polish.

De fato, o espaco R é separdvel, visto que possui um subconjunto enumerdvel e denso,
como o conjunto dos racionais Q. Além disso, R € completo com respeito a métrica
usual, pois toda sequéncia de Cauchy em R converge para um ponto de R. Assim, R
admite uma métrica que gera sua topologia e em relagao a qual é completo e separdvel.

Portanto, R € um espaco de Polish.

Definigao 2.164. Um espago topolégico (X, T) € dito espago de Souslin se é Hausdorff

e imagem continua de um espaco de Polish.

Exemplo 2.165. O intervalo aberto (0,1) é um espago de Souslin. Note que, (0,1) € a

imagem continua do espaco de Polish R pela funcdo

B 1
147’

f:R—(0,1), f(z)

que € continua e sobrejetiva. Assim, (0,1) é um espaco de Souslin, visto que é imagem

continua de um espaco de Polish.
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Defini¢ao 2.166. Se A é um subconjunto de um espago topoldgico (Y, 1) tal que com
a topologia induzida 1o, o espaco (A,T9) € um espago de Souslin, entdo A é dito um

conjunto analitico em (Y, 11).

Exemplo 2.167. Considere Y = R munido da topologia usual e o subconjunto A = (0,1). A
topologia induzida em A € a topologia usual dos intervalos abertos de R, e o espaco (A, 12)
¢ um espaco de Souslin, pois A € imagem continua do espaco de Polish R pela funcao
f R = (0,1), f(z) = H% Assim, (0,1) é um espago de Souslin com a topologia

induzida. Portanto, A é um conjunto analitico em (Y, T).

Definigao 2.168. Sejam (X,d) e (Y,dy) espagos métricos. Entao (X, d) € dito isométrico
a (Y,dy) se existe uma aplicagao sobrejetiva f: X — Y tal que para todos x1 e x5 em X,

d(xy,29) = di(f(x1), f(x2)). Tal aplicagdo f € dita uma isometria.

Exemplo 2.169. Seja d uma métrica qualquer em R e a um niumero real positivo. Se dy é
definida por di(x,y) = a - d(x,y), para todos z,y € R, entao (R, dy) é um espago métrico

isométrico a (R, d).

Definigao 2.170. Sejam (X,d) e (Y,d1) espacos métricos e f : X — Y wuma aplicagio.
Seja Z = f(X), e dy a métrica induzida em Z por dy. Se f : (X,d) — (Z,dy) € uma

isometria, entao f € dita um tmersao isométrica de (X,d) em (Y, d;).

Definigao 2.171. Sejam (X, d) e (Y,dy) espagos métricos e f uma aplica¢io de X em Y.
Se (Y,dy) é um espago métrico completo, f : (X,d) — (Y,dy) é um imersdo isométrica e
f(X) € um subconjunto denso de 'Y no espago topoldgico associado, entao (Y,dy) é dito

um completamento de (X, d).

Proposicao 2.172. Seja (X, d) um espago métrico qualquer. Entao (X, d) tem um comple-

tamento.

Demonstragao: Comegamos dizendo que duas sequéncias de Cauchy (y,) e (2,,) em (X, d)
sdo equivalentes se d(yn,z,) — 0 em R. Esta é de fato uma rela¢do de equivaléncia
(reflexiva, simétrica e transitiva). Seja X o conjunto de todas as classes de equivaléncia
de sequéncias de Cauchy equivalentes em (X, d). Queremos definir uma métrica em X.
Sejam y e Z dois pontos quaisquer em X. Considere sequéncias de Cauchy (y,) € 7 e
(zn) € Z. A sequéncia (d(yn, z,)) é¢ uma sequéncia de Cauchy em R . Como R é completo,

esta sequéncia converge para algum numero, que denotaremos por d (g, 2).
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Para cada = € X, a sequéncia constante (x,z,...,z,...) é uma sequéncia de Cauchy
em (X, d) convergindo para x. Seja T a classe de equivaléncia de todas as sequéncias de
Cauchy que convergem para z € X. Defina o subconjunto Y de X como {Z:x€ X}. Se
dy é a métrica em Y induzida por d; em )?, entao a aplicacdo f: (X,d) — (Y, dy), dada
por f(x) = Z, é claramente uma isometria.

Mostremos agora que Y é denso em X.Dadoe>0ez€e X , queremos encontrar £ € Y tal
que dy(z,7) < €. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy na classe de equivaléncia z. Existe
no € N tal que para todo n > ng, di(x,,x,,) < €. A sequéncia constante (Zn,, Tn,,- - -)
estd na classe 7, € Y, e dy(Tny, z) < e. Portanto, Y é denso em X.

Finalmente, mostremos que ()N( ,d1) é completo. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em
X. Como Y é denso, para cada n € N existe 7, € Y com d(Zn, 2,) < 1/n. Mostremos
que (z,) é Cauchy em Y.

1

Dado € > 0, existe N € N tal que di(2,,2,) < § para n,m > N. Tome n; com - <5

Para n,m > n; + N, temos
dl(/x\;a:i‘\’/;b) < dl(g’rzvzn) + dl(zna Zm) + dl(zmva/i’/n) < % + % + % <E.

Logo (z,,) é Cauchy em Y, o que implica que (z,) é Cauchy em (X, d). Portanto (z,) € z
para algum z € X. Segue que 7, — z e consequentemente z, — z, completando a

demonstracao. [}

Proposicao 2.173. Sejam (A, dy) e (B, ds) espacos métricos completos. Seja X um subcon-
Junto de (A, dy) com métrica induzida dz, e Y um subconjunto de (B, dy) com métrica indu-
zida dy. Além disso, suponha que X € denso em (A,dy) eY € denso em (B, dy). Se existe
uma isometria f: (X, ds) — (Y,dy), entao eziste uma isometria g : (A,dy) — (B, ds) tal

que g(x) = f(z) para todo x € X.

Demonstragao: Seja a € A. Como X é denso em (A, d;), existe uma sequéncia z, — a
com cada z,, € X. Logo (z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Como f ¢é isometria, (f(z,)) é
Cauchy em (Y, dy4) e portanto também em (B, dz). Como (B, ds) é completo, existe b € B
tal que f(x,) — b. Definimos g(a) = b.

Para mostrar que g estd bem definida, devemos verificar que se (z,) é outra sequéncia em

X convergindo para a, entao f(z,) — b. Isto segue do fato que d;(x,, z,) — 0 e portanto

do(f(xn), f(2n)) = da(f (), f(zn)) = 0.
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Finalmente, sejam aq,as € A com ay, —> a; € as, — as, onde cada ay,, as, € X. Entao:

di(ar, az) = lim dg(arn, agn) = lim dy(f(ain), f(asn)) = da(g(ar), g(az)).

n—oo
Logo g é de fato uma isometria. [ |

Definig¢ao 2.174. Seja (N, ||-||) um espaco vetorial normado e d a métrica associada em N.

Dizemos que (N, || -||) € um espago de Banach se (N,d) é um espaco métrico completo.

Exemplo 2.175. Um exemplo de um espago de Banach é (R,|-|), isto €, o conjunto dos

numeros reais munido da norma valor absoluto.

2.5.4 Contragoes

Agora estudamos fungoes que reduzem as distancias entre pontos de um espaco mé-
trico. Tais funcoes, sao de grande relevancia na Topologia Geral e na Analise, pois possuem
propriedades que garantem estabilidade e convergéncia. Essas fungoes sao importantes,
pois permitem resultados como o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que assegura que
toda contracao definida em um espaco métrico completo possui exatamente um ponto fixo.
Esse teorema é fundamental porque fornece uma ferramenta poderosa para demonstrar a
existéncia e a unicidade de solugoes de diversos problemas matematicos, como equagoes
diferenciais. Além disso, ele exemplifica como propriedades topoldgicas, como completude
e continuidade, interagem para garantir resultados estruturais profundos sobre fungoes em

espacos métricos.

Definicao 2.176. Seja f : X — X uma funcao. Entao f € dita ser uma contragao se

existe um numero real v € (0,1), tal que

d(f(z1), f(z2)) < rd(21, 72)

para todos xq,xy € X.

Proposigao 2.177. Seja f uma contragao do espago métrico (X,d). Entdo f é uma fungdo

continua.

Demonstragao: Seja x € X e U um aberto contendo f(x). Como U é aberto, existe £ > 0
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tal que B(f(x),e) C U. Como f é uma contragao, existe r € (0,1) tal que

d(f(x), [(y)) < r.d(z,y)

para todo =,y € X.

Agora, seja 0 = £ > 0. Entao, se y € B(z,9), temos
5
d <0=-—
(z,9) =
logo,

AT (@), f() < rde.y) <r> =,

o que implica que f(y) € B(f(z),e) C U. Assim, y € B(x,0) e, portanto, f(y) € U, conse-
quentemente f(B(x,d)) C U. Logo, f~*(U) 2 B(z,9), ou seja, f~*(U) é uma vizinhanga

de z e, portanto, é aberto. Com isso, concluimos que f é continua. [ |

Teorema 2.178. (Teorema da Contracdo ou Teorema do Ponto Firo de Ba-
nach) Seja (X, d) um espago métrico completo e f uma contragdio de (X,d) em si mesmo.

Entao f tem exatamente um ponto fizo.

Demonstragao: Seja x um ponto qualquer em X e considere a sequéncia

(z, f(2), f2(z) = f(f(2)), f2(2) = F(f(f (@), (@), )

Defina a = d(z, f(x)). Como f é uma contracao, existe r € (0,1) tal que d(f(x1), f(x2)) <
rd(xq,x2) para todos z1,xs € X.

Temos claramente,

d(f(x), f*(x)) < rd(z, f(2)) = r.a,
d(f*(x), f3(2)) < r¥d(w, f(z)) =r.a,

e por indugao obtemos que para cada k € N,

d(f*(x), [ (x)) < r¥d(z, f(2)) = r".a
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Sejam m,n € N com n > m. Entao

d(f™ (@), [ (@) = d(f™ (), [T (@) < v, [ ()

< r"d(w, f(2)) +d(f(2), f2(@)) + -+ d(f"7 @), [ (@)

r’a

1—7r

<rmd(z, fe)[L+r+r*4+ -+ <
Como 7 < 1, temos que (f"(z)) é uma sequéncia de Cauchy. Como (X,d) é completo,
existe z € X tal que f"(z) — z.
Pela Proposicao [2.177], f é continua e portanto

f(z) = f (lim f*(@)) = Tim f* ) = 2

n—oo n—o0

logo z é de fato um ponto fixo de f.

Finalmente, seja t qualquer ponto fixo de f. Entao

d(t, z) = d(f(t), f(2)) < rd(t, 2).

Como r < 1, isto implica d(¢,z) = 0 e portanto ¢ = z, logo f tem apenas um ponto fixo.

2.5.5 Espacgos de Baire

O interesse desta subsecao ¢é estudar os espagos de Baire, enfatizando as nogoes de
completude e, principalmente, densidade, que estao intimamente relacionadas a estrutura
desses espacos. O objetivo é compreender como essas propriedades se combinam para
descrever comportamentos tipicos de conjuntos e fungoes em contextos topologicos e mé-
tricos. Ao longo desta subsecao, serao reunidos resultados que conectam completude e
densidade, como o Teorema da Categoria de Baire, um dos resultados mais importantes
dessa teoria. Esse teorema mostra que, em espacos completos, a intersecao contavel de
abertos densos ¢ ainda densa, uma propriedade fundamental para diversos argumentos de
existéncia e generalidade em analise. Por fim, concluiremos com o Teorema da Aplicagao
Aberta, que sintetiza algumas dessas ideias e ilustra a importancia dos espacos de Baire

no estudo de funcoes continuas e operadores lineares em espacos topoldgicos.
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Teorema 2.179. (Teorema da Categoria de Baire) Seja (X,d) um espaco métrico
completo. Se X1, Xa,..., X,,... € uma sequéncia de subconjuntos abertos e densos em

X, entdo o conjunto (),—, X, também é denso em X.

Demonstragao: Como X; é aberto e denso em X, o conjunto U N X; é um subconjunto
aberto nao vazio de (X,d). Seja U; uma bola aberta com raio no maximo 1, tal que
U, cUNX;.

Definindo, por inducao, para cada n € N, com n > 1, uma bola aberta U, com raio
no maximo % tal que U, C U,_; N X,,. Para cada n € N, seja z,, qualquer ponto em
U,. Claramente, a sequéncia (x,) é uma sequéncia de Cauchy. Como (X, d) é um espago
métrico completo, essa sequéncia converge para um ponto r € X.

Observe que, para todo m € N, todo ponto da sequéncia (z,) estd no conjunto fechado
U,., e portanto o ponto limite 2 também estd no conjunto U,,. Entdo = € U, para todo
n € N. Assim, x € (\°—, U,. Mas como U N>, X,, D (o, U, 2 =, isso implica que
UNnyo, X, #0. u

Definigao 2.180. Seja (X, 7) um espago topoldgico qualquer e A um subconjunto qualquer
de X. O maior conjunto aberto contido em A é chamado de interior de A e é denotado

por Int(A).

Definigao 2.181. Um subconjunto A de um espago topoldgico (X, ) € dito denso em

lugar nenhum se o conjunto A tem interior vazio.
Essas defini¢coes nos permitem reformular o Teorema [2.179]

Corolario 2.182. (Teorema da Categoria de Baire) Seja (X,d) um espaco métrico
completo. Se X1,Xo,...,X,,... € uma sequéncia de subconjuntos de X tal que X =
UZO:1 X,, entdo para pelo menos um n € N, o conjunto X,, tem interior nio vazio, ou

seja, X, nao € denso em lugar nenhum.

Demonstragao: Suponha que todo X,, seja denso em lugar nenhum, isto ¢,
Int(X,) =0, VneN.

Sabemos que o complementar de X,,, ou seja, U, = X \ X,, é um conjunto aberto e denso.

Assim, temos uma sequéncia de conjuntos abertos e densos U,,. Pelo Teorema da Categoria
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de Baire, como (X, d) é um espago métrico completo, ()~ U,, é denso em X. Mas observe

que,

N,
n=1

X\GEQX\GXH.
n=1 n=1

Como X,, O X,,, entdo

GX_HQ [OJXn:X.
n=1

n=1
Ou seja,
UX.=x=U.=0
n=1 n=1

O que é uma contradi¢do, pois o conjunto (U, nao poderia ser vazio se todos fossem
abertos e densos.

Definigao 2.183. Um espaco topolégico (X, T) € dito um espago de Baire se para toda
sequéncia X, de subconjuntos abertos e densos em X, o conjunto [\, X, também é

denso em X.
Corolario 2.184. Todo espaco metrizavel completo X € um espaco de Baire.

Demonstragao: Para toda sequéncia (a,),n € N de conjuntos abertos e densos em X, a
N2, a, é densa em X. O que é justamente a Teorema da Categoria de Baire para espacos

n=1

métricos. [ |

Exemplo 2.185. O espacgo topoldgico Q nao é um espaco de Baire e, portanto, nao é
completamente metrizavel. De fato, observe que o conjunto dos nimeros racionais €
enumerdvel e seja Q = (x1,xa,...,Ty,...). Cada um dos conjuntos X, = Q\ z,, € aberto
e denso em Q, no entanto (,_; X, = 0. Assim, Q nao possui a propriedade de espago

de Baire.

Observagao 2.186. Note que, uma vez que tinhamos o Teorema da Categoria de Baire, foi
mais dificil provar que Q nao é completamente metrizavel do que o resultado mais geral
de que Q nao € um espaco de Bajire. E wma caracteristica muito interessante e importante
nao apenas da topologia, mas da matemadtica em geral, que um resultado mais geral as

vezes € mais facil de provar.

Definicao 2.187. Seja Y um subconjunto de um espago topoldgico (X, 7). SeY é uma unido

enumerdvel de subconjuntos densos em lugar nenhum de X, entao Y € dito um conjunto
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de primeira categoria ou magro em (X, 7). Se'Y ndo € de primeira categoria, diz-se

que € um segqunda categoria em (X, 7).

Exemplo 2.188. Considere o espago topologico R com a topologia usual. O conjunto dos
numeros racionais Q C R € um conjunto de primeira categoria, pois € enumerdvel e pode
ser escrito como uniao enumeravel de conjuntos fechados com interior vazio. Por outro
lado, o proprio espaco R € um conjunto de sequnda categoria, uma vez que € um espaco
métrico completo e, pelo Teorema da Categoria de Baire, nao pode ser expresso como

uniao enumerdvel de conjuntos de primeira categoria.

O Teorema da Categoria de Baire tem muitas aplicagoes em andlise, mas estas
estao fora do nosso estudo de Topologia. No entanto, concluiremos esta subsegao com um
teorema importante na teoria do espaco de Banach, o Teorema da Aplicacao Aberta. Este
teorema é uma consequéncia do Teorema da Categoria de Baire, para isso precisamos de

alguns resultados preliminares e alguns conceitos elencados a seguir.

Proposicao 2.189. Se Y € um subconjunto de primeira categoria de um espaco de Baire

(X, 7), entdo o interior de Y € vazio.

Demonstragao: Como Y ¢é de primeira categoria, Y = (J'—, Y, onde cada Y,,, n € N, ¢
denso em lugar nenhum. Seja U € 7 tal que U C Y. Entao U C (07, Y, C U2, V.
Logo, X \U 2 N>2,(X \Y,), e cada um dos conjuntos X \'Y,, é aberto e denso em (X, 7).
Como (X,7) é de Baire, (2, (X \'Y,) é denso em (X,7). Assim, o conjunto fechado
X\ U é denso em (X, 7). Isso implica que X \ U = X. Portanto, U = (). [ |

Corolario 2.190. Se Y ¢é um subconjunto de primeira categoria de um espaco de Baire

(X, 1), entio X \'Y € um conjunto de sequnda categoria.

Demonstracao: Se X \ Y fosse de primeira categoria, X = Y U (X \ Y) também seria,

contradizendo a definicao de um espago de Baire. [

Observagao 2.191. Como Q ¢é um subconjunto de primeira categoria de R, seque do Co-

roldrio |2.190 que o conjunto R\ Q dos irracionais é um conjunto de sequnda categoria.

Definicao 2.192. Seja S um subconjunto de um espaco vetorial real V. O conjunto S é
dito convexo se para cada x,y € S e todo nimero real 0 < A < 1, o ponto \x + (1 — Ny

pertence a S.
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Observacao 2.193. Claramente, todo subespaco de um espaco vetorial € convero. Além
disso, em qualquer espaco vetorial normado, toda bola aberta e toda bola fechada sdo

convexras.

Definigao 2.194. Sejam (X, 1) e (Y, 71) espagos topoldgicos. Uma aplicagao f: (X, 7) —
(Y,m) € dita uma aplicagao aberta se para todo subconjunto aberto A de (X,T), o
conjunto f(A) é aberto em (Y, 11). A aplicacdo f € dita ser uma aplicagao fechada se

para todo conjunto fechado B em (X, 7), f(B) € fechado em (Y, 11).

Exemplo 2.195. Considere a aplicagio f : R — R definida por f(x) = x*. A aplica¢io
f € fechada, pois a tmagem de todo conjunto fechado de R € um conjunto fechado de
R. De fato, se FF C R € fechado, entao f(F) € fechado por continuidade e pela forma
explicita da funcao. Entretanto, f nao é uma aplicacdo aberta, uma vez que, por exemplo,
a imagem do aberto (—1,1) € o intervalo [0,1), que nao é aberto em R. Por outro lado,
a aplicacao identidade id : R — R € simultaneamente aberta e fechada, pois preserva

abertos e fechados.

Proposicao 2.196. Sejam (N,|| - |) e (N, || - ||1) espagos vetoriais normados e f uma
aplicagao linear de N em Ny. Entao f € uma aplicagao aberta se, e somente se, existe

s> 0 tal que f(Bs(0)) 2 B,(0), para algum r > 0.

Demonstragao: Suponha que f é uma aplicagao aberta. Entao, como B,(0) C N é aberto
para todo s > 0, entao f(Bs(0)) C N; também é aberto. Como 0 € f(Bs(0)) e como
f(Bs(0)) é um aberto que contém o ponto 0, existe r > 0 tal que B,.(0) C f(Bs(0)), isto
6, [(B(0)) 2 B,(0).

Reciprocamente, suponha que existam constantes s,r > 0 tais que:

f(B4(0)) 2 B:(0).

Seja U C N um aberto arbitrario. Para mostrar que f(U) C N; é aberto, tome x € U

qualquer. Como U é aberto, existe ¢ > 0 tal que:

B.(x) C U.
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Pela linearidade de f, temos

f(Be(x)) = f(x + B(0)) = f(x) + f(B:(0)).

Observamos que

pois para qualquer y € B;(0) temos ey € B.(0).

Da hipétese inicial, usando a linearidade novamente, obtemos:

B,.(0) = B,/5(0).

®w |

F(BI0) = ~F(B.(0)) 2

Multiplicando ambos os lados por &,

f(Bs(O)) 2 6Br/s(o) = Ber/s(0>‘

Portanto

f(B:(x))) = f(x) + f(B:(0))) 2 f(2) + Berys(0) = Beyys(f(2))) € f(U).

Como U é um aberto arbitrario, f é uma aplicagao aberta. [ |

Teorema 2.197. (Teorema da Aplicacao Aberta) Sejam (B, ||-||) e (B1,|-]|1) espacos
de Banach e L : B — By uma aplicagao linear continua (no sentido de espago vetorial)

sobrejetora de B em By. Entao L é uma aplicagao aberta.

Demonstragao: Pela Proposicao|2.196| basta mostrar que existe N € N tal que L(By(0)) D
B(0), para algum s > 0.

oo
Claramente B = |J B,(0) e como L é sobrejetora, temos
n=1

By = L(B) = | J L(B.(0)).

Como B; é um espago de Banach, pelo Corolédrio [2.182] do Teorema da Categoria de
Baire, existe N € N tal que L(Bx(0)) tem interior nao vazio. Portanto, existem z € By

et > 0 tais que By(z) C L(By(0)). Podemos assumir sem perda de generalidade que
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z € L(By(0)). Como By(z) = By(0) + z, temos
By(0) € L(Bn(0)) — 2 € L(Bn(0)) — L(Bn(0)) € L(Ban(0)),

o que, pela linearidade de L, implica que B,/2(0) € L(By(0)).
Seja w € By(0). Entao existe ;1 € By(0) tal que [[w — L(z1)|l; < £. Note que pela

linearidade de L, para cada inteiro k > 0,
Bi2(0) € L(Bn(0)) = Biyr)(0) € L(Bny(0)).

Assim, existe xo € By/2(0) tal que

I(w = L(e0)) = L(z)lh = o = L(a) — Lias) s < ¢

Continuando deste modo, obtemos por indugao uma sequéncia (z,,,) com ||z, | < 52— e

t
|lw—L(zy+x2 4+ 4+ xm)|1 < o
Como B é completo, a série Y °_ x,, converge para um limite a. Claramente ||al| < 2N
e pela continuidade de L, temos w = L(a) € L(Bay(0)). Portanto, By/»(0) € L(Ban(0))
e consequentemente By/4(0) € L(By(0)). |

O seguinte Corolario do Teorema da Aplicacao Aberta segue imediatamente e é um caso

especial muito importante.

Corolario 2.198. Uma aplicacao linear continua bijetora de um espaco de Banach em outro
espaco de Banach é um homeomorfismo. Em particular, uma aplicacao linear continua

bijetora de um espaco de Banach em si mesmo € um homeomorfismo.

2.6 Compacidade

A compacidade é uma das propriedades mais importantes da topologia, aparecendo
de forma recorrente em teoremas fundamentais e em diversas aplicagoes na analise, na
algebra e na geometria. Muitos autores destacam que compreender a compacidade é

essencial para compreender a propria topologia, pois ela generaliza a nocao de finitude e
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garante resultados profundos relacionados a continuidade, & convergéncia e a existéncia
de solugoes em diferentes contextos matematicos. Nesta secao, apresentamos as defini¢oes
e os principais resultados, como o Teorema de Heine-Borel, que caracterizam os espagos
compactos, destacando sua importancia tedrica e suas consequéncias praticas. O estudo
da compacidade servira como culminagao desta etapa da Topologia Geral, preparando o
caminho para o capitulo seguinte, dedicado a Topologia Produto, onde a compacidade
desempenha um papel central na formulacao e demonstracao de resultados que veremos

neste trabalho.

2.6.1 Espacos Compactos

Nesta subsecao, definimos formalmente os espacos compactos, explorando exemplos
e propriedades fundamentais. A compacidade constitui uma das nogoes mais poderosas
da topologia, pois garante a existéncia de limites e de diversas propriedades estruturais

que tornam o estudo dos espacos topologicos mais abrangente.

Definigao 2.199. Seja A um subconjunto de um espaco topolégico (X, 7). Entao diz-
se que A é compacto se, para todo conjunto I e toda familia de conjuntos abertos,
O;, 1 € 1, tal que A C |
ACO,UO0,U---UO;, .

O;, existe uma subfamilia finita O, ,O;,,...,0;, tal que

i€l

Exemplo 2.200. Se (X,7) =R e A = (0,00), entao A nao é compacto.
De fato, para cada i € N, seja O; o intervalo aberto (0,7). FEntao, claramente, A C
U2, Oi. Mas nao existem iy, s, . . . iy, tais que A C (0,41)U(0,42)U---U(0,4,). Portanto,

A nao € compacto.

Exemplo 2.201. Seja (X, 7) um espaco topoldgico qualquer e A = {xy1,x2,...,2,} um
subconjunto finito qualquer de (X, 7). Entao A é compacto.

Com efeito, seja O;, i € I, uma familia qualquer de conjuntos abertos tal que A C | J;c; O;.
Entao, para cada xj € A, existe um Oy, tal que x; € O;;. Assim, A C Oy, UO;,U---UO;,,.

Logo, A € compacto.

Observagao 2.202. Vemos, portanto, a partir do Fxemplo|2.201, que todo conjunto finito
em um espago topolégico é compacto. Com efeito, a “Compacidade” pode ser pensada

como uma generalizacao topologica da “finitude”.
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Exemplo 2.203. Um subconjunto A de um espago discreto (X, T) é compacto se e somente
se for finito.

De fato, se A € finito, entao o Exemplo mostra que € compacto.

Reciprocamente, seja A compacto. Entao a familia de conjuntos unitdrios O, = {x},x €
A étal que cada O, € aberto e A C |J,c 4 Or. Como A é compacto, existem Oy, , Oy, ..., Oy,
tais que A C Oy, U Oy, U---UQO,,; isto é, A C {xy,...,z,}. Logo, A € um conjunto
finito.

Claramente, se todos os conjuntos compactos fossem finitos, entao o estudo da
[13 : 7 = : :
Compacidade” nao seria interessante. No entanto, veremos em breve que, por exem-
plo, todo intervalo fechado [a,b] é compacto. Primeiramente, introduzimos um pouco de

terminologia.

Definigao 2.204. Seja I um conjunto e O;,1 € I, uma familia de conjuntos abertos num
espago topoldgico (X, 7). Seja A um subconjunto de (X, 7). Entdo Oy,i € I, diz-se uma
cobertura aberta de A se A C |J,c; O;. Uma subfamilia finita, O;,, O;,, ..., 0;,, de O;,
i € I é chamada uma subcobertura finita (de A) se AC O;, UO;, U---UO;,.

Assim, podemos reformular a definicao de Compacidade da seguinte forma:

Definigao 2.205. Um subconjunto A de um espago topoldgico (X, T) diz-se compacto se
toda cobertura aberta de A tem uma subcobertura finita. Se o subconjunto compacto A €

igual a X, entao (X, T) diz-se um espago compacto.
Proposicao 2.206. O intervalo fechado [0,1] é compacto.

Demonstragao: Seja O;, i € I uma cobertura aberta qualquer de [0, 1]. Entao, para cada
x € [0, 1], existe um O; tal que x € O;. Como O; é aberto contendo x, existe um intervalo
U, aberto em [0, 1], tal que x € U, C O;.

Agora defina um subconjunto S de [0, 1] como,

S = {z:10, z] pode ser coberto por um nimero finito dos conjuntos U, }.

Portanto, z € S = [0,2] CU,, UU,, U---UU,,, para alguns x, s, ..., Tp.
Agora, seja x € S e y € U,. Entdo, como U, é um intervalo contendo x e y, [z,y] C U,.

Assumimos, sem perda de generalidade, que x < y. Logo,

0,y CU,UU,U---UU,, UU,
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e, portanto, y € S. Assim, para cada x € [0,1], U, NS = U, ou (). Isso implica que

S=JUel01]\ 5=
z€s x¢S
Portanto, S é aberto em [0, 1] e S é fechado em [0, 1]. Mas [0, 1] é conexo. Logo, S = [0, 1]
ou (). No entanto, 0 € S e, assim, S = [0, 1], isto é, [0, 1] pode ser coberto por um nimero
finito de U,. Entao, [0,1] C U,, UU,, U...UU,,,. Mas cada U,, estd contido em algum
O;, 1 € I. Portanto, [0,1] € O, UO;,,U---UO
[

e assim concluimos que [0, 1] é compacto.

im

2.6.2 O Teorema de Heine-Borel

Nesta subsecao, apresentamos o Teorema de Heine-Borel, um dos resultados mais
importantes relacionados a compacidade, pois ele fornece uma caracterizagao precisa dos
subconjuntos compactos do espaco euclidiano, estabelecendo as condig¢oes de fechamento e
limitagao como critérios equivalentes a compacidade. Para prosseguirmos iremos precisar

enunciar alguns resultados preliminares.

Proposicao 2.207. Seja f: (X,7) — (Y, 71) uma aplicagio continua e sobrejetora. Se

(X, 1) € compacto, entao (Y, T1) € compacto.

Demonstragao: Seja O;, i € I, uma cobertura aberta qualquer de Y isto é, Y C | J,.; O;.
Entao f~1(Y) C [~ (U,c; Oi); isto é, X C ., f71(0;). Logo, f~1(0;), i € I, é uma

cobertura aberta de X. Como X é compacto, existem iy, o, ...,%, em [ tais que
X C f_l(Oil) U f_l(Oiz) U---u f_l(Oin)'

Assim, Y = f(X)
Cf(fTHO) U 0L)U---U f7HO,,))
= f(fTHO)) U F(f7H(OR) U~ U F(f71(Oi,))
=0;, U0, U---UO; , pois f ésobrejetora.

Portanto, temos Y C O,, UO;, U---UQO;,, ; isto é, Y é coberto por um numero finito de

O;. Logo, Y é compacto. |
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Corolario 2.208. Sejam (X,7) e (Y, 1) espacos topoldgicos homeomorfos. Se (X,T) é

compacto, entao (Y, ) € compacto.

Demonstragao: E uma consequécia direta da Proposicao [2.207, como sao homeomorfos,

em particular temos uma aplicacao continua e sobrejetora. |

Corolario 2.209. Para a e b em R com a < b, [a,b] é compacto enquanto (a,b) ndo é

compacto.

Demonstragao: O espaco [a, b] é homeomorfo ao espaco compacto [0, 1] e, portanto, pelo
Corolario [2.208] é compacto.

O espago (a,b) é homeomorfo a (0,00). Se (a,b) fosse compacto, entao (0,00) seria
compacto, mas vimos no Exemplo que (0,00) nao é compacto. Logo, (a,b) nao é

compacto. [ |
Proposicao 2.210. Todo subconjunto fechado de um espaco compacto é compacto.

Demonstragao: Seja A um subconjunto fechado de um espago compacto (X, 7). Seja

U; € 7,7 € I, uma cobertura aberta qualquer de A. Entao

4¥g<UUOLMX\m,
iel

isto é, U;, com ¢ € I, juntamente com o conjunto aberto X \ A, formam uma cobertura
aberta de X. Portanto, existe uma subcobertura finita U;,, U,,, ..., U;, X \ A.

Assim,

X CU,UU,U---UU;, U(X\ A).

Portanto,

ACU,UU, U---UU; U(X\ A),

o que implica

ACU, UU,U---UU;

uma vez que AN (X \ A) = (. Logo, A tem uma subcobertura finita e, portanto, é

compacto. [ ]

Proposicao 2.211. Um subconjunto compacto de um espaco topolégico de Hausdorff é

fechado.
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Demonstragao: Seja A um subconjunto compacto do espago de Hausdorff (X, 7).
Seja p € X \ A. Entao, para cada a € A, existem conjuntos abertos U, e V, tais que
a€U,peVyelU,NV, =0. Entao A C (J,cyUs. Como A é compacto, existem

ai,as,...,a, em A tais que
ACU,uU,U---UU,,.

Defina U = U, UU,U---UU,, eV =V, NV,,N---NV, . EntaopeVeV,NU, =1
o que implica que V NU = (), que por sua vez implica V N A = (). Logo, p ndo é um
ponto de acumulagao de A, e V é um conjunto aberto contendo p que nao intersecta A.

Portanto, A contém todos os seus pontos de acumulacao e é, assim, fechado. [ |
Corolario 2.212. Um subconjunto compacto de um espagco metrizavel € fechado.

Demonstragao: Segue como consequéncia direta da Proposigao [2.211] visto que pela Pro-
posicao [2.134) um espaco metrizavel é um espaco de Hausdorff. [ |

Exemplo 2.213. Paraa eb em R com a < b, os intervalos [a,b) e (a,b] nao sao compactos,

pois nao sao subconjuntos fechados do espaco metrizavel R.
Proposicao 2.214. Um subconjunto compacto de R € limitado.

Demonstragao: Suponha por contradicao que A C R seja compacto, porém ilimitado.
Entao A C U~ ,(—n,n), mas {(—n,n) : n = 1,2,3,...} ndo possui nenhuma subcobertura
finita de A, pois A é ilimitado. Portanto, A nao é compacto, o que é uma contradicao.

Logo, todos os subconjuntos compactos de R sao limitados. [

Teorema 2.215. (Teorema de Heine-Borel) Todo subconjunto fechado e limitado de

R € compacto.

Demonstragao: Se A é um subconjunto fechado e limitado de R, entao A C [a, ], para

alguns a e b em R. Como [a, b] é compacto e A é um subconjunto fechado, A é compacto.

Proposigao 2.216. (Reciproca do Teorema de Heine-Borel) Todo subconjunto com-

pacto de R € fechado e limitado.

Demonstragao: Isto segue imediatamente das Proposicoes [2.211] e [2.214] [
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Definigao 2.217. Um subconjunto A de um espago métrico (X, d) diz-se limitado se existe

um nimero real v tal que d(ai,az) < r, para todos a; e ay em A.

Proposicao 2.218. Seja A um subconjunto compacto de um espago métrico (X,d). Entdo

A € fechado e limitado.

Demonstragao: Pelo Corolario [2.212] A é um conjunto fechado. Agora fixe xg € X e
defina a fungao f: (A,7) — R por

f(a) =d(a,zq), paratodoa€ A,

em que 7 € a topologia induzida em A. Entao f é continua e, portanto, pela Proposicao
2.207, f(A) é compacto. Assim, pela Proposigao [2.216] f(A) é limitado, isto é, existe um
namero real M tal que

fla) < M, paratodoa € A.

Logo, d(a,xy) < M, para todo a € A. Tomando r = 2M, vemos pela desigualdade

triangular que d(aq,as) < r, para todos a; e ay em A. [ |

Proposicao 2.219. Seja (X, 1) um espago compacto e f : (X,7) — R continua. Entdo o

conjunto f(X) tem um elemento mdximo e um elemento minimo.

Demonstragao: Como f é continua, f(X) é compacto. Portanto, f(X) é um subconjunto
fechado e limitado de R. Além disso, por f(X) ser limitado admite um supremo. Como
f(X) é fechado, o Lema implica que o supremo pertence a f(X). Assim, f(X) tem
um elemento méximo ou seja, seu supremo. Da maneira analoga, f(X) tem um elemento

minimo. [ |

Proposigao 2.220. Sejam a eb em R e f : [a,b] — R. Entao f([a,b]) = [c,d], para alguns

cedemR.

Demonstragao: Como [a, b] é conexo, f([a,b]) é um subconjunto conexo de R e, portanto,
é um intervalo. Por [a, b] ser compacto, f([a,b]) é compacto. Logo, f([a,b]) é um intervalo

fechado e limitado. Assim,

f([aab]) = [07 d]

para alguns c e d em R. [ |
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Encerramos, assim, o estudo da Topologia Geral, no qual foram introduzidos os
conceitos fundamentais que sustentam toda a estrutura topoldgica : continuidade, homeo-
morfimo, compacidade, conexidade e propriedades relacionadas a completude e densidade.
Esses resultados formam a base para compreendermos construgoes mais complexas, como
a Topologia Produto, que ¢ justamente o que abordaremos no préximo capitulo, onde in-
vestigaremos como as propriedades estudadas se comportam e se preservam em produtos

de espacos topoldgicos.
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Capitulo 3

Topologia Produto

Este capitulo tem por objetivo estudar a Topologia Produto. Apds o estudo dos
fundamentos da Topologia Geral, realizado no capitulo anterior, voltamo-nos agora para
compreender como se comportam a Topologia e a Compacidade quando tratamos de
produtos de espagos topologicos.

Nosso objetivo é analisar a formacao da Topologia Produto, tanto no caso de
produtos finitos quanto no de produtos infinitos enumeraveis, observando como suas pro-
priedades se manifestam em cada situacao. Assim, este capitulo esta dividido nessas duas
partes, buscando compreender de forma mais ampla o comportamento topolégico dessas

construgoes.

3.1 Produtos Finitos

O objetivo principal desta segao é estudar a Topologia Produto para produtos
finitos, isto é, compreender como se define uma topologia sobre o produto cartesiano de
um numero finito de espagos topoldgicos. Além disso, serd analisado o comportamento
da Compacidade nesse contexto, observando de que forma essa propriedade se manifesta
e é preservada em produtos finitos.

O resultado central desta secao é o Teorema de Tychonoff para produtos finitos, que
possibilita estabelecer uma generalizagao do Teorema de Heine-Borel sob uma perspectiva
topoldgica. Esse resultado é fundamental para compreender a relagao entre topologia
e Compacidade em construgoes de produtos, preparando o caminho para o estudo da

Compacidade em produtos infinitos enumeraveis, que serda abordado na préxima secao.
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3.1.1 A Topologia Produto para Produto Finitos

Definimos a Topologia Produto para a combinacao de espacgos topoldgicos, des-
crevendo como abertos no produto sao determinados pelos abertos em cada fator. Essa

construcao é fundamental para estudar propriedades topoldgicas de produtos de espagos.

Se X1, Xs, -+, X, sao conjuntos, entao o produto cartesiano X; x Xy x --- x X, é o
conjunto consistindo de todas as n-uplas ordenadas (z,x2, -+ ,x,), no qual z; € X,
i=1,---,n.

O problema que discutimos agora é:

Dados os espagos topoldgicos (X1, 1), (Xa,72), -+, (Xp, ) como definimos uma topolo-
gia razoavel 7 no conjunto produto X; x Xy x --- x X,,7

Um candidato intuitivo (mas incorreto!) para 7 é o conjunto de todos os conjuntos

O1 X0y X+ xO,,onde O; € 1,1 =1,--- ,n. Infelizmente, isto nao é uma topologia.

Exemplo 3.1. Considere n = 2 e (X,71) = (X, ) = R, entdo T conteria os retangulos
(0,1) x (0,1) e (2,3) x (2,3) mas nao o conjunto [(0,1) x (0,1)] U[(2,3) x (2,3)], pois
este nao ¢ Oy x Oy para qualquer escolha de Oy e Os.

Se fosse O1 x Oy para algum Oq e Oy, entao % €(0,1)C0O; ¢ 2% €(2,3) C Oy e entao o
par ordenado (3,23) € Oy x Oy mas (5,23) ¢ [(0,1) x (0,1)] U [(2,3) x (2,3)]. Assim, T

nao € fechada sob unioes e portanto nao € uma topologia.

Defini¢ao 3.2. Sejam (X1, 7), (X2, 72), -+, (Xu,Ta) espacos topoldgicos. Entao a To-
pologia Produto T no conjunto X; x Xg X -+ X X,, € a topologia que tem a familia
{01 X Oy x -+ x Oy, com O; € T5,i=1,---,n} como uma base. O conjunto X; x Xy X
-+ x X,, com a topologia T € dito ser o produto dos espacos (X1,71), (X2, 72), (X, Tn)

e € denotado por (X1 X Xo X -+ x X, 7) ou (X1,71) X (Xo,72) X -+ X (Xp, Tn)-

Proposicao 3.3. Sejam By, - - - , B, bases para os espagos topoldgicos (X1, 1), , (Xn, Tn),
respectivamente. Entao a familia {Oy X -+ X On;0; € By,i = 1,--- ,n} é uma base para

a Topologia Produto em X; X --- x X,,.

Demonstragao: Seja © = (z1, %, ,x,) um ponto arbitrario do espago produto. Para
cada coordenada z; € X;, como B; é uma base para 7;, existe pelo menos um conjunto

aberto O; € B; tal que z; € O;. Portanto, o produto cartesiano O; x Oy X --- x O,
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pertence a B pela definicao da familia B, e temos que:
xr = (.fCl,.’ﬂQ,"' ,.flﬁn) 601 XOQ Xoee XOn.

Sejam A = O x Oy x -+ x O, e A/ = O] x O} x --- x O, dois elementos arbitrarios
de B, e seja © = (1,9, -+ ,x,) um ponto em sua intersecao A N A’. Para cada indice
i=1,---,n, temos que z; € O; N O,. Como B; é uma base para 7;, existe um conjunto
W; € B; tal que,

r, €W, C0O;NO.

Defina agora o conjunto W = Wy x Wy x - - - x W,,. Pela definicao de B, temos que W € B.
Além disso, para cada i, x; € W;, logo x € W. E também para cada i, W; C O, N O},
logoW CO; x--x0,=AeW CO| x---x0O, =A portanto W C AN A". Assim,
encontramos W € Btal quex € W C AN A'.

Seja 75 a topologia gerada pela base B, e seja 7 a Topologia Produto usual. Devemos
mostrar que 75 = 7. Primeiro, note que todo elemento de B é da forma Oy x - - - x O,, com
O; € B; C 7;. Portanto, cada elemento de B é um aberto béasico da Topologia Produto,
ou seja, B C 7. Como 75 ¢ a topologia gerada por B, segue que 75 C 7.

Agora, seja U um aberto basico da Topologia Produto 7. Entao U pode ser escrito como
[]:[]1><U'2><"'><[Jn7

no qual U; € 7; para cada i. Como cada B; é uma base para 7;, podemos escrever cada U;

como uma uniao de elementos de B;,

Ui = U Oi,a; com Oz‘,a € Bz

acl;

Portanto, temos,

U= U O1,0) X O2.45 X =+ X Opq,-
(al,--- ,an)Ell XX I
Cada conjunto O; 4, X -+ X Oy, pertence a B, logo U é uma uniao de elementos de B
e, portanto, U € 75. Como os abertos béasicos geram a topologia, concluimos que 7 C 7.

Das duas inclusoes, segue que 73 = 7, ou seja, B é de fato uma base para a Topologia
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Produto. u

Observagao 3.4. (i) Podemos concluir que a topologia euclidiana em R™, n > 2, € justa-
mente a Topologia Produto no conjunto R x R x --- x R = R"™.

(11) Qualquer produto de conjuntos abertos é um conjunto aberto ou mais precisamente,
se O1,04, -+ 0, sdo subconjuntos abertos dos espagos topoldgicos (X1, 1), (Xa, 7o),

o (Xn, ), respectivamente, entio O X Oy X --- x O, € um subconjunto aberto de

(Xl,Tl) X <X277—2> X oo X (Xn,Tn).

Lema 3.5. Sejam C e Cy subconjuntos fechados dos espagos topoldgicos (X1, 1) e (Xa, 7o),

respectivamente. Entao Cy x Cy é um subconjunto fechado do espago produto (X; x Xa, 7).

Demonstragao: Observe que (X x X») \ (C; x Cy) = (X1 \ C1) x Xo U X x (Xo\ Cy).
Como () e Cy sao fechados, seus complementos X; \ C; e X5 \ Cy sdo abertos. Além
disso, na topologia produto, o produto de abertos é aberto. Logo (X; \ Cj) x X3 e

X x (X3 \ C9) sao abertos em X; x X5. A unido desses dois conjuntos abertos é aberta,

portanto (X; x X5) \ (C x Cy) é aberto. Assim, C} x Cy é fechado em X; x Xs. [ |
Proposigao 3.6. Sejam C,Cy,--- ,C,, subconjuntos fechados dos espacos topologicos
(X1,7), (X2, 72), -+, (X, Tn), respectivamente. Entdao Cy xCyx---xC,, € um subconjunto

fechado do espago produto (X x Xg X -+ x X,,, 7).

Demonstragao: Note que,

(Xi X Xox - x X))\ (Cr xCyx -+ xCy) = [(X1\C1) X Xgx -+ - x X, JU[X) X (X3\ Cy) x
Xy x - x XU U[X) X Xog x -+ x X,,_1 X (X, \ Cp)] que é uma unido de conjuntos
abertos (pois um produto de conjuntos abertos é aberto) e portanto é um conjunto aberto
em (X1,71) X (Xg,72) X -+ X (Xp, 7). Logo, seu complemento, C; x Cy X + -+ x Cp,, é um

conjunto fechado. [ |

3.1.2 Projegoes nos Fatores de um Produto

Nesta subsecao, estudamos as projecoes associadas a um produto de espacos to-
polégicos, que relacionam cada ponto do produto com suas coordenadas em cada fator.
Essas aplicacoes sao fundamentais para a definicao da Topologia Produto, pois é a partir
delas que se determina quais conjuntos devem ser considerados abertos no produto, asse-
gurando que as propriedades topoldgicas dos fatores sejam refletidas adequadamente no

espaco resultante.
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Definigao 3.7. Sejam 7 e 1o topologias em um conjunto X. FEntao T € dita ser uma

topologia mais fina que Ty (e 1o € dita ser uma topologia mais grossa que T1) se T 2O Ta.

Exemplo 3.8. Seja X = {a,b}; 71 = {0,{a},{a,b}} e 7o = {0,{a,b}}. Aqui, 71 é mais

fina que 7.

Proposicao 3.9. Sejam (X, 1), (Xa, 72), -+, (Xn, Tn) espacos topoldgicos e (X1 x Xg X+ -+ X
X, T) seu espago produto. Para cadai € {1,--- ,n}, sejap;: X3 x Xox---x X, = X; a
aplicagao projegao; isto é, p;((x1, Ta, -+ , T4+ ,Xy)) = T, para cada (T, To, -+ Ty ,Tp) €

X1 x Xog x---xX,. Entao
(i) cada p; € uma aplicagio continua, sobrejetora e aberta, e
(ii) T € a topologia mais grossa no conjunto X1 x XoX--+x X, tal que cada p; € continua.

Demonstragao: (i) Note que p; é sobrejetora, pois, dado qualquer z; € X;, basta es-
colher elementos arbitrarios z; € X, para j # ¢ e fixar ; € X;. Assim, o ponto
(T1, T, Tiy Tige1, -+, Tp) € X1 X -+ x X, satisfaz p;(z1, -+ ,2,) = ;. Logo, todo
elemento de X; é imagem de algum ponto do produto, e portanto p; é sobrejetora. Agora

seja U um conjunto aberto em (X;, 7;). Entao
p'L_l(U):Xl XXQX "'XXZ‘_l XUXX,H_I X oo XXn

que é um produto de conjuntos abertos e portanto é aberto em (X; x Xy X -+ x X,,, 7).
Logo, cada p; é continua.

Note que para cada conjunto béasico aberto U; x Uy x --- x Uy, no qual U; é aberto em
(X;,75), para j = 1,--- ,n, o conjunto p;(U; x Uy x --- x U,) = U; é aberto em (X;, 7).
Entao cada p; é uma aplicacao aberta.

(ii) Agora, seja 7" qualquer topologia no conjunto X; x Xy x - - - x X, tal que cada aplicacao
projecao p; : (X1 X Xgx---xX,,,7") — (X, ;) é continua. Temos que mostrar que 7/ D 7.
Seja O; x Oy x -+ x O, € 7. Observe que como p; é continua, p; ' (0;) € 7/, para cada

t=1,---,n. Assim

pi_l(Oi):XlXXQX"‘XXi_1><OZ‘><XZ'+1X"'XXn7
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de modo que

pi(0) =01 % 0y x - x O,
=1

Entdo p; '(0;) € 7' parai=1,--- ,n, implica (;_, p; '(O0;) € 7’5 isto é, O1 xOgx- - -xO,, €
T [

Corolario 3.10. Para n > 2, as aplicagcoes projecoes de R™ sobre R sao aplicagoes conti-

nuas e abertas.

Observagao 3.11. A Proposi¢ao (i1) nos dd outra maneira de definir a Topologia
Produto. Dados os espagos topolégicos (X1,11), (X2, 72), ..., (Xpn, Tm) a Topologia Produto
pode ser definida como a topologia mais grossa em X1 X Xo X ---x X, tal que cada proje¢ao

pi s X1 X Xo x -+ x X, = X; € continua.

Proposicao 3.12. Sejam (X1,71), (X2, 72), -+, (X, Tn) espagos topoldgicos e (X1 x Xy X
- X Xp,T) 0 espago produto. FEntao cada (X;,7;) € homeomorfo a um subespaco de

(X1 X Xg X -+ x X, 7).

Demonstragao: Para cada j, seja a; qualquer elemento fixo em X;. Para cada 7, defina

uma aplicagao f; : (X;, ;) = (X1 x Xg x -+ x X,,, T) por

fl<x> = (&1,&2,' ERRN (7 PR PN CTRE P 7an>-

Afirmamos que f; : (X;, 1) = (fi(X;),7") é um homeomorfismo, na qual 7/ é a topologia
induzida em f;(X;) por 7. A aplicacao f; : X; — fi;(X;) é bijetora. De fato, se fi(z) =
fi(y), entdo (ay, -+ ,a;—1,T, a1, - ,a,) = (@1, ,a;-1,Y, 041, ,ay), 0 que implica
x =y, logo f; é injetora. Além disso, dado qualquer elemento de f;(X;), ele possui a forma
(a1, ,a;-1,%,a;11, - ,a,) para algum x € X;, de modo que f; é sobrejetora. Assim, f;
¢ bijetora.

Seja U € 7;. Entao
fZ(U) = {al} X {CLQ} X X {ai_l} x U x {ai+1} X oo X {an}
= (X1 xXox XX i xUx Xy x- - xXp)N({ar}x - - x{a;_ 1} x Xy x{agq }x---x{an})

=(XixXox - xX; 1 xUx Xy x--xX,)N fi(X;) e 7
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dado que X7 x Xo x -+ x X; 1 xU x X;31 x--- x X,, € 7. Logo, U € 7; implica que

fi(U) € 7/. Agora vamos mostrar que f é continua. Para isto observe que a familia
{(Uy xUyx -+ xU,)N fi(X;) :Us €miyi=1,--+ ,n}
¢ uma base para 7. Mas
[ U x U x - x Up) N fil(Xa)) = [ (UL x U x - x U) N0 f7H(fi(XG)

U;NX;, se a; € Uj,j%l

0, se a; ¢ U;, para algum j # i.
Como U;NX; =U; € 1; e ) € 75, concluimos que f; é continua. [
Notacgao: Se X, Xs, -+, X, s@o conjuntos, entao o produto X; x Xy x -+ x X, é de-
notado por [/, X;. Se (Xi1,7), (X2, 72), -+, (X, 7) s@0 espagos topoldgicos, entdao o

espago produto (Xi,71) X (Xo,72) X -+ X (X,,7,) é denotado por [[_,(X;, 7).

3.1.3 O Teorema de Tychonoff para Produtos Finitos

Agora ja vimos todos os resultados que vimos sobre compacidade necessérios para
aplica-los na Topologia Produto. A partir disto conseguimos usar os conceitos que explora-
mos para entender como a compacidade se comporta em produtos de espagos topoldgicos.
Comecamos pelo caso dos produtos finitos, enunciando e demonstrando o Teorema de Ty-
chonoff, que é o resultado principal desta secao. Esse teorema também prepara o caminho
para o estudo dos produtos infinitos, onde a ideia de compacidade se torna ainda mais

rica e geral.

Teorema 3.13. (Teorema de Tychonoff para Produtos Finitos) Se (X1, 71), (X2, 72),

ey (X, Tn) s@o espagos compactos, entio [[i_,(X;, i) € um espago compacto.

Demonstragao: Considere primeiro o produto de dois espagos compactos (X, 1) e (Y, 7).
Seja U;, i € I qualquer cobertura aberta de X xY. Entao paracadax € X ey € Y, existe
um ¢ € [ tal que (x,y) € U;. Logo, existe um conjunto aberto bésico V(z,y) x W(z,y),
tal que V(z,y) € 7, W(z,y) € me (z,y) € V(z,y) x W(z,y) C U,.

A medida que (z,y) percorre todos os pontos de X X Y obtemos uma cobertura aberta
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V(z,y)xW(z,y),z € X,y € Y,de X xY tal que cada V' (z,y) x W (zx, y) é um subconjunto
de algum U;, i € I. Assim, para provar que (X, ) X (Y, 72) é compacto, basta encontrar
uma subcobertura finita da cobertura aberta V(z,y) x W(z,y), z € X,y € Y.

Agora, fixe o € X e considere o subespago {z} xY de X xY. Como visto na Proposigao
3.12 este subespaco é homeomorfo a (Y, 7y) e portanto é compacto. Como V(zg,y) X

W(xo,y), y € Y, é uma cobertura aberta de {zo} x Y, ela tem uma subcobertura finita,

V(xOJyl) X W(x07y1)7 V(x07y2) X W(x07y2)7 e 7V(x07ym) X W(x(hym)

Coloque V(zg) = V(zo,11) N V(z0,y2) N -+ N V(z0,ym). Entdo vemos que o conjunto
V(xg) X Y estd contido na unido de um nimero finito de conjuntos da forma V' (zq,y) X
Wi(zo,y), y €Y.

Assim, para provar que X X Y é compacto, basta mostrar que X x Y esta contido em
uma uniao finita de conjuntos da forma V' (z) x Y. Como cada V(x) é um conjunto aberto
contendo = € X, a familia V(z), x € X, é uma cobertura aberta do espago compacto
(X, 7). Portanto, existem 1, xa,- -,z tais que X C V(xy) UV (zy)U---V(xy). Logo,
X XY C(V(z) xY)U((V(xe) xY)U---U (V(zg) xY). Portanto, (X, 1) x (Y, ) é

compacto. |

Proposicao 3.14. (Reciproca do Teorema de Tychonoff) Sejam (X1, 1), (X2, ),
-, (X, 1) espagos topoldgicos. Se [, (X;,7;) é compacto, entao cada (X;,7;) € com-

pacto.
Demonstracao: Segue imediatamente da Proposicao e da Proposigao [3.9] (i). [ |

Teorema 3.15. (Generalizacao do Teorema de Heine-Borel) Um subconjunto de

R™, para n > 1, é compacto se e somente se for fechado e limitado.

Demonstragao: Note que, para provar que qualquer subconjunto compacto de R™ é limi-
tado podemos proceder de maneira andloga a Proposi¢ao [2.214] Assim, pela Proposigao
2.2T1] qualquer subconjunto compacto de R" ¢é fechado e limitado.

Reciprocamente, seja S um subconjunto fechado e limitado de R"”. Entao, S é um sub-

conjunto fechado do produto:

n termos

Vn =

[—M, M| x [—M,]\}] X - X [=M, M]
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para algum numero real positivo M. Como cada intervalo fechado [—M, M] é compacto,

pelo Corolario [2.209 o Teorema de Tychonoff implica que o espaco produto
[—M, M| x [-M, M] x -+ x [-M, M]
também é compacto. Como S é um subconjunto fechado de um conjunto compacto, ele

também é compacto. [ |

Exemplo 3.16. Defina o subespaco S* de R? por:
St ={(z,y) : 2> +y* = 1}.

Entao, S' é um subconjunto fechado e limitado de R? e, portanto, é compacto.

Da mesma forma, definimos a n-esfera S™ como o subespago de R"™' dado por
S™ — {(:131,1‘2’... ,$n+1) : x%+$%+"'+xi+1 _ 1}‘

Entao, S™ é um subconjunto fechado e limitado de R™ e, portanto, é compacto.

3.1.4 Produtos e Conexidade

Nesta subsecao, estudamos como a conexidade se comporta em produtos de espacos
topoldgicos. Nosso interesse é entender de que forma a conexidade entre os fatores se
reflete no espaco produto e como resultados ja conhecidos podem ser aplicados nesse
novo contexto. Assim como na compacidade, veremos que certas propriedades de cada
fator garantem a conexidade do produto, permitindo estender o que foi desenvolvido

anteriormente para uma situagao mais geral.

Definigao 3.17. Seja (X, T) um espago topoldgico e seja x um ponto qualquer em X. A
componente em X de x, Cx(z), define-se como a unido de todos os subconjuntos conexos

de X que contém x.

Proposicao 3.18. Seja x um ponto qualquer num espago topolégico (X, 7). Entio Cx(x)

€ conezxo.

Demonstragao: Seja {C; : i € I} a familia de todos os subconjuntos conexos de (X, 7)

que contém x. Note-se que {z} € {C;:i € I}. Entao Cx(x) = U,.; Ci.
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Seja O um subconjunto de Cx(x) que é simultaneamente aberto e fechado na topologia
induzida em Cx(x) por 7. Entdao O NC; é simultaneamente aberto e fechado na topologia
induzida em Cj, para cada 7. Mas como cada C; é conexo, O N C; = C; ou (), para cada
i. Se ONC; = C; para algum j € I, entao x € O. Logo, neste caso, O N C; # 0, para
todo ¢ € I, uma vez que cada C; contém x. Portanto, O N C; = C;, para todo ¢ € I, ou
ONC; =0, para todo i € I; isto é, O = Cx(z) ou O = 0.

Assim, Cx(z) ndo tem nenhum subconjunto préprio nao vazio que seja simultaneamente

aberto e fechado e, portanto, é conexo. [ |

Observagao 3.19. Vemos pela Definicao e pela Proposicao que Cx(x) é o maior

subconjunto conexo de X que contém x.

Lema 3.20. Sejam a e b pontos num espago topologico (X, 7). Se existir um conjunto

conexo C' contendo ambos a e b, entio Cx(a) = Cx(b).

Demonstragao: Pela Definigao [3.17, Cx(a) 2 C e Cx(b) 2 C. Portanto, a € Cx(b).
Pela Proposicao Cx(b) é conexo e, assim, é um conjunto conexo contendo a. Logo,

pela Definicao Cx(a) 2 Cx(b).
Analogamente, C'x (b) 2 Cx(a), e portanto, Cx(a) = Cx(b). [

Proposicao 3.21. Sejam (X1, 1), (Xo,72), -+, (Xpn, Tn) espagos topoldgicos. Entao

[T, (X, 7i) € conexo se, e somente se, cada (X;,T;) € conezo.

Demonstragao: Sejam entao (X, 1) e (Y, 72) espagos conexos e (zg, yg) um ponto qualquer
no espaco produto (X x Y, 7). Seja (z1,y1) qualquer outro ponto em X x Y. Entao o
subespago {29} x Y de (X x Y, 7) é homeomorfo ao espaco conexo (Y, 7,) e, portanto, é
CONEXO.

Analogamente, o subespaco X x {y;} é conexo. Além disso, (zg,y;) pertence ao espago

conexo {zo} x Y, logo

Cxxy((zo,y1)) 2 {xo} XY 3 (0, y0),

enquanto (zo,y1) € X X {y1}, e assim

Cxxy(zo,y1)) 2 X x {11} 2 (w1, 31).
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Portanto, (xo, o) € (z1,y1) pertencem ao conjunto conexo Cxxy ((zo,¥1)), € assim, pelo
Lema [3.20] Cxxy ((z0,%0)) = Cxxy((z1,y1)). Em particular, (z1,y1) € Cxxy ((xo, %))
Como (x1,%;) era um ponto arbitrario em X x Y, temos que Cxxy((xo,y0)) = X x Y.
Logo, (X x Y, T) é conexo.

Reciprocamente, se [}, (X;,7;) é conexo, entao as Proposigoes e implicam que

cada (X;, ;) é conexo. |
Definicao 3.22. Um espaco topoldgico € dito continuo se for compacto e conexo.

Exemplo 3.23. Considere o intervalo fechado [0,1] C R munido da topologia usual. O
conjunto [0, 1] € compacto, pois em R todo conjunto fechado e limitado é compacto, pelo
Teorema de Heine-Borel. Além disso, [0,1] € conexo, uma vez que todo intervalo da
reta real € um conjunto conexo. Logo, pela Definicao [0,1] é um espago topoldgico

continuo.

Como consequéncia imediata do Teorema[3.13]e das Proposigoes e|3.14] temos

o seguinte resultado.

Proposicao 3.24. Sejam (X1, 1), (Xo,72), -+, (Xpn, ) espacos topoldgicos. Entao

[T-,(X;,7) € um continuo se, e somente se cada (X;,7;) € continuo.

3.2 Produtos Infinitos Enumeraveis

Nesta secao, daremos continuidade ao estudo da Topologia Produto, avancando
gradualmente do caso finito para o caso de produtos infinitos enumeraveis. Iniciaremos
nossa analise com o conjunto de Cantor, que servirda como ponto de partida para com-
preender construgoes topoldgicas obtidas por produtos de espagos simples. Em seguida,
ampliaremos o estudo para produtos infinitos, investigando suas propriedades e as sutis
diferengas em relagao ao caso finito.

A partir dessa base, introduziremos o espaco de Cantor e, posteriormente, o cubo
de Hilbert, exemplos notaveis de espacos construidos como produtos infinitos. Por fim,
serd demonstrado que o cubo de Hilbert é compacto, resultado que decorre diretamente
do Teorema de Tychonoff em sua forma generalizada. Essa demonstracao evidencia a
profundidade e a elegancia do conceito de Compacidade em contextos infinitos, reforgando

a relevancia da Topologia Produto no desenvolvimento da Topologia Geral.
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3.2.1 O Conjunto de Cantor

Construimos agora um conjunto muito curioso e bastante 1til, conhecido como
Conjunto de Cantor. Considerando o intervalo unitdrio fechado [0, 1] e deletando dele o

intervalo aberto ( %, %), que é o terco médio, e denotando o conjunto fechado restante por

1 2
Gi=10,-|U|z,1].
= o] 3
Em seguida, deletando de G os intervalos abertos (3, 2) e (£, %) que s@o o terco médio

(GG1. Temos que

de suas duas partes e denotando o conjunto fechado restante por G,. Temos que
1 2 1 27 8
Go=10,-|U|=,=|U|5,=|U|=,1].
=] [5] o [55)v 5]

Figura 3.1: Conjunto de Cantor

L -

0 1

G 1 ® ? ? .
E = = = L =

0 9 9 3 3 9 9 1

G ; *—e —e *-—e o2 *—eo 9 *—e o9

Fonte: Morris, 2011, p 189.

Se continuarmos desse modo, em cada estagio deletando o terco médio aberto de
cada intervalo fechado remanescente do estagio anterior, obtemos uma sequéncia decres-

cente de conjuntos fechados, de modo que,

G 2G,2G3D---G,D -

O Conjunto de Cantor, GG, é definido por

G = ﬁ G
n=1

e, por ser a intersegao de conjuntos fechados, é um subconjunto fechado de [0, 1]. Observe

que o Conjunto de Cantor GG nao é vazio, visto que em todas as etapas da construcgao, os
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pontos extremos dos intervalos nao sao removidos, pois a cada estagio elimina-se apenas o
terco aberto central. Em particular, o ponto 0, que é extremo esquerdo do intervalo inicial
[0, 1], permanece em G, em Go e assim sucessivamente. O mesmo ocorre com o ponto 1,
extremo direito. Assim, 0 € G, e 1 € GG,, para todo n € N. Como [0, 1] é compacto, o

Espago de Cantor, (G, 1), isto é, G com a topologia de subespaco é compacto.
Lema 3.25. O Conjunto de Cantor ¢ infinito.

Demonstragao: Para cada n € N, o conjunto (G, obtido apds n etapas da construgao
do Conjunto de Cantor é a uniao de 2" intervalos fechados disjuntos. Assim, G, possui
27+ pontos extremos distintos. Como em cada etapa sao removidos apenas intervalos
abertos, nenhum desses extremos ¢ eliminado nas etapas posteriores; logo todo extremo
de G, pertence a G,, para todo m > n. Em particular, todos esses extremos pertencem

a intersecao

DX

G = G-

m=1

Portanto, para cada n existem pelo menos 2! pontos distintos em G. Como 2" — oo
quando n — 00, segue que GG possui infinitos pontos. Assim, G é infinito. [ |

Para compreender a estrutura do Conjunto de Cantor, é conveniente representa-lo
utilizando nimeros reais escritos na base 3, também chamada base ternaria. Estamos ha-
bituados a representacao decimal (base 10), mas podemos escrever niumeros em diferentes
bases. No caso do Conjunto de Cantor, a base 3 é a mais adequada.

Um numero real pode ser escrito em base 3 de maneira analoga ao sistema decimal.
Por exemplo,

)
— = 2211.0012
7681 00123,

pois essa expansao corresponde & soma
2:3+2-341-3'+1-3°+0-3"'40-37+1-374+2.3"%
Todo nimero x € [0, 1] pode ser representado como

x = 0.a1a0a3 ... (na base 3),
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onde cada digito a,, pertence ao conjunto {0, 1,2}. Essa representacdo corresponde a série

oo

Z Qn

n=1
Recordemos que o processo de construgao do Conjunto de Cantor consiste na remocao
sucessiva do tergo central de cada intervalo remanescente. Essa remocgao corresponde exa-
tamente aos nimeros cuja expansao ternaria utiliza o digito 1 na posigao correspondente.

Dessa forma, obtemos a seguinte caracterizagao:
r € G se, e somente se a, € {0,2} para todo n € N.

Como os elementos do Conjunto de Cantor utilizam apenas os digitos 0 e 2 em sua

expansao terndria, podemos associar a cada elemento x € G uma sequéncia infinita
(al,ag,ag,...), a, € {0, 2}
Essa associagao define uma funcao
f:G—10,2}

que ¢é bijetiva pois nuimeros distintos em G tém sequéncias distintas, e toda sequéncia
infinita de digitos {0, 2} corresponde a um elemento de G.

Essa descricao sera utilizada posteriormente no estudo das propriedades topolégicas
do Conjunto de Cantor, bem como na interpretacao de G como um produto cartesiano

de espacos discretos.

3.2.2 A Topologia Produto para Produtos Infinitos Enumeraveis

Depois de entendermos bem o caso dos produtos finitos, seguimos agora para os
produtos infinitos e enumerdveis. Essa é uma continuacgao natural do que vimos até aqui,
mas que exige um pouco mais de cuidado. Quando passamos para infinitos fatores, a
forma de construir a topologia muda um pouco, e precisamos entender como lidar com
essas novas situacoes. O objetivo desta subsecao é justamente ver como os resultados

anteriores se estendem para esse caso mais geral, analisando o que permanece vélido e o
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que precisa ser ajustado quando o niimero de fatores deixa de ser finito.

Definicao 3.26. Seja (X1, 71), (X2, ), -+, (Xu,Ta), -+ uma familia infinita enumerdvel
de espagos topoldgicos. Entao o produto [~ X; dos conjuntos X;, comi € N consiste de
todas as sequéncias infinitas (r1, T2, T3, , T, ), onde x; € X; para todo i. O espago
produto, [1°,(X:, ), consiste do produto [[;=; X; com a topologia T que tem como base
a familia

i=1

B = {H O;:0; €1, eO; =X, para todos, exceto para um numero finito de z}

A topologia T € chamada de Topologia Produto. Portanto, um conjunto aberto bdsico € da
forma

O1 X Oy X -+ X OpxXpiqg X XpgogX--e

Observacao 3.27. Um produto de conjuntos abertos nao precisa ser aberto na Topologia
Produto 7. Em particular, se O1,0,03,--- ,0,,--- sao tais que cada O; € 7;, e O; # X,
para todo i, entao [[;2, O; ndo pode ser expresso como uma uniago de membros de B e,

portanto, nao € aberto no espaco produto ([[;=, X;, 7).

Exemplo 3.28. Seja (X1, 7)), -+, (Xn, Tn), - -+ uma familia infinita enumerdvel de espacos
topoldgicos. Entao a topologia caiza 7' no produto [[;2, X; € a topologia que tem como

base a familia
B' = {1_[OZ 2 O; ETZ'}.
i=1

Observagao 3.29. Pode-se ver que se cada (X;,7;) € um espaco discreto, entdo o produto
caiza ([[;2, X, 7') € um espago discreto. Entao, se cada (X;,7;) € um congunto finito com
a topologia discreta, entao ([[;=, Xi, 7') € um espago discreto infinito, que certamente nao
¢ compacto. Assim, temos um produto caiza de espagos compactos (X;, ;) resultando em

um espaco nao compacto.

Proposicao 3.30. Seja (X1,71), (Xo,72), -+, (Xn, Tn), -+ uma familia infinita enumerd-
vel de espacos topoldgicos e (][, X, T) seu espaco produto. Para cada i, seja p; :
H;”;l X; — X, a aplicagdo projecao; isto €, p,((x1,29, - ,Tpn,--+)) = x; para cada

(X1, T, Ty ) € H;’il X;. Entao,

(i) cada p; é uma aplica¢ao continua, sobrejetiva e aberta, e
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(ii) T € a topologia mais grossa no conjunto H;’il X tal que cada p; € continua.

Demonstracao: A demonstracao é andloga a da Proposicao e por isso serd omitida

aqui. n

Proposicao 3.31. Sejam (X;,7;) e (Y;, 7)), i € N, familias infinitas enumerdveis de es-
pagos topoldgicos com espagos produto (I1;2, Xi,7) e (I[;2, Yi, 7'), respectivamente. Se
a aplicagao h; : (X;, 1) — (Y, 7)) € continua para cada i@ € N, entdo a aplicag¢ao

h: (12, Xi,m) = (112, Y:, 1) dada por h(I];2, z:) = [[;2; hi(xi) também € continua;

isto €, h((z1, 29, ,Tpn,-+-)) = (ha(z1), ha(z2), -+ , hn(Tn), - +) € continua.

Demonstragao: Basta mostrar que se O ¢ um conjunto aberto béasico em ([[;2, Y;, 7'),
entao h™(0) é aberto em ([[;2; X;,7). Considere o conjunto aberto bédsico Uy x Us x
oo X Up X Y1 X Yo x--- onde U; € 7/, parai = 1,--- ,n. Entao

R UL X oo X Uy X Yy X Yo X -++ ) = RN (UL) x -+ X b HUp) X Xpg1 X Xpgo X - - -

n

e o conjunto do lado direito esta em 7, devido a continuidade de cada h; implica que
hi*(U;) € 7, parai = 1,--- ,n. Logo, h é continua. [ |

(2

3.2.3 O Espacgo de Cantor e o Cubo de Hilbert

Nesta subsecao, vamos revisitar o espago de Cantor para mostrar que ele ¢ home-
omorfo a um produto infinito enumeravel de espaco de dois pontos. Em seguida, faremos
uso de alguns resultados anteriores para definir o cubo de Hilbert e analisar seu comporta-
mento no contexto da compacidade em produtos infinitos e enumeraveis. Nosso interesse
principal aqui é entender como a compacidade se comporta em produtos infinitos enu-
meraveis, reunindo as ideias que desenvolvemos anteriormente sobre Topologia Produto.
Nosso objetivo principal nessa subsecao é mostrar que o cubo de Hilbert é compacto,
sendo uma particularidade de um resultado mais geral sobre compacidade em produtos
infinitos. Com isso, concluimos o nosso trabalho, reunindo os principais resultados explo-
rados ao longo desse estudo.

Pra prosseguirmos, para cada ¢ € N tomamos (A;,7;) como o conjunto {0,2} com a to-
pologia discreta, e consideramos o espago produto ([[;2, 4;, 7). Mostramos no préximo

resultado que ele é homeomorfo ao Espago de Cantor (G, 7).
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Lema 3.32. Seja f : (X, 7) — (Y, 71) uma bijecdo continua. Se (X, T) € compacto e (Y, )

¢ Hausdorff, entao f é um homeomorfismo.

Demonstracao: Queremos mostrar que f~! é continua. Seja C' C X fechado. Como X ¢
compacto, C' é compacto. Pela continuidade de f, a imagem f(C') é compacta em Y. Num
espaco Hausdorff, pela Proposicao todo subconjunto compacto é fechado, portanto
f(C) é fechado em Y. Assim, a imagem por f de qualquer conjunto fechado de X é um
conjunto fechado em Y, isto é, f é uma aplicacao fechada. Como f é bijetora e fechada,
a inversa f~! envia conjuntos fechados de Y em conjuntos fechados de X, o que equivale

a continuidade de f~!. Logo f é um homeomorfismo. [ |

Proposicao 3.33. Seja (G,7) o Espago de Cantor e (][, Ai, ') o espago produto do
conjunto {0,2}. Entdo a aplicagao f : (G, 1) — ([[;2, Ai, ') dada por f(> 77 %) =

n=1 3n

(a1,as, -+ ,an,--+) € um homeomorfismo.

Demonstragao: Pode-se notar que f é bijetora, pois todo elemento x € G admite uma

representacao ternaria unica da forma

0 que garante que a aplicacao

f(x) = (a1, as,...)

é bem definida e injetiva. Além disso, dada qualquer sequéncia (aj,as,...) € [[=; 4,

com a; € {0,2}, o nimero

=

o0
n
x:E—

n=1

3

pertence ao conjunto de Cantor G e satisfaz f(x) = (a1, as,...), 0 que mostra que f é
sobrejetiva.. Como (G, 7) é compacto e ([[;2; A;, 7") é Hausdorff, pelo Lema tem-se
que f é um homeomorfismo se for continua. Basta, portanto, provarmos a continuidade
de f. Seja U C ]2, A; = A um aberto bésico. Entao existem abertos U; C A;, com

i€{l,---,n}, de modo que

U=U xUyx---xUp,xApi1 X Apyo X -+

Seja b € f~Y(U), o que implica que f(b) = a = (ay,as, -+ ,an, ) € U. Assim, por f
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0 a4

i—1 5+~ Considere o intervalo aberto em G dado por

1 1
I:(b— b+ )mG,

3n+2 ? Jn+2

ser injetora, b= )"

ou seja, I é aberto em Gesex € [ ex =Y~ % temos

i=1 30>
f(iL') = (x17$2>"' 7$n7"')‘

Seja k € N se k > n, por x € G, temos z, = 0 ou x;, = 2, assim x;, € A,. Por outro lado,

2

se ke {l,---,n}, temos x3, = ;

ou x; = 0. Entao aqui temos dois casos:
Caso (i) Se z, = 4,

Por x € I, temos
1
3n+2 :

1 :
o= all < 55, ouseja, o — ] <

Note que, a = 2, pois se a; = 0, temos

1 2 - 3k
3012 > T = B_k 0 que 1mplica que 3012

> 2, comn > k.

O que nos leva a uma contradicao. Logo, a = 2, entao x = ay, e portanto, x € Uy, pois
a € Uk
(ii) Se T = 0,

Observe que ap = 0, uma vez que se a; = 2, temos

O que também é uma contradigdo, entdao z, = ap = 0, e portanto, x € Uj. Assim,

concluimos que z € f~1(U), logo f~1(U) é aberto e, portanto, f é continua. [ |

Proposigao 3.34. Seja (G;,7;), i € N, uma familia infinita enumerdvel de espagos topold-
gicos, cada um homeomorfo ao Espaco de Cantor (G, 7). Entao
(G m) = [[(Gim) = [[(Gim),
i=1 i=1

Em particular para cadan € N, (G, 7) = [ (G, 7).

Demonstragao: Primeiramente verificamos que (G,7) = (Gy,71) X (Gg,T2). Isto é, em
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virtude da Proposicao [3.33] equivalente a mostrar que

H(Ai,n) =~ H(Ai,n) X H(Ai,n)

no qual cada (A;,7;) é o conjunto {0,2} com a topologia discreta.
Agora definimos uma func¢ao 6 do conjunto [~ (A;, i) X [[;2,(A4:, 7) para o conjunto

H;‘)il(AhTi) por
0((@176L2,a3,"'),(bl,b27b3,"')) = (al,bl,ag,bg,ag),bg,"').

Note que 6 é um homeomorfismo, visto que a aplicacao 6 ¢é injetora e sobrejetora, pois
cada elemento da imagem determina de forma tnica os elementos do dominio, bastando
separar as coordenadas de posicoes impares e pares. Além disso, 6 é continua, pois, pela
definicao da topologia produto, basta que cada projecao pj o 6 seja continua. Isso ocorre
porque cada coordenada da imagem de € depende apenas de uma coordenada da entrada,

e projecoes sao sempre continuas. A inversa de ¢ é dada por

9_1(01,02,03,04, ) =((c1,e3,¢5,...), (ca,ca,¢6,...)),

que também é continua pelo mesmo argumento, ja que cada coordenada da imagem de
6~! depende apenas de uma coordenada da entrada. Com isso (G, 71) X (Ga, 7o) = (G, 7).
Por inducéao, entdo, (G,7) =[], (G;, 7;), para todo inteiro positivo n.

Voltando ao caso do produto infinito, defina a aplicacao

§b : H(A“Tl) X H(AZ,TZ) X H(AuTz) X | — H(Al,TZ)
=1 =1 =1 =1

por
¢((a17a27'")7<b17b27”')7(cl7027"')a(dlad27"')a(617€2>"')7"')

= (a1, a2,b1,a3, by, c1, ay, b3, o, dy, a5, by, c3,da, €1, -+ ).

Novamente, observe que ¢ é um homeomorfismo, e com isto concluimos.
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Observacao 3.35. Deve-se observar que a afirmagao

(G,7) = ][ (Gim)

i=1

na Proposicao|3.54] € talvez mais transparente se a escrevermos como
(A, 1) x (A, 1) x - Z (A7) x (A7) x -] X (A7) X (A7) X o] Xeee

em que (A, T) € o conjunto {0,2} com a topologia discreta.

Observagao 3.36. A Proposicao[3.34 e a Observagao [3.35 exploram uma propriedade es-

pecifica do conjunto de Cantor.

Proposicao 3.37. O espago topoldgico [0,1] € uma imagem continua do Espago de Cantor

(G, ).

Demonstragao: Pela Proposicao |3.33, basta encontrar uma aplicagao continua ¢ de
[1;2,(A;, ;) sobre [0,1]. Tal aplicagao é dada por

[e.e]

Slar,ar, - ai, ) = 30 o

i=1

Lembrando que cada a; € {0,2} e que cada nimero z € [0, 1] tem uma expansao diadica

da forma Z;’il %, onde b; € {0,1}, vemos que ¢ é uma aplicacdo sobrejetora. Para

mostrar que ¢ é continua, basta, pela Proposicao [2.101], verificar que se U é o intervalo

aberto
a; a; a;
(Z S £, Z S + 5) B Z g para qualquer £ > 0,
i=1 i=1 i=1
entdo existe um conjunto aberto W > (ay,asg, -+ ,a;,---) tal que p(W) C U. Escolha N

suficientemente grande tal que » .- 2% < g, e defina
W:{al} X {CLQ} X X {CLN} XAN+1 XAN+2 Xoeee

Entao W é aberto em [[;o,(4i, ), W 3 (a1, a9, -+ ,a4,-++), e (W) C U, pois se x € W

entdo [p(z) — Y7, ST

= > N 31 < €, como requerido.
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Defini¢ao 3.38. Para cada n € N, seja o espago topoldgico (I, 7,) homeomorfo a [0,1].
Entao o espago produto [[;=,(In, ™), onde T € a Topologia Produto, é chamado de cubo
de Hilbert e é denotado por I°. O espago produto [[_,(I;, ;) € chamado de n-cubo e é

denotado por I™, para cada n € N.

Sabemos pelo Teorema de Tychonoff para produtos finitos que I"™ é compacto para

cada n. Provaremos agora que [I*° é compacto.
Teorema 3.39. O cubo de Hilbert é compacto.

Demonstragao: Pela Proposicao existe uma aplicacao continua ¢,, de (G, 7,,) sobre
(I,, 7)) em que, para cadan € N, (G, 7,,) e (I,,, 7)) sdo homeomorfos ao Espaco de Cantor
e a [0, 1], respectivamente. Portanto, pela Proposigao , existe uma aplicacao continua
Y de [[;2,(Gn,m) sobre [[;2, (I, 1) = I*°. Mas a Proposigao diz que [[;2,(Gn, T0)
¢ homeomorfo ao Espago de Cantor (G, 7). Portanto, /> é uma imagem continua do

espago compacto (G, T), e portanto é compacto. [ |

Observagao 3.40. O Teorema que garante que o cubo de Hilbert é compacto pode
ser interpretado como um caso particular do Teorema de Tychonoff em sua forma geral.
De fato, o cubo de Hilbert ¢ um produto infinito enumerdvel de espagos compactos, e
sua compacidade decorre diretamente da validade do teorema nesse contexto. Além disso,
o Teorema de Tychonoff permanece vdlido para produtos mao enumerdveis de espagos
compactos, entretanto, nesse caso geral, a demonstracao completa do resultado depende

essencialmente do Axioma da Escolha.

Esse resultado evidencia que a compacidade se mantém mesmo quando passamos
do caso finito para o produto infinito enumerdvel. Assim, o cubo de Hilbert conserva uma
propriedade central dos espacos que o compoem, mostrando como a topologia produto
permite estender caracteristicas fundamentais para um contexto infinitamente dimensio-

nal.
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho, realizamos um estudo sobre Topologia Geral, com foco na
Compacidade em produtos finitos e infinitos enumeraveis. Buscamos compreender como
esse conceito se manifesta em diferentes contextos e como a Topologia Geral oferece uma
base tedrica essencial para o desenvolvimento da Anélise e de outras dreas da matematica.

Iniciamos abordando os fundamentos da Topologia Geral, apresentando nocoes
como espagos topoldgicos, homeomorfismo, continuidade, Espagos Métricos, convergéncia
e Compacidade. A partir dessa base, estudamos a Topologia Produto, analisando sua
construcao e verificando como ela se comporta em produtos finitos e infinitos enumeraveis
de espacos topoldgicos.

Durante o trabalho, exploramos diversos resultados importantes que ilustram a
profundidade e a abrangencia da teoria, como o Teorema da Categoria de Baire, o Te-
orema do Ponto Fixo de Banach, o Teorema de Heine—Borel e o Teorema de Tychonoff
no caso de produtos finitos. Além disso, estudamos o Cubo de Hilbert, que se destacou
como um exemplo notavel na andlise da Compacidade em produtos infinitos enumeraveis,
mostrando a aplicagao pratica dos conceitos desenvolvidos.

Dessa forma, o trabalho evidenciou a importancia da Topologia Geral para a com-
preensao de propriedades fundamentais dos espagos topoldgicos, em especial no estudo
da Compacidade e da Topologia Produto. Com a conclusao deste estudo, atingimos os
objetivos propostos, reforcando a relevancia dessa teoria na formacao matematica e no

entendimento de estruturas que sustentam grande parte da Anélise.



106

Referéencias Bibliograficas

LIMA, E. L. Andlise Real, vol. 1. 9 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2007. (Colecao
Matemética Universitaria).

LIMA, E. L. Andlise Real, vol. 2. 6 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2012. (Colecao
Matemaética Universitaria).

LIMA, E. L. Curso de Anadlise, vol. 1. 15 ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2022. (Cole¢ao
Projeto Euclides).

LIMA, E. L. Elementos de Topologia Geral, Rio de Janeiro: Editora SBM, 20009.

MORRIS, S. A. Topology Without Tears, 2011.



	Lista de Figuras
	Introdução
	Conceitos e Resultados Preliminares
	Conjuntos
	Operações entre Conjuntos

	Funções
	Famílias

	Topologia Geral
	Espaços Topológicos
	Topologia
	Conjuntos Abertos, Conjuntos Fechados e Conjuntos Clopen
	Topologia nos Espaços Euclidianos
	Base para uma Topologia
	Base para uma Topologia determinada

	Pontos de Acumulação
	Ponto de Acumulação e Fecho
	Vizinhanças
	Conexidade

	 Homeomorfismos
	Subespaços
	Espaços Homeomorfos
	Espaços Não Homeomorfos

	Continuidade
	Mapas Contínuos
	Teorema do Valor Intermediário

	Espaços Métricos
	Espaços Métricos
	Convergências de Sequências
	Completude
	Contrações
	Espaços de Baire

	Compacidade
	Espaços Compactos
	O Teorema de Heine-Borel


	Topologia Produto
	Produtos Finitos
	A Topologia Produto para Produto Finitos
	Projeções nos Fatores de um Produto
	O Teorema de Tychonoff para Produtos Finitos
	Produtos e Conexidade

	Produtos Infinitos Enumeráveis
	O Conjunto de Cantor
	A Topologia Produto para Produtos Infinitos Enumeráveis
	O Espaço de Cantor e o Cubo de Hilbert 


	Referências Bibliográficas

