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Prefacio

Este material é fruto de duas décadas de ensino na Disciplina de Matematica Computacional
aplicada a Engenharia Agricola, do Curso de Graduacdo de Engenharia Agricola e Ambiental, da UFRPE.
Com forte influéncia de experiéncias em Métodos Numéricos vivenciadas na Escola de Engenharia de Sdo
Carlos (EESC-USP), orientadas pelo prof. Anténio Marozzi Righetto, e na Universidade de Newcastle- Reino
Unido, sob orientagdo de prof. Rae Mackay, o material traz aplicagdes numéricas relacionadas a problemas
de engenharia, aproximando o leitor a desafios comumente enfrentados na Engenharia de Recursos
Hidricos, na Engenharia de Agua e Solo, e nas Ciéncias Ambientais. Cabe também destacar aqui as
motiva¢des advindas das Escolas de Verdo do Instituto de Matematica Pura e Aplicada (IMPA), sob
supervisdo do Dr. Elon Lages Lima, bem como a Iniciagdo Cientifica envolvendo pesquisas em Matematica
Aplicada com orientag¢do do Dr. Paulo Figueiredo e Engenharia Civil, com os professores José Almir Cirilo e
Abelardo Cardoso Montenegro, da UFPE.

O material traz fluxogramas e c6digos computacionais cuidadosamente elaborados para cada capitulo, e
fornecidos livremente para acesso publico.

0 material apresentado neste livro recebeu a contribuicdo de varios monitores da disciplina de
Matematica Computacional. Em nome de Aline Chagas, Carolyne Andrade de Farias, Hugo Montenegro,
Oto Barbosa, e Robertson Fontes Junior, prestamos nosso reconhecimento a todos eles, juntamente com o
do servidor Rodrigo Costa.

Esperamos que o documento contribua para a formacdo académica dos estudantes de Engenharias do Pais.
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Erros e modelos lineares simples

A modelagem de experimentos ou medi¢des constitui-se em uma importante etapa na analise de
comportamento de processos naturais, sendo os erros inerentes a simplificacdo adotada em tais representagdes.

Neste capitulo exploraremos os erros associados a ajuste de modelos lineares, largamente utilizados na
Engenharia Agricola.

Estes modelos sdo representados por polindmios de primeiro grau, com dois pardmetros a serem estimados,
conhecidos como coeficiente angular e como coeficiente linear. Temos:
y=a+bx
onde “a” € o coeficiente linear € “b” o coeficiente angular.

A estimativa de tais pardmetros a partir de um conjunto de dados experimentais (x,y) deve ser realizada de
modo a minimizar o erro na estimativa § de y. Objetivando eliminar o sinal algébrico, entdo se adota o quadrado
da diferenca entre a medicéo ¢ a estimativa. Entdo busca-se a minimizagdo da soma dos erros quadraticos, dando

origem a um processo matematico conhecido como Método dos Minimos Quadrados.
Tem-se:
x — Variavel independente

y — Variavel dependente

a,b —» Parametros a serem estimados a partir dos dados experimentais
b — Coeficiente angular

a - Coeficiente linear

Graficamente, tem-se na Figura 1 um modelo linear:
VA
@ y=a+bx

* Y- Estimado pelo
modelo

Yi- Medido

n- Pontos

[y
-
X

Xi

# - Pontos experimentais

Figura 1- Modelo linear
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Para
x=0->y=a+bx0=a

Inclinagdo do modelo — % =y'=b

E necessario que o modelo represente bem os dados experimentais, ou seja, seja fiel aos dados,
minimizando os erros quadraticos:

Ei = (3, —y)?

E; = (7 —»)?

E,=0;— Y2)2

E, = (yﬁ - yn)z
A qualidade do ajuste depende da minimizagé@o dos erros.

ET=E1+E2+”.+ETI

n
ET = z Ei
i=1

Derivando-se o erro total e igualando-se a zero, temos:

¥, =a+ bx;

n

Br = ) ((@+bx) =)’

=1
OEr
ba -0
0Er
ob

As derivagdes acima resultam na estimativa dos valores 6timos de ‘a’ e 'b’, dados por:
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n

n
S —E x.y._w i=1)i
xy — iJi

n Y=
i=1
n n
, (B x)? g o ZimXi
Sxx = Xji———— n
n
i=1

Para avaliar a qualidade do ajuste, deve-se verificar se 0 modelo ajustado representa adequadamente a
variabilidade original dos dados. Tal procedimento é realizado a partir da estimativa da variabilidade total dos
dados e da variabilidade “explicada” pelo modelo. Podemos escrever:

VE-Variabilidade estimada.
VT-Variabilidade total.

Define-se entdo o Coeficiente de Determinagdo R2, expresso por:

_VE
VT

2

Tal coeficiente varia de 0 a 1. Quanto mais préximo de 1, melhor a qualidade do ajuste.

O leitor deve consultar Martins (2010) para maiores detalhes.

Exercicio resolvido
Considere o conjunto de dados abaixo. Estime os parametros de um modelo linear para representa-los.
Construa o grafico. Adotar quatro casas decimais.

x |y
1|3
2 | 7
3 | 8
4 | n
5 | 14
6 | 20

Estabelecendo-se um contador i para os dados, ¢ calculando os termos adicionais para estimativa dos parametros
do modelo, temos:

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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i x y | xy | x?
1 1 3 3 1
2 2 7 14 4
3 3 8 24 9
4 4 11 44 16
5 5 14 70 25
6 6 20 | 120 | 36
z 21 63 | 275 | 91
Preenchendo as lacunas:
SXX_
Sy=
b=
a=
o=
Tem-se:
i | x |y [xy | «x? 9 G=»* | =»*
1 1 3 3 1 2,7138 60,61 56,25
2 2 7 14 4 5,8281 21,82 12,25
3 3 8 24 9 8,9424 2,424 6,25
4 4 11 44 16 12,0567 2.434 0,25
5 5 14 70 | 25 15,1710 21,81 12,25
6 6 20 | 120 | 36 18.2813 60,53 90,25
z 21 63 | 275 | 91 | y=a+bx|169,62(VE)|[177,5(VT)
, VE 169,62
T VT 177,50

R? = 0,9555 (bom ajuste)

Graficamente, temos:

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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i
®

Figura 2: Dados experimentais e valores estimados. Qualidade do ajuste

Exercicio resolvido
Realizar a soma dos valores de y do exercicio anterior. Utilize um processo iterativo, chamando de i o contador
de passos deste processo.

Solugdo:

Tem-se 6 valores da variavel dependente y. Entdo, o contador i ird variar de 1 a 6, conforme ja apresentado
na tabela anterior. Chamando a soma de y de SOMAY, a Figura 6 exibe os valores parciais de SOMAY, no
processo iterativo.

i ¥ Soma_y 70
1 3 3 &0 o
2 7 10 &0 //
3 8 18 - #
4 11 29 B
5 14 43 10
3 20 63 0
i} 1 2 3 4 5 &

lteracao i

Figura 3- Representacdo grafica de processo iterativo para a soma de 6 nimeros.
Valores de SOMAY em fungdo da iteragdo i.

Exercicios numéricos
1. Determine a funcdo linear que modela o seguinte conjunto de dados e determine o Coeficiente de

Determinacdo (R?) para a fun¢do ajustada.

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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X Y

2 6.1
4 7.8
7 224
12 37.9

2. Considere o seguinte conjunto de dados e a func¢do a seguir:

X Y
1.2 -1.10
15 -1.23
2.6 0.92
4.0 4.04
4.2 4.40
7.0 8.00

Modelo ajustado: f(x) = 1.67x — 3.2

Se os dados foram ajustados e obteve-se a equacdo apresentada, qual serd o Coeficiente de
Determinagdo (R?)?

3. Considere o conjunto de dados abaixo. Estime os parametros de um modelo linear para representa-los.
Construa o grafico. Adotar quatro casas decimais. Calcule também o R2 e comente sobre a qualidade do
ajuste obtido.

Y
8
13
26
33
38
75

Ol (wWIN(F X

4. A tabela abaixo apresenta a leitura da chuva em dois pluvidmetros, em uma bacia hidrogréfica. Estime
os parametros de um modelo linear simples para representar a relagdo entre os equipamentos. Estime
o coeficiente de determinagdo. Obs: Para célculo do coeficiente de determinagdo, utilize a expressdo
R2= VE/VT, onde VE é a variacdo explicada e VT a variac3o total.

Més (2022) P1 P2
Jan 3 7
Fev 9 18
Mar 6 14
Abr 4 12

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
12



5. Com base no modelo desenvolvido na questdo 4, estime a precipitagdo em P2, correspondendo a uma
leitura de 10 mm no pluvidmetro P1.

Exercicios computacionais
1. Elaborar um programa em Basic para estimar os coeficientes linear e angular de um modelo linear. O
namero de valores n deve ser fornecido pelo usuario. Os valores de X e y experimentais devem ser
armazenados em vetores.
2. Elaborar um programa em Python para estimar os coeficientes linear e angular de um modelo linear. Os
valores de x e y devem ser informados pelo usuario. O coeficiente de determinacéo deve ser determinado
para o modelo ajustado.

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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A seguir apresenta-se uma possibilidade de solucdo de modelos de regressdo linear simples utilizando a
linguagem Python.

x; y = [1, [1]
temp = 0

soma_x, soma_y, soma_xy, soma_x2 = 0, 0, 0, 0
SXX, SXy = 0, 0

ve, vt =0, 0
print('Insira os valores para a regressao. Para parar de inserir, digite o valor -9999')

while temp != -9999:
temp = float(input('Insira um valor para x: "))
if temp == -9999:
break
x.append(temp)
temp = float(input('Insira um valor para y: "))
if temp == -9999:
x.pop()
break
y.append(temp)
print(f'valores x: {x}')
print(f'valores y: {y}')

n = len(x)
# calculo de somatorio utilizando metodo interno de listas:
soma_x = sum(x)

# calculo de somatorio utilizando lacos de repetigdo:
# usando while
i=@o
while i < len(x):
soma_x2 += x[i] ** 2
soma_xy += x[i] * y[i]
i+=1

# usando for
for i in range(len(x)):
soma_y += y[i]

SXX = soma_x2 - soma_x ** 2 / n

SXy = soma_xy - soma_x * soma_y / n

a = sxy / sxx

ym soma_y / n
xm = soma_x / n

b=ym-a* xm
# calculo coeficiente de regressao
for i in range(len(x)):

ye = a * x[i] + b

ve += (ye - ym) ** 2

vt += (y[i] - ym) ** 2

r2 = ve / vt

print(f'A funcao de regressao e: y = {a:.4f}x + {b:.4f} (R2 = {r2:.4f})")

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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Regressdo linear miultipla - Modelos lineares

Considerem agora uma situagdo onde se tem duas variaveis independentes x1 e x2, e que se deseja
correlacionar tais varidveis com uma variavel y através de um polindomio de primeiro grau. Por exemplo, seja o
polindmio:

)’;: blxl +b2X2+a

A estimativa dos parametros do modelo linear b, b; e a também pode ser realizado aplicando-se 0 Método dos
Minimos Quadrados, tomando-se por base um conjunto de n dados experimentais (X;,yi), com i=1,....,n.

A minimizagdo do erro quadratico médio entre y; e ¥, resulta no seguinte sistema matricial linear:

n Z X1i z X2i Z Vi
a
Z X1i Z X1 Z X1iX2i |- {bl} = Z X1i Vi
b,
Z X2i Z X1iX3i Z xziz Z X2i Vi

Este sistema de equagdes lincares com trés incognitas pode ser facilmente resolvido utilizando
procedimentos de algebra linear.

Por exemplo, recomenda-se revisar o Método da Eliminag¢do de Gauss, também conhecido como
pivoteamento, para aplicar ao sistema acima.

O método linear multiplo ¢ largamente utilizado na Engenharia Agricola. Por exemplo, na Hidrologia, ¢
muito utilizado para preenchimento de falhas em registros em estagdes experimentais para medi¢des em bacias
hidrograficas.

Recomenda-se aos leitores consultar procedimentos de medi¢do de precipitacdo pluviométrica em bacias.

Em tais medigdes, é comum ocorrerem falhas de leituras, seja devido a problemas com operador ou a
defeitos de funcionamento. Em tais casos, pode-se verificar a pertinéncia da aplicagdo dos modelos lineares para
o preenchimento de tais falhas nas medigdes.

A pertinéncia do modelo pode ser verificada a partir do coeficiente de determina¢do R% que mede a
qualidade do ajuste do modelo aos dados experimentais.

Exercicio resolvido

Seja uma bacia hidrografica com trés pluvidometros, similar a0 mostrado na Figura, localizados em
diferentes locais de uma bacia. Em um dos locais, o pluvidmetro apresentou defeito, ¢ ndo foi possivel medir a
precipita¢do em um dado més. Verifique a possibilidade de se preencher tal falha a partir de registros realizados
nos dois outros locais. Em caso afirmativo, preencha tal falha.

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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Figura 4 — Imagem de um pluviometro automatico (fonte: www.cemaden.gov.br).

Més Pluviometro 1 (mm) | Pluviometro 2 (mm) | Pluviémetro 3 (mm)
Janeiro 40 43 49
Fevereiro 30 34 37
Marco 22 Falha 31
Abril 12 15 19
Maio 53 57 63
Junho 58 63 68

Solugdo: Como se deseja estimar as leituras em Pluvidmetro 2 a partir das medi¢cdes em Pluviometro 1 e
Pluvidmetro 3, entdo as leituras em Pluviometro 2 serdo dependentes das leituras em Pluvidmetro 1 e Pluviometro
3. Matematicamente, as leituras em Pluvidmetro 2 serdo denominadas y, e as de Pluviometro 1 e Pluvidmetro 3
serdo denominadas de x1 e x2, respectivamente (nota: A solugdo ndo muda se Pluviometro 1 fosse chamado de
x2 e Pluvidmetro 3 de x1).

Para a construgdo do modelo linear multiplo serdo considerados apenas os meses que ocorrem registros
em todos os pluvidometros. Ou seja, serfio considerados apenas os meses de janeiro, fevereiro, abril, maio e junho,
totalizando 5 leituras (n=5).

Solicita-se aos alunos que preencham os elementos do sistema matricial:

no D
2
Z X1i Z X1i Z X1iX2i
, Y .2
ZxZL zxuxm zxm

2.

Este sistema pode ser expresso, de forma compactada, como:

[A].{Z} = [B]

Donde

{z} = [A7'[B]

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola
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A partir do célculo da matriz inversa. Recomenda-se aos leitores consultar sobre inversdo de matrizes.

A solugdo esta apresentada abaixo, a partir de uma planilha Excel.

x1 ¥2 ¥ ¥1"2 K22 ¥1lx2 xl.y X2y
1 a0 49 43 1600 2401 1960 1720 2107
2 a0 a7 34 a00 1369 1110 1020 1258
3 12 13 15 144 361 228 180 2B5
4 53 63 57 2800 IDED 3339 3021 3501
5 5B &8 63 3364 4624 3044 3654 4284
I 193 236 212 8817 12724 10581 9585 11525
¥ 42,4
[Al X {Z = [B|
5 193 236 a 212
153 8B17 10581 % bl = 9535
236 10581 12724 b2 115325
(i = [ A" x [B|
a 267287 48104 -4 4060 212
b1 = 48104 19211 08552 X 9595
b2 -4.4560 -0.8552 07946 115325
{Z} = [Al*-1x|B]
a 6.1338
b1 = 1.7160 y=17160xb1-0.6350% b2+ 61338
b2 -0.6350

Notem que o R? do modelo linear multiplo foi elevado (alto). Portanto, o modelo pode ser utilizado para
estimar a precipitacdo em Pluv2 no més de marco. Segundo a planilha, o valor estimado para a falha ¢ de 24,20.

Encoraja-se os leitores a inverterem a Matriz de Coeficientes com base nas regras de Algebra Linear.
Maior detalhamento teorico pode ser encontrado em Hoftman & Kunze (1979).

No caso, a unidade de medida ¢ mm. Ou seja, a falha ¢ estimada em 24,20 mm.

A seguir ¢é apresentado algoritmo em linguagem Python para resoluggo de regressdo multipla. Optou-se
pelo uso da biblioteca Numpy para realizar operacdes com matrizes (inversao e multiplicacdo de matrizes):
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import numpy as np

x1, x2, y = [1, [1, []
temp = 0

soma_x1, soma_x2, soma_x12, soma_x22, soma_x1x2, soma_y, soma_xly, soma_x2y = 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
SXX, SXy = 0, 0

ve, vt =0, 0

print('Insira os valores para a regressao. Para parar de inserir, digite o valor -9999')

while temp != -9999:
temp = float(input('Insira um valor para x1: "))
if temp == -9999:
break

x1.append(temp)

temp = float(input('Insira um valor para x2: '))
if temp == -9999:

break
x2.append(temp)

temp = float(input('Insira um valor para y: '))
if temp == -9999:
x1.pop()

x2.pop()
break

y.append(temp)
print(f'valores x1: {x1}')
print(f'Valores x2: {x2}')
print(f'valores y: {y}')

n = len(x1)

soma_x1 = sum(x1)
soma_x2 = sum(x2)
soma_y = sum(y)

for i in range(len(x1)):
soma_x12 += x1[i] ** 2
soma_x22 += x2[i] ** 2
soma_x1x2 += x1[i] * x2[i]
soma_x1ly += x1[i] * y[i]
soma_x2y += x2[i] * y[i]

matrizA = np.array([[n, soma_x1, soma_x2],
[soma_x1, soma_x12, soma_x1x2],
[soma_x2, soma_x1x2, soma_x22]])
matrizB = np.array([[soma_y],
[soma_x1y],
[soma_x2y]])
matrizA_inversa = np.linalg.inv(matrizA)
coeficientes = np.dot(matrizA_inversa, matrizB)
bl = float(coeficientes[1][@])
b2 = float(coeficientes[2][@])
a = float(coeficientes[0][0])
ym = soma_y / n
for i in range(len(x1)):
ye = a + x1[i]*bl + x2[i]*b2
ve += (ye - ym) ** 2
vt += (y[i] - ym) ** 2

r2 = ve / vt

print(f'A funcao de regressao e: y = {bl:.4f}x1 + {b2:.4f}x2 + {a:.4f} (R2 = {R2:.4f})")
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Exercicios numéricos
1. Determine a fungdo linear que modela o seguinte conjunto de dados e determine o Coeficiente de
Determinagdo (R2) para a funcdo ajustada:

x1 x2 Y
2 3 4
3 7 8
4 9 15
7 16 26

2. Considere os dados abaixo, referentes a chuvas em uma bacia hidrografica. Utilizando uma regressdo
linear multipla, preencha as falhas ocorridas. Verifique a qualidade do ajuste do modelo aos dados

obtidos.

I P1 P2 P3
1 30 39 43
2 38 43 48
3 2 3 5
4 12 Falha 18
5 25 31 36
6 28 34 Falha
7 92 110 121
8 15 17 21
9 45 49 52

Exercicios computacionais
1. Desenvolva um algoritmo em linguagem de programagdo Python para realizar a modelagem dos dados
inseridos pelo usuério e determinar o Coeficiente de Determinacdo (R2).
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Resolucdo de sistemas de equacgdes lineares

Nas paginas anteriores, foram verificadas aplicacdes matematicas que exigiam a solug@o de sistemas de
equagdes lineares e simultaneas.

De uma forma geral, pode-se escrever um sistema de equagdes da seguinte forma:
[A].{Z} = [B]
em que [A] é uma matriz de coeficientes, {Z} o vetor com as incégnitas ¢ [B] o vetor de termos independentes.

Caso a matriz [A] seja inversivel, entdo se pode escrever:
{z} = [A]7'[B]

Assim, as estimativas em {Z} podem ser obtidas a partir do calculo da matriz inversa. Recomenda-se aos leitores
consultar sobre inversdo de matrizes. Recomenda-se ao leitor pesquisar a metodologia de célculo da matriz
Adjunta e da Inversa, quando existir.

Outras técnicas podem ser utilizadas para obtengido do vetor {Z}, podendo ser classificadas em técnicas diretas
ou em técnicas iterativas. Veremos a seguir o detalhamento de tais técnicas, para solugdo de sistemas lineares.

Técnica direta - Eliminacao de Gauss

Esta técnica se aplica a matriz expandida do sistema anterior, composta por {A:B}. Para um sistema nxn, a matriz
expandida tera dimensdes nx(n+1). O Método da Eliminagdo de Gauss é baseado em operagdes elementares entre
linhas, tais que no alterem a soluc¢dio do sistema original. Dentre essas técnicas elementares, podem ser citadas:

e Multiplicagdo de uma equagio por uma constante real diferente de zero;
e Soma entre equagdes:;
e Mudanga da ordem das equagdes.

A combinago de tais técnicas deve ser adotada de modo a transformar um sistema de equagdes independentes
em um sistema tipo triangular.

De forma geral, podemos representar um sistema com n equagdes e incognitas a serem resolvidas através da
triangularizagfo da seguinte forma, a ser desenvolvida na matriz expandida:

1
[‘111 (12 Q13 . Qin by i
Qy1 Gy Q3 ... Oy by l%
Ay Az Q3 - Qn b 1}
lam Anz Qpz - Qpn by £

Na qual cada linha [}, i = 1:n representa uma equagio do sistema linear a ser triangularizado.

Para eliminag¢do da primeira coluna, A PARTIR da linha 2, assumindo-se que a;; # 0 devemos multiplicar a
primeira linha por um fator e somar com os elementos da linha considerada.

Assim, para a linha i, devemos multiplicar a primeira linha pelo fator constante

my; = (=1 *a;;/aq;
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e em seguida realizar a soma da linha 1 transformada pela linha i.

Com isso, podemos escrever para l;, i = 2 : n os seguintes termos

()

a;;” = ajj +mya;,j=2in

b® = b, + myiby

@ po

’ . 2) . . . iy
O indice 2 em a; i ; ) indica que sera utilizado um segundo valor para a;; ¢ b;.

Com isso temos a seguinte configuragfo para a matriz aumentada ou expandida:

dy; Qi Q3 - Qip by
@) ) @) @)
0 a; ay;y .. ay, by
@ @ @ @
0 a,; a7 .. a,, by

Para eliminagdo da segunda coluna, procedimento semelhante deve ser adotado a partir da segunda linha.

Para zerar o segundo elemento (da segunda coluna) na terceira equagdo (ou linha) até a dltima repetimos o
procedimento para eliminagdo da primeira coluna, desta vez tomando como base a segunda equagdo, assumindo-
se que a, # 0.

Para a linha i o fator sera, entdo:
3 2 2) .
mi; = (=1) *a;/az; ll.( ) = li( ) +mi2lg )i=3:n
Os novos elementos obtidos a partir da eliminagfo da segunda coluna podem ser expressos como:

[

3 2
() — (@ 2j’]=3:n

a;;’ +mpa

i ij

b =b® +m;b

As colunas que estdo abaixo da diagonal principal da matriz de coeficientes [A] serdo eliminadas utilizando o
mesmo procedimento até que a matriz modificada se torne triangular.
(2) )]

2
Os elementos aqq, ay, , ... , a;;

matriz triangular com a seguinte configurago:

s@o denominados pivds. Apds o procedimento de eliminacdo, chega-se a uma

aq1X1 a12x2+ +a1nxn = bl
2 2 2

agz)xz + .. +a§n)xn = b§ )

=

Caso algum dos pivos se anule durante o procedimento de eliminagdo das colunas, devemos trocar linhas,
escolhendo a linha imediatamente abaixo para evitar a perda da eliminagéo anterior.

Exercicio resolvido
Utilizar o Método da Eliminacéo de Gauss para triangularizar o sistema:
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2x1+3x,—x3 =15
4x1 +4x, —3x3 =3
2x1—=3x, +x3=—1
A matriz expandida por ser escrita como:
2 3 -1 5
[4 4 =3 3]
2 -3 1 1
O primeiro pivo € a;= 2.
Para eliminac@o da primeira coluna a partir da linha 2 devemos considerar os sucessivos fatores:
mip = (=1 * a;1 /a1,
para i=2 ¢ i=3.

Desse modo, temos para i=2:

©)]

2j = azj +m21a1j,j =2:n

ng) = bz + m21b1

Substituindo,
ag.) =ayj+(=2)*ay;,j=2:n

b = by + (=2) * by
Para i=3, temos:

(—1) * az; 2

msq a1 (=1) = 2
2 .
agj) =az; +My1045,j =2:n

béZ) = b3 + m31b1

2 ;
agj) =azj+ (=D =*ay;,j=2:n

b = by + (=1) * by
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Desse modo, podemos escrever que a matriz expandida
2 3 -1 5
[4 4 =3 3]
2 -3 1 1

Transforma-se em:

2 3 -1 5
0 4+(-2)*3 =3+4+(2)*(D 3+(=2)=5
0 -3+(-1D=*3 1+ (-1)=*(-1) -1+ (=1)=*5
23 -1 5
0 -2 -1 —7]
0 -6 2 -6
Para eliminar a segunda coluna na terceira linha, devemos considerar o pivo agzz) = -2

O fator serd mz, = (—1) * azy/a,,=(-1)*(-6)/(-2)=-3
¢ a nova linha 3 podera ser expressa a partir de:

3 2 2 2 2
agj) = agj) + mgzagj) = agj) +(-3) = agj)

b = b5 + mayb? = b + (=3) * by

Entdo, a matriz expandida

2 3 -1 5
[O -2 -1 —7]

0—-6 2 -6

Pode ser reescrita como:

2 3 -1 5
0 -2 -1 -7
0 0 2+(=3)*x(-1) —-6+(=3)*(=7)

2 3 -1 5
0 -2 -1 -7
0 0 5 15

A partir deste sistema triangular, obtém-se:

15

_sz_X3=—7; —ZXZ=_7+.X3=_7+3; XZ=2

2x1+3x2—X3=5; 2x1=5_3x2+X3=5_3*2+3; le=2; x1=1
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Técnica indireta - Iterativa: Método de Jacobi
Considerem o sistema linear

aq1Xq + A12Xy + a13X3 + e AupXp = bl
az]_x]_ + azzxz + a23X3 + aann = bz
ai1xX1+  QppXxp + Qizxz+ .. QpXp = b;
Ap1X1+ AuaXp + QpaXz + . AppXp = by

Pode-se escrever

n
x; = (b; _zai * Xj)/ g
Jj=1
i)
Vii=l..n

Desse modo,

by — @i %Xy — A3 % X3 — " — Ay * Xy
xl =
a
by — A1 * X1 — Qp3 * X3 — *+* Agp * Xne
xz =
Az \
bp = apq * X1 = Apz * X3 = . —App_q * Xn_q
Xp =
ann

O equacionamento acima pode ser utilizado como base para um processo iterativo, ou “passo-a-passo”,
desde que se forneca uma inicializacdo para o processo. Ao final de cada passo, deve-se calcular o erro para cada
estimativa, por exemplo, calculando-se o valor absoluto da diferenca entre as iteracdes consecutivas. O maximo
erro ao final de cada iterag@o deve ser inferior ao erro admissivel, para que o processo convirja.

Para detalharmos este processo, vamos considerar a aplicagio abaixo.

Exercicio resolvido
Resolver o sistema de equagdes

4x, + 0,24x, — 0,08x3 = 8
0,09x1 + 3x, —0,15x3 = 9
0,04x; — 0,08x, + 4x; = 20
Com a seguinte inicializagdo:
1?9 =< 2,0;3,0;5,0 >

Trabalhe com 4 casas decimais, e adote erro admissivel de 0,001.
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Solucdo:

Pode-se atualizar cada valor de x; da seguinte forma:

Iteragdo 1:
8—0,24%3+4+0,08%5
X1 = =1,9200
4
9—-0,09%2+0,15%5
X, = = 3,1900
3
20—0,04%2+0,08*3
X3 = 2 = 5,0400

Estimativa do erro na iteragdo 1:
El:

E,, = 11,92 = 2,0| = 0,08
E,, =13,19-30]=0,19
E., = |5,04 —5,0] = 0,04

Como o erro maximo ¢ maior que o erro admissivel, entdo se deve continuar o processo.
Iteragdo 2:

1Y =< 1,9200; 3,1900; 5,0400 >

_8—0,24+3,1900 + 0,08 * 5,0400

X . = 1,9094
9 —0,09 *1,9200 + 0,15 * 5,0400
3
20—0,04+1,9200 + 0,08 * 3,1900
X3 = = 5,0446

4

Estimativa do erro na iteracdo 2:

EZ:

| E,, = 11,9094 — 1,9200] = 0,0106
Ey, = 13,1944 — 3,1900| = 0,0044
Ey, = 15,0446 — 5,0400] = 0,0046
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Como o erro maximo ¢ maior que o erro admissivel, entdo se deve continuar o processo.

Iteracdo 3:
I® =< 1,9094;3,1944; 5,0446 >
8 —0,24 % 3,1944 + 0,08 * 5,0446
Xy = =1,9092
4
9 —0,09 *1,9094 + 0,15 * 5,0446
Xy = = 3,1949
3
20 —0,04 *1,9094 + 0,08 = 3,1944
x3 = = 5,0448
4
E3:
Ey, =11,9092 — 1,9094| = 0,0002
Ey, = 13,1949 — 3,1944| = 0,0005
Ey, = 15,0448 — 5,0446] = 0,0002
Egam = 0,001 > Eps, = 0,0005
| CONVERGIU!
Plotando-se o erro maximo em fungdo da iteragdo, obtemos:
0,2 - o
0,18 -
0,16 -
o 0,14 -
5 012 1
g2 0.1 1
= 0,08 -
=}
g 0,06 A
© 0,04 1
0,02
’ [ S—
0 T === * 1
0 1 2 3 4
iteragfo

Figura 5 - Grafico do processo de convergéncia do método iterativo de Jacobi.
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Algoritmo do Método de Jacobi
De posse no que foi apresentado no exercicio anterior, o0 Método de Jacobi se desenvolve a partir da seguinte
equagdo basica, na iteragdo k+1:

n

2 = (b - z ajj * xj(k))/aii

j=1
j#i

i=1,..,n

que se repetira até que Erro(k+1)<= Eadm

Pensando computacionalmente, o algoritmo para a aplicacdo do método iterativo de Jacobi segue o seguinte fluxo:

1. Recebe-se a entrada de dados, contendo as equagdes de recorréncia, os valores estimados iniciais € um
erro admissivel adotado.

2. A cada iteragdo, calcula-se um novo valor aproximado para as variaveis de interesse e verifica-se o erro.

3. SE o maior erro for inferior ao erro admissivel, parar a execugio do programa, SENAQ, continuar para a
proxima iteragdo

4. ENQUANTO o maior erro for superior ao erro permitido adotado pelo problema, voltar ao passo 2,
realizando novas aproximagcdes.

O algoritmo esta representado visualmente a seguir:

Entrada de dados
Equacdes de recorréncia —— Nova aproximagdo —— Erro < Erro admissivel?

XY, Xu—=Y,
P Y -
Valor inicial

Erro admissivel ik
Fim

Método de Gauss-Seidel
Este método ¢ baseado no Método de Jacobi, apresentando como modificacdo a atualizagdio das estimativas ja

. . . L S . . . k+1 .
obtidas na mesma iteragdo para estimativa das variaveis seguintes. Assim, o valor recém calculado de xf ) serd
P (k+1) . . . . .
utilizado para calcular x,” * ', e assim por diante, na expectativa de acelerar o processo iterativo.

A equagdo basica do Método de Gauss-Seidel pode entdo ser expressa como:

i-1 n
k+1 k+1 k
2 = (b - Z agj * xj( - Z Ayj * x]-( /ai
j=1 j=i+1

Para um sistema 3x3, podemos escrever:
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3
k+1 K
D = b= Oy ay
=
k+1 k+1 k
x§ )= (by — (azs *xl( " )+a23 *x3(, ))/azz
2
k+1 k+1
xé ) = (b3 — (Z Agzj * xj( )))/‘133
=

Exercicio resolvido
Resolver o sistema abaixo pelo Método de Gauss-Seidel, com erro admissivel de 0,001.

4x + 0.2y — 0.1z = 12
0.06x +3y—0.18z=9

0.05x + 0.07y + 4z = 24

A matriz expandida pode ser escrita coma:

4 0.2 0.1 12 Erro admissivel:
.06 3 -1 g 0.001
0.05 0.07 4 24

Que pode =ersimplificada para:

1 0.05 -0.025 3
0.02 1 -0.06 3
0.0125 0.0175 1 6
lteracao [t} 1 2 3 . | B3
x1 1] 23.0000 2.0007 20828 20828 29328
K2 0 28400 3.2946 3.2046 32046 32046
x3 1] 59110 5.9048 35050 58050  5.9050
Errol . 3.0000 0.0007 0.0178 00000  0.0000
Erro2 - 2.8400 0.3546 0.0000 0.0000  0.0000
Errod - 59110 0.0062 0.0002 0.0000  0.0000
Maximo 5.8110 0.3546 0.0178 0.0000  0.0000
Se Mao convergiu  Nao convergiu - Nao convergiu Convergio Convergiu

Algoritmo do Método de Gauss-Seidel

O algoritmo do Método Iterativo de Gauss-Seidel ¢ semelhante ao apresentado para o Método Iterativo de Jacobi,
observando-se a modificacgdo referente a utilizacio da aproximag@o mais recente no calculo das aproximacdes das
varidveis, conforme representagao:

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola

28



Nao

Entrada de dados
Equagdes de recorréncia ————————— Nova aproximagdo ————————— Erro < Erro admissivel?

Xu—Y, XY,

Y™ X Y™ X Sim

Valor inicial
Erro admissivel 1
Fim

Observa-se que para o calculo de uma nova aproximagdo do valor de Y, por exemplo, pode ser utilizada a
aproximag@o mais recente do X.

Programacao aplicada

Aplicando os entendimentos de programagio na linguagem Python para o desenvolvimento de um programa
simples que resolva sistemas de equagdes 2x2, podemos obter diversos resultados diferentes.
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Abaixo estdo apresentados codigos desenvolvidos utilizando a linguagem Python:

1. Método Iterativo de Jacobi:

print('Entrada:")
print('#' * 100)
recorrencia = []

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel x: ')
recorrencia.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel y: ')
recorrencia.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel z: ')
recorrencia.append(input('>>> ").lower())

print(f'Indique a inicializacao para a variavel x: ')
x = float(input('>>> "))

print(f'Indique a inicializacao para a variavel y: ')
y = float(input('>>> "))

print(f'Indique a inicializacao para a variavel z: ')
z = float(input('>>> "))

print('Indique o erro admissivel: ')
erroadm = float(input('>>> "))

xtemp = (eval(recorrencia[@]))
ytemp = (eval(recorrencia[1]))
ztemp = (eval(recorrencia[2]))

erroatuall = abs(x - xtemp)
erroatual2 = abs(y - ytemp)
erroatual3 = abs(z - ztemp)

while erroatuall > erroadm or erroatual2 > erroadm or erroatual3 > erroadm:

x = xtemp
y = ytemp
z = ztemp

print(f'x = {x:.2f} ({erroatuall:.4f})| y = {y:.2f} ({erroatual2:.4f}) | z = {z:.2f} ({erroatual3:.4f})")

xtemp = (eval(recorrencia[@]))
ytemp = (eval(recorrencia[1]))
ztemp = (eval(recorrencia[2]))

erroatuall = abs(x - xtemp)

erroatual2 = abs(y - ytemp)
erroatual3 = abs(z - ztemp)
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2. Método Iterativo de Gauss-Seidel:

print('Entrada:')
print('#' * 100)
recorrencia = []

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel x: ')
recorrencia.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel y: ')
recorrencia.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a equacao de recorrencia para a variavel z: ')
recorrencia.append(input('>>> ').lower())

print(f'Indique o chute inicial para a variavel x: ')
x = float(input('>>> "))

print(f'Indique o chute inicial para a variavel y: ')
y = float(input('>>> "))

print(f'Indique o chute inicial para a variavel z: ')
z = float(input('>>> "))

print('Indique o erro admissivel: ')
erroadm = float(input('>>> "))

xtemp = (eval(recorrencia[0]))
temp = x

x=xtemp

xtemp = temp

ytemp = (eval(recorrencia[l]))
ztemp = (eval(recorrencia[2]))

erroatuall = abs(x - xtemp)
erroatual2 = abs(y - ytemp)
erroatual3 = abs(z - ztemp)
print(f'x = {xtemp:.2f} | y = {y:.2f} | z = {z:.2f}")

while erroatuall > erroadm or erroatual2 > erroadm:

y = ytemp
z = ztemp

print(f'x = {x:.2f} ({erroatuall:.4f}) | y = {y:.2f} ({erroatual2:.4f} | z

xtemp = (eval(recorrencia[0]))

temp = x
x = xtemp
xtemp = temp

ytemp = (eval(recorrencia[1]))
ztemp = (eval(recorrencia[2]))
erroatuall = abs(x - xtemp)
erroatual2 = abs(y - ytemp)
erroatual3 = abs(z - ztemp)
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Exercicios numéricos
1. Resolva o seguinte sistema de equac¢des lineares por método direto:
8x+2y—2z= -2
10x+2y+4z= 4
12x+2y+2z= 6
2. Triangularizar o sistema de equagdes a seguir utilizando o método de Gauss
2x1+3x2—=x3=5
4x1+4x2—3x3= 3
2x1+3x2+x3 = -1
3. No sistema da questdo 2, a partir do sistema ja triangularizado, estime os valores de x1, x2, e x3 por
substitui¢do sucessiva, a partir da ultima equacdo.
4. Resolva os sistemas de equagdes lineares das questdes anteriores utilizando método iterativo
(indireto)
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Raizes de funcdes implicitas

As fungdes implicitas sdo aquelas para as quais ndo € possivel isolar ou explicitar a variavel independente ou
incognita em fungdo das demais variaveis. Assim, requerem usualmente métodos alternativos, sejam graficos ou
numéricos, para se estimar a incognita.

Nesta secdo, iremos apresentar e discutir os métodos numeéricos iterativos para estimar a raiz de uma funcéo

implicita f(x).

Método de Newton

Este método se desenvolve a partir de uma inicializacdo (estimativa inicial) para a incdgnita, que € sucessivamente

atualizada com base na derivada de primeira ordem da fungédo implicita em analise.

Da definigdo do calculo diferencial,

f(xo+A%x)—f(x0) ~ f(xo+A%x)—f(x0)
Ax - Ax

f'(Xo) = limpyog , para AX pequeno.

Aplicando-se a equagdo acima como base de um processo iterativo em busca da raiz, e assumindo que f(x, + Ax)

esta proximo de zero (o que equivale dizer que x, + Ax estd proximo da raiz, entdo:

f/(xo) * Ax = —f(xg)

Considerando-se que Ax = x4 — X, entdo:

At = s — g, = LG
P f(xo)
e dali,
Y = e — f (%0)
Y (o)
A equacdo pode ser generalizada para um processo iterativo, da seguinte forma:
onn = — L)
k+1 k f’(xk)

Podemos entdo esquematizar o algoritmo do método de Newton, conforme fluxograma abaixo:
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Entrada de dados
Funcdo + Derivada — Resultados — Nova aproximagdo — Resultados — E <Eadm?
Inicializagﬁo f(x,) Equacado de recorréncia i )
X fix, X=X 102 _
’ (x.) I T (X)) Sim

Erro admissivel

Fim

Construido o algoritmo, podemos guiar a construgao do software utilizando a linguagem Python:

Exercicio resolvido

O problema abaixo sugere utilizarmos o método de Newton para encontrar uma aproximagao para uma
raiz da fungfio x* + 10x* + 2x - 15. A questdo propde uma inicializagdo igual a 1,0 ¢, além disso, o erro admissivel
na questéo ¢ de 0,10%.

Resolugio:
1° Passo - Montar a tabela “x0; f(x); f*(x); Erro”;
2° Passo - Comecar o preenchimento da tabela conforme a inicializagdo escolhida;
_ fx)
f )
4° Passo - Repetir o esquema até que o mesmo obedeca a tolerancia estabelecida no problema.

3° Passo - Para obter o préximo x0, aplicar a Equag@o de Newton: x4 = Xy

Utilizar o método de Newton para encontrar uma aproximagao para a raiz da seguinte fungao:
x*+10x" +2x-15

Funcdo:|«® + 10x° + 2x- 15

Erro admissivel:| 0.10%

Inicializagao:| 1

X f{x) f'(x) Erro
1.0000 -2.0000  25.0000
1.0800 0.0837 27.0992 2.0992
1.0769 0.0001 27.0174 0.0818
1.0769 0.0000 27.0173 0.0001 Convergiu!!! (Eadm < 0.001)

Método das Secantes

Este método se baseia no Método de Newton, considerando uma aproximacio para a derivada f (x;,)

Pode-se escrever:

f &) = f (Ki—1)

Xk — Xk-1

f,(xk) =

Substituindo-se na equagio de Newton,
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f(xx)

X+l = X = Fro N — fre Y
f&i) = f(xk-1)
Xk — Xk-1
Realizando os algebrismos necessarios, chega-se a:

_F(i) * Xy — f (Ry—1) * Xic

Bl = T ) — F )

Exercicio resolvido

O problema abaixo sugere utilizarmos o método das Secantes para encontrar uma aproximagcao para a raiz
da fungdo x® + 10x* + 2x - 15. A questdio propde DUAS inicializa¢des iguais a 1,0 e 1,5 e, além disso, o erro
admissivel na questédo ¢ de 0,10%.

Resolucao:
1° Passo - Montar a tabela “x0; f(x); Erro™;
2° Passo - Comegar o preenchimento da tabela conforme a inicializagao escolhida;

o ) .. . ~ . — L) *xpmy —f (k1) * Xk
3° Passo - Para obter o préximo x0, aplicar a Equacdo das secantes: xj, 1 0~ )

4° Passo - Repetir o esquema até que o mesmo obedeca a tolerancia estabelecida no problema.
Obs: A vantagem deste método ¢ a ndo utilizacdo da derivada da fungdo-problema para a descoberta da raiz da
funcdo. Entretanto, requer DUAS inicializagdes.

Utilizar o método das Secantes para encontrar uma aproximacao para a raiz da seguinte funcao:
3 2
x +10x"+2x-15

Fungao:|x® + 10x% + 2x - 15
Erro admissivel:] 0.10%
1.00
1.50

Inicializacoes:

X fix) Erro
1.0000 -2.0000
1.5000 13.8750
1.0630 -0.3734 0.3069
1.0744 -0.0665 0.0669
1.0769 0.0005 0.0005 Convergiu!!! (Eadm < 0.001)

Aplicacao de Engenharia do Método das Secantes

Uma importante aplicagdo do Método das Secantes ¢ a estimativa da 1amina d"agua que escoa em um canal, para
uma certa vazdo. Abaixo sdo apresentadas algumas caracteristicas fisicas e geométricas, para compreensdo da

equagdo matematica a ser aplicada. Este processo fisico pode ser descrito pela Equagdo de Manning.
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Equagdo de Manning

Essa equagdo pode ser aplicada em canais com escoamentos permanentes (invariaveis no tempo) e

uniformes (invariaveis no espago), para calculo da vazéo Q:

sendo:

n — Rugosidade da parede ou revestimento do canal;

Ry — Raio hidraulico, definido como igual a relacdo entre a area transversal da se¢do de escoamento A, € o
perimetro molhado P, este tltimo definido a partir da linha de contato entre a 4gua e a parede e fundo do canal;

I- Declividade de fundo (m/m).

Figura 6 - Se¢do transversal de um canal trapezoidal com lamina d"agua y.
Para aplicagdio do Método das Secantes, vamos considerar uma sec¢do retangular de base b. Entdo, a area e o
perimetro molhado podem ser dados por:
A= by e P=b+2y
Substituindo-se na Equag@o de Manning, obtém-se:

I s oy (222

Q=" bi2y

que ¢ implicita em relagdo a lamina y. Desse modo, encontrar y que satisfaga a equacdo de Manning equivale a

encontrar a raiz da seguinte fung¢ao:
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i b
FO) =100 (00 * Gy

)23 —Q

n

Exercicio resolvido

Estimar a lamina d"agua y em um canal retangular de base b= 2 m, rugosidade n= 0,01, e declividade de
fundo I= 0,001, transportando uma vazdo Q=2 m?/s. Aplicar o Método das Secantes, adotando erro admissivel de
0,001 e inicializagdes y0= 0,5 me y1=0,6 m.

Rugosidade: 0.01 i | Lamina fly) Erro
Vazao; 2 mdls 0 0.5 -0.48 0.4797
Declividade de fundo: 0.001 m/m 1 0.6 -0.027 0.0266
Base: 2m 2 0.6058  0.0008 0.000797
Laminas estimadas iniciais: 3 0.6057 0 0.000001
yo. 0.5 m
yi: 0.6 m

Erro admissivel: 0.001

Para o caso de canais trapezoidais, entdo as expressdes de arca ¢ perimetro molhado passam a ser,
respectivamente:

A= (b+zy)y

P =b+2y/1+2z2

onde “z” representa o talude lateral do canal. A fungdo implicita resultante oriunda da Equacdo de Manning pode
ser expressa por:

i b+ *
F) = —x((b+7y)+3) » (%)2/3 -0

que pode ser resolvida pelos Métodos de Newton e Secantes:
Algoritmos aplicados aos Métodos Iterativos de Newton e Secantes:

O Método de Newton pode ser executado seguindo o seguinte algoritmo:

a) Sejam dados f(x), f'(x), Eadm;
b) Entre com x0, ¢ com um “niimero maximo de iteragdes” nmax;
¢) Facak=l, 2, ..., nmax;

f(=1) .
JUCT

e) Calcule ABS (f(xy));
f) SE ABS (f(x;))< Eadm, ENTAO: x*=x,, ¢ encerra-se o processo.

d) Calcule xj = xj_; —

g) SENAO incrementa-se o valor de k e retorna-se ao passo “d”, desde que o niimero maximo de iteragdes

nmax ndo tenha sido atingido.
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Para 0 Método das Secantes, o algoritmo acima pode ser levemente modificado, ficando:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)

Sejam dados f(x), {"(x), Eadm;

Entre com x0, x1 e com um “ntimero maximo de iteragdes” nmax;

Facak=1,2, ..., nmax;

Calotle iy, = RSt R

Calcule ABS (f (Xj+1)):

SE ABS (f (xx+1))< Eadm, ENTAO: x*=Xy+1, € encerra-se 0 processo.

SENAO incrementa-se o valor de k e retorna-se ao passo “d”, desde que o nimero maximo de iteragdes

nmax ndo tenha sido atingido.

Usando o algoritmo de Newton, e programando em Basic, temos abaixo a solucéo para o polindomio y= x* + 10x?

+2x—15.

@

File Edit Run Setup Help

D H &P L{LE|>PFE| T LA @B F

ie Newoon”

€ Execution of: C\Users\usuario\ Documents\aulss\2020 \PLE202..  — [} X
File Edit

brograma para solugdo de fungio implicita pelo Metodo de Newbora
[EADM= 0.001

0= 1

INMAX= 10

RAIZ= 1.07691091

A implementacdo acima foi realizada em JustBasic, que ¢ um ambiente de programagdo em Basic gratuito e muito

util. Recomenda-se sua instalagdo ¢ aplicagdo. Duas estruturas de programagdo sdo muito uteis, tendo sido

aplicadas acima:

A estrutura FOR-NEXT, que estabelece um laco, onde um conjunto de comandos ¢ repetido um certo nimero de

VEZES;

A estrutura IF-THEN-ELSE-ENDIF, para testes 1dgicos ¢ tomadas de deciséo.

Outro comando que merece destaque € o de desvio, 0o GOTO, que desvia para um rétulo especificado. Notem que

no programa acima duas linhas de programacéo tinham rétulos: 100 e 200.

Programacao em BASIC - Armazenando Dados
Primeiramente, vamos considerar a estrutura de armazenamento por meio de matrizes ou vetores.
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DIM X (10)
O comando DIM dimensiona um vetor, no caso um vetor X(I), com 10 posi¢des.

Exemplo:

X[1 237475 X0
1 1 T 1 1
la 221 32! 48 53
Y [1.8 435994 [10.1]Y()

Y(4) =94

Y(2) =43
Laco de programacao
No Basic, o lago de programagio pode ser representado pelos comandos FOR-NEXT, com uma sintaxe que
deve envolver um contador, e um valor limite para que o lago seja executado.

Seja o somatorio abaixo:

5
ZX, =X+ X+ Xs + X+ Xs = X(D) + X))+ X(3) + X(4) + X(5)

=1
SomaX
Supondo que os valores de Xi foram previamente armazenados em um vetor de pelo menos 5 posicdes (através

de, por exemplo, DIM X(7)), entdo o somatdrio pode ser programado como:

SomaX =0
For1=1To5

SomaX = SomaX + X(I)
Next I

A variavel SomaX ir4 armazenar o valor do somatdrio procurado.

Suponha agora que se deseje somar o quadrado de N numeros. Entdo, matematicamente, pode-se escrever:

N
2.
I=1

!
SomaX?2

As linhas de programag@o serdo:
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SomaX2 =0
For=1ToN

SomaX2 = SomaX2 + X(I)?
Next I

Na Plataforma JustBasic, a programacdo do algoritmo acima pode ficar:

File Edit Run Setup Help

DEE & L& LE| bHadHsa 00 F
CLS
DIM X{10) x ¥ Brecution of: C\Users\usuario\Documents\aulas\2020 1\PLE 202... — [m] o
PRINI™ PROGRAMA PARA SOMRR C QUADRADC DE N NUMEROS"™
PRINT File Edit
PRINT™ ENTRADA DE DADOS™ PROGRAMA PRRA SCMAR O QUADRADC DE N NUMEROS ”~
INPUI™ ENTRE CCM 0 NUMERO DE DADOS -3 ";N
FOR Is1 IC N ENTRADA DE DADOS
INPUI"X(I)= ";X(I) ENTRE COM O NOMERO DE DADOS -> 2
NEXT I (T)= 1
PRINT ()= 2
SOMEXC=0 X (I)= 3
X(I)= 4
FOR T TC N
SOMAXC: MAXQ+X (L) "2 SCMA PARCIAL
PRINI" SOMA FRRCIAL™ =1
BRINI"I= ";I SOMAXQO= 1
PRINT"S50MRXQ= ";S5SCMAXQ
PRINT 5CMA PARCIAL
NEXT I =2
SOMAXO= 5
END
SCMA PARCIAL
= 3
SOMAXC= 14

SCOMR PRRCIAL
Lo
SOMAXC= 30

Em Python, possibilidades de resolugdo dos problemas pelos métodos de Newton e Secantes sdo apresentadas a

seguir:
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Método de Newton:

#Entrada
funcao = [] # @ = funcao, 1 = derivada

print(f'Escreva a func¢do implicita: ')
funcao.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a derivada da funcao implicita: ')
funcao.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a inicializacdo da variavel x: ')
x = float(input('>>> "))

print(f'Indique o erro admissivel: ')
eadm = float(input('>>> "))

fx
dx

eval(funcao[0@])
eval(funcao[1])

print(f"xi-1 = {x:10.2f} | f(xi-1) = {fx:10.2f} | f'(x-1) = {dx:10.2f}")

xtemp = x
fxtemp = fx
dxtemp = dx

x = xtemp - (fx/dx)

fx
dx

eval(funcao[@])
eval(funcao[1])

while abs(x - xtemp) > eadm:
print(f"xi-1 = {x:10.4f} | f(xi-1) = {fx:10.4f} | f'(x-1) = {dx:10.4f} | Erro = {abs(x - xtemp):10.4f}")

= xtemp - (fx / dx)
eval(funcao[0])

X
fx
dx = eval(funcao[1])

print(f'xi-1 = {x:10.4f} | f(xi-1) = {fx:10.4f} | f'(x-1) = {dx:10.4f} | Erro = {abs(x - xtemp):10.4f}\n")

print(f"Raiz aproximada: {x:10.5f} | f(x) = {fx:10.5f}")
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Método das secantes:

# Entrada
funcao =
varx = []
varfx = [

[1 # @ = funcao

1

print(f'Escreva a funcdo implicita: ')
funcao.append(input('>>> ').lower())

print(f'Escreva a primeira inicializa¢do da variavel x: ')
varx.append(float(input('>>> ")))

print(f'Escreva a segunda inicializacdo da variavel x: ')
varx.append(float(input('>>> ")))

print(f'Indique o erro admissivel: ')
eadm = float(input('>>> "))

print(varx)

for i in range(2):
x = varx[i]
fx = eval(funcao[0], {"x": x})
varfx.append(fx)
print(f"{x:10.4f} | f({x:2.4f}) = {varfx[-1]:10.4f}")

while abs(varx[-1] - varx[-2]) > eadm:
x = (varfx[-1] * varx[-2] - varfx[-2] * varx[-1]) / (varfx[-1] - varfx[-2])

# x = varx[-1] - (varfx[-1] * (varx[-1] - varx[-2])) / (varfx[-1] - varfx[-2])
fx = eval(funcao[0@])

varx.append(x)
varfx.append(fx)

print(f"{x:10.4f} | f({x:2.4f}) = {varfx[-1]:10.4f} | Erro = {abs(varx[-1] - varx[-2]):10.4f}")

print(f"Raiz aproximada: {varx[-1]:10.6f} | f(x) = {varfx[-1]:10.6Ff}")

Exercicios numéricos
1. Determine, utilizando método numérico, uma raiz para as fung@es. Inicialize o método com o valor 1.0:
a. f(x)=x3+3x%+10x—10
b. f(h)=h%®—0.5h2—15h +3
c. f(x)=1.4x*—4x
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Interpolacgao

Polinomio interpolador de Lagrange
Lagrange propds um polindmio interpolador que passa por (n+1) pontos conhecidos (Xo,y0), (X1,¥1), -.-., (Xn,¥n), de

modo que X¢£X1#....#Xn.

Desse modo, conhece-se yo=f(Xo), yi1=f(x1), ...., ya=f(Xn), € deseja-se encontrar p(x) tal que p(xo)=f(Xo), p(x1)=

f(x1), «vry pP(Xn)= f(Xn).

Este polindmio pode ser expresso por:

n
P = ) YLy
i=0

onde os coeficientes L; devem ser tais que Li(xk)=1 quando i=k, e L; (xx)=0, se i#k.

H?:o(x = X;)
_ J#i

bl = [Tj=o(x; — x7)
Jj#i

Por exemplo, para 4 pontos (Xo,yo), (X1,¥1), (X2,¥2), (X3,¥3), pode-se escrever:

p(x) = Loyo + Liy1 + Loy, + L3ys

(c = x9). (x — x2). (x — x3)

10 = G- (o — ). (o — 29
L (x) = (x = xp). (x — x3). (x — x3)
(1 = %) (21 — x2). (X1 — X3)
L,(x) = (x = x0). (x = x1). (x — x3)
(xz = x0)- (x2 = x1). (X2 — x3)
Ls(x) = (x = x0). (x = x1). (x — x3)

(x3 = x0)- (x5 = x1). (X3 — x3)

Exercicio resolvido
Suponha que foi realizada uma batimetria para avaliar a profundidade de um rio. A primeira medida foi realizada

na extremidade esquerda, € a tltima na extremidade direita (profundidade zero) (as margens direita e esquerda
sdo convencionadas com base no sentido do fluxo, com o observador olhando para jusante). A partir das N+1
medicdes, deseja-se aplicar um polindmio interpolador de grau N para refinar a avaliagdo do fundo do rio,
tomando-se intervalos regulares Ax (discretiza¢do). Este problema esta resolvido a seguir, utilizando-se
plataforma Excel.

No exercicio, as medi¢des foram efetuadas a cada 50 cm (indicadas pelas setas), e suponha que se deseja refinar

para intervalos de 10 cm (tragos menores).
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Lol |

Pontos | nivel % w0 [L§ (F] B w 5 s w 8 2{x)
AG 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00
AL 050 | 0,40 0,10 0,56 112 478 224 2,07 131 058 013 001 0,08
A2 1,00 | 1,0 0,20 0,29 154 20 288 24 140 058 014 002 0,14
Az 150 | 240 0,20 0,13 15 153 172 158 095  -0M0 010  -0,01 0,20 -0,50
AL 2,00 | 2,60 0,40 0,04 131 076 08 071 044 018 004 0,00 0,23
As 250 | 2,20 0,50 0,00 100 000 000 0,00 00 000 000 0,00 0,40
A6 3,00 | -180 0,60 001 069 060 0,58 043 025 010 00 0,00 0,55 —-1,00
a7 350 | 1,20 0,70 002 042 093 07 057 03 01z 003 0,00 07 £
As 400 | 000 0,80 001 022 116 -0,66 048 027  oa1 0,02 0,00 0,54 7 1.50
0,90 000 0,08 114 038 02 014 005 001 0,00 1,16 i
1,00 000 000 10 00 000 000 000 000 0,00 1,40 2
Construir um polinémio que 1,10 000  -0,04 0,78 039  -022 011 -004 001 0,00 168 z 2,00
represente o leito de fundo 1,20 000 004 054 072 034 017 006 001 0,00 1,86
T : 1,30 000 0,03 031 094 024 015 006 001 0,00 2,07
de um rio, a partir de 1,40 000 002 013 103 022 009 005 001 000 2,25 -2.50
medig8es de profundidades , 1,50 0,00 0,00 0,00 1,00 0,00 0,00 0,00 0,00 0,00 -2.40 !
tomadas em intervalos 1,60 000 001 007 08 027 010 003 001 0,00 251
e 1,70 0,00 0,02 0,09 0,66 0,55 -0,16 0,05 -0,01 0,00 -2,59 -3,00
regulares. Iniciar em uma das 1,80 000 001 008 0,42 078 018 005 0,01 0,00 263 Distancia(m)
margens, adotar intervalos 1,90 0,00 0,01 0,08 0,19 0,54 -0,13 0,03 -0,01. 0,00 -2,63
de 0,1 m, até atingir a 2,00 000 000 000 000 1,00 000 000 000 0,00 260 —~P(x) -® Pontosde medida
T 2,10 000 001 003 -om 0% 019 00 o0 0,00 2,55
margem oposta. 2,20 000 001 005 015 078 042 008 001 0,00 247
2,30 000 001 005 015 0,55 066 009 0,02 0,00 239
2,80 000 001 003 010 027 08 007 001 0,00 229
2,50 000 000 0g0 000 0,00 100 000 000 0,00 220
2,60 000 001 003 009 022 1,03 01z 002 0,00 211
2,70 000 001 -006 016 -034 03 031 -0,08 0,00 2,02
2,80 000 001 006 017 03 072 058 004 0,00 185
2,30 000 00 00 01 022 03 0@ -0 0,00 1,87
3,00 000 000 000 000 000 000 100 000 0,00 -1,80
3,10 000 -0,01 005 -014 026 038 114 008 0,00 172
3,20 000 002 o1 027 048 0,66 116 022 001 1,63
3,30 000 0,03 013 -033 057 074 099 042 002 1,52
3,40 000 002 010 035 043 054 060 065 0,01 138
3,50 000 0,00 0,00 0,00 0,00 000 000 1,00 0,00 1,20
3,60 000 004 018 044 -071 08 07 13 0,04 0,20
3,70 001 010 040 097  -158 179 45 1,53 013 073
3,80 002 014 058 140 224 248 202 1,54 0,29 045
3,90 001 013 054 131l =207 224 175 1,12 0,56 0,20
2,00 000 000 000 000 0,00 000 000 000 1,00 0,00

Figura 7- Interpolagdo aplicada & batimetria de um riacho.

A estimativa de x* a partir de um polindmio de Lagrange pode-se tornar repetitivo e enfadonho, a depender da
dimensdo do problema. Assim, sua implementagdo computacional ¢ indicada.

Exercicio resolvido

Construir um polindmio de Lagrange passando pelos pontos (1, 1); (2, 4); (3, 9)

Resolugdo:

Aplicando a equagdo do polindmio de Lagrange, temos:

(x—2).(x—-3) (x—1).(x—3) 9 x—1).(x—2)
-3y "o ne=at""G-n3=-2

Py(x) =1+

Realizando-se os procedimentos algébricos necessarios a determinagdo do polindmio, temos que:

Py(x) = x?
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O coédigo em Basic para estimativa de p(x*), sendo p(x) um polinébmio de Lagrange, esta apresentado a seguir,
juntamente com sua execugdo.

o !

File Edit Run

up Help

s PlL B >PE B AAQOR ECIDOS PELO A
& -A T* PROGRAMA PARA ES
PRINT

PRINT

TIMATIVA DE B(X*) A BARTIR DE POL

DE LAGRANGE PARA N+l PO

@ Execution of: C:\Users\usuario\ Documents\aulss\2020 1\PLE 2020UUST BASIC\LAGRANGE 1.bas complete.
File Edit

- a x

PROGRAMA PARA ESTIMATIVA DE P(X*) A PARTIR DE POLINOMIO DE LAGRANGE PARA N+l PONTOS (N<l10)

ENTRE COM AS MEDIGOES DISPONIVEIS
DIGITE O NUMERO DE MEDIGOES -> 3

PONTO I= 1
(I)= 1
= mxx (I)= 1
PONTO I= 2|

(I)= 2
(T)= 4

PONTO I= 3

(I)= ¢

fr (I)= 16

DIGITE O VALOR DE X* PARA ESTIMATIVA DE P(X*)= 3

A ESTIMATIVA E -> 9

Para codificar o calculo efetuado na planilha Excel, pode-se facilmente inserir um lago externo, e também se deve

dimensionar as matrizes (vetores) correspondentes. O codigo abaixo apresenta a solugéo.
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CLS

PRINT" PROGRAMA PARA ESTIMATIVA DE P(X*) A PARTIR DE POLINOMIO DE LAGRANGE
PARA N+1 PONTOS (N<10)"

PRINT

PRINT" FORNECE VALORES DE P(X*) PARA UMA DISCRETIZACAO MAIS REFINADA DX"

PRINT

DIM Y(10),X(10),L(10),XR(100),FR(100)

PRINT

PRINT" ENTRE COM AS MEDICOES DISPONIVEIS"

INPUT" DIGITE O NUMERO DE MEDICOES -> "; NM

PRINT

FOR I=1 TO NM

PRINT" PONTO I=";I

INPUT "X(I)=";X(I)

INPUT "Y(I)=";Y(I)

PRINT

NEXT I

PRINT

INPUT" DIGITE O VALOR DE X INICIAL PARA ESTIMATIVA DE P(X*)=";XX

INPUT" DIGITE A DISCRETIZACAO REFINADA = ";DX

INPUT" DIGITE O NUMERO DE INTERVALOS DESEJADOS = ":NINTERV

FOR K=1 TO NINTERV+1 e

XR(K)=XX+(K-1)*DX - : |

PRINT AL 5 WinhG T SR o3 i

FOR =1 TO NM {i 1 _

NUM=1 oo 1= 2

DEN=1 -

FOR J=1 TO NM SR

IF(J<>I) THEN . hnrer————
NUM=NUM*(XR(K)-X(J)) i b s St
DEN=DEN*(X(I)-X(J)) i

END IF s me

NEXT J

L(I=NUM/DEN ; L

NEXT I ez B B

FOR I=1 TO NM

FR(K)=FR(K)+Y(1)*L(I) Pl o
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NEXT I

PRINT"XR=";XR(K);

PRINT" FR= ";FR(K)

NEXT K

OPEN "SAIDA1.OUT" FOR OUTPUT AS #1
FOR I=1 TO NINTERV+1

PRINT #1.XR(I);
PRINT #1." "
PRINT #1.FR(])
NEXT I

CLOSE #1

END

Encoraja-se os leitores a implementarem o cédigo acima, e atentarem para a estrutura de I/
O (entrada/saida) adotada para salvar os resultados em um arquivo, com nome fornecido pelo usuario. A
execugdo do programa estd apresentada na janela ao lado. Notem a discretizagdo refinada adotada, com
incrementos de 0,5 a partir de 1, gerando assim valores de x de 1; 1,5; 2; 2.5; 3; 3,5, 4; 4,5; 5. Temos um total
de nove niumeros, uma vez que foram adotados na simulagéo oito intervalos.

O arquivo de saida “saidal.out” tem o seguinte formato:

| *SAIDAT - Bloco de Notas
Argquive  Editar  Formatar  Exibir  Ajuda
1 1

1.5 2.25

2 4

2.5 6.25

3 9

] 12.25

4 16

4.5 28.25

5 25

Mais detalhes podem ser encontrados no HELP do JustBasic, disponivel em:
file:///C:/Program%?20Files%20(x86)/Just%20BASIC%20v2.0/jb2help/ib20help.html.
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Just BASIC v2.0 Help
Copyright 1992-2018 Shoptalk Systems

Quick Start Guide

Getting Started

Overview
Inst: and Uninstalling

The Just BASIC Editor
Writing Programs
Editor Preferences
FreeForm

Creating a Tokenized File
Using the Runtime Engine
Icon Editor

mu;l Key Constants
Error Messages
TroubleShooting

s Advanced Environment Features

Compiler Reporting

Using a Different Code Editor
The Just BASIC INT file
Error Log Explained

s Lanpuage Syntax and Usage

Exercicio complementar

W
o
o)
o

B

nd

OUTPUT
Files opened for OUTPUT can be written to sequentially. If a file opened for OUTPUT does not exist, it will be created. If the file does exist
on disk, the previous contents will be overwritten. and therefore lost. Care should be taken when opening files for OUTPUT so that eritical

data is not accidentally erased. See Testing For File Existence.

Data is written to a file opened for OUTPUT with a PRINT statement. A line delimiter or carriage return is written to the file with each
PRINT statement. The carriage return may be suppressed by ending the line of code with a semi-celon.

Example Program:

Utilizando a formulagdo de Lagrange, apresente a solugdo analitica para um polindmio linear passando pelos

pontos (X1, Y1) € (X2,y2).

A seguir ¢ apresentada uma versdo do algoritmo solucionador de interpolagdo pelo método de Lagrange

utilizando a linguagem Python:

S Y X
n
—
—

int(input("Qual o nuimero de pontos desejado? "))

xint = float(input(“"Para qual valor deseja interpolar? "))

i=20

print('Insira os valores conhecidos para x e y.")

while i < n:

x.append(float(input("x:
y.append(float(input("y:

i+=1
k=90
for k in range(9, n):
num = 1
den =1
i=0

for i in range(0, n):

if i 1= k:

"

"

)
)

num *= (xint - x[i])
den *= (x[k] - x[i])

1.append(num/den)

p=o

for i in range(len(l)):

p += 1[1]*y[1]

print(f'0 valor interpolado para x

= {xint} é y = {p:.2f}")

Matematica Computacional aplicada a Engenharia Agricola

48



Exercicios numéricos
1. Estabelecer o polindmio de Lagrange que passe pelos pontos (0.2), (1.4). (2,3).

2. Estabelecer o polinomio de Lagrange que passe pelos pontos (0,2), (1,5), (3,8), (5, 2).
3. Estabelecer o polindmio de Lagrange que passe pelos pontos (0,3), (2,6), (3,2), (4,8). Plote este polindmio

no Excel, no intervalo [-1, 5], com discretizagdo de 0,5.

Exercicios computacionais

Motobombas Centrifugas Monoestagio

BC-22 - Rotor fechado

Aplicagbes Gerais:

Irrigacao, abastecimento predial, sistemas de refrigeragao,
sistemas de prevengao e combate a incéndio, industrias.

7 CARACTERISTICAS HIDRAULICAS

Abura Manométrica Total (m.ca.)
[BlE[a[=[a[s[a[s]s[a]elelw]s[e[a]a]x]
' e s e .o

1 3 w2197 |92 )8 |81 175]|68]) 61|52 =
BC2RIA 4 x [ R ] 48 8 . * [ 107)1%03]99 |94 |89 |84]79 |73 |67 605243
) x » T |1 bi] 3 B | * “ ANy jes o4 |0t 97 |94 |90 86|82 |77 |72 |67 |6 |55

1. Estabelega um polinbmio para representar a curva da bomba de 3 CV, adotando trés pontos da Tabela.
A curva da bomba deve apresentar como varidvel independente a vazdo e como varidvel dependente a

“altura manométrica”.
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Integracdo Numérica
A integral de uma fungdo continua f(x), em um intervalo fechado [a,b], corresponde a area compreendida entre
a funcdo e o eixo dos x na figura 8.

y=f(x)

'

a b X
Figura 8- Representacdo grafica da integracdo de f(x).

Suponha agora que se adotou uma discretizagdo uniforme Ax para o intervalo [a,b]. entdo, pode-se escrever a
seguinte aproximagio:

b
1= ff(x)dx = Zf(x)Ax

desde que o intervalo Ax seja pequeno.

A aproximacdo acima € particularmente til quando nfo se conhece a expressio analitica de f(x), porém se dispde
de estimativas de f(x) em pontos x especificados.

Método dos Trapézios

O Meétodo dos Trapézios pode ser desenvolvido a partir da equagio anterior, considerando os trapézios
formados a partir da interpolagdo linear entre dois pontos f(x;) e f(x; + Ax), conforme a Figura 9.

Figura 9- Discretizacéo do intervalo [a,b].

Discretizagédo

Ax Ax Ax Ax Ax
I= T(f(xo) +f(xy)) + T(f(xl) +f(x) + - (FCe) + fxz)) + - (fCea) + fx) + — (FGea) + f(xs))

A
I = Tx(f(xo) +2f (r1) + 2 (x2) + 2f (x3) + 2f (x4) + £ (x5))
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n—1

\ _
1= f) +2 Z £ + ()

i=

b—a
Ax = - = X0, X1, ey Xn—1, Xn

n — intervalos

Exercicio resolvido

Aplicar o Método dos Trapézios para estimar a integral de f(x) =x2, no intervalo [0;4]. Adotar primeiramente uma
discretizagdo Ax igual a 1. Em seguida, repita o processo para Ax igual a 0,5. Compare as solu¢des aproximadas,
e calcule também a solugéo analitica. Quantos pontos foram considerados para estimativa da integral, em cada
discretizacdo? E quantos intervalos?

Fungao: fix)=x* Solugao analitica: Solugao numeérica:
Intervalo: [0:4] 1=x"3/3 Ax=1 Ax=0.5
Discretizagoes: [1;0.5] 21.333 X fix) X f(x)
0.00 0.00 0.00 0.00
1.00 1.00 0.50 0.25
2.00 4.00 1.00 1.00
3.00 9.00 1.50 2.25
4 16.00 2.00 4.00
2.50 6.25
3.00 9.00
3.50 12.25
4.00 16.00
1=1/2* (0 +2*{1+4+49) + 16)) 1=0.5/2* (0 +2*%(0.25+1+2.25+4+6.25+9+12.25) + 16))
I= 22 I= 215

Discussao a respeito da discretizacao do intervalo de integracao
Os procedimentos de integragdo discutidos até o momento requerem a discretizacdo do intervalo de interesse [a.b]

. . b—a ( , .
em subintervalos de comprimento Ax = — onde n ¢ o numero de subintervalos.

Vamos fixar este procedimento, focando apenas na construgéo do intervalo discretizado.
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Aplicacio: Estimar os valores de x; no intervalo [a,b], obtidos a partir da discretizacdo do intervalo em n
subintervalos. Elaborar um programa em Basic para armazenar esses (n+1) valores de x;. Utilizar o comando
INPUT para entrada de a, b e n.

A programagao para a aplicagdo acima esta transcrita abaixo (Rotina 1):

‘l%l’ Just BASIC 2.0 [Freeware] - C:\Users‘\usuario\DownIDads\DISCREI'IZAgﬂO.bas
File Edit Run Setup Help

D2 E &L, nE|>YE T AL

CLS
DIM X (100)

PRINT "PROGREMA PARA DISCRETTIZACAC DE UM INTERVALC [RA;B]"
INPUT "&= ";2

INPOT “B= ":;B

INPOT "N= ";N

D¥={B-&) /N

FCR I=1 TC R+l

00 (I) =&+ (I-1)*DX

NEXT I

ERINT

ERINT"RESULTADO= ™

FOR I=1 TC N+l

PRINT"X{I)= ";¥X(I)

NEXT I

END

Aplicacio: Com base na discretizagdo obtida no exercicio anterior, calcule o valor de y(x)=x"2 em cada um dos
pontos da discretizagdo. Elabore um programa em Basic para realizar tal calculo e exibir na tela.

A rotina computacional para solugdo estd apresentada a seguir (Rotina 2).
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12} Just BASIC v2.0 [Freeware] - C:\Users\usuariD\DUWHIUEdS\DISCREI'IZACf\O EM FUN';JS«O.bas
File Edit Run Setup Help

DE A& P E|PFE HAILA QO

CLS

DIM X(100),%(100)

PRINT "PROGRAMA PARA DISCRETIZACAC DE UM INTERVALD [&;B] E CALCULD DE T=X*2"
INPUT "&= ":A

INPUT "B= ";B

INPUT "N= ";N

D= ({B-B) /N

FOR I=1 TC H+1

M (I}=R+(I-1)*Dx

INEXT I

FCOR I=1 TC W+l
Y(I)=X(T)"*2

INEXT I

ERINT
ERINT"RESULTADO= "
FOR I=1 TC NW+1

PRINT"X (I)= ";X(I)
PRINT"Y (I})= ";¥(I)
DRINT

NEXT T

END

Implementa¢do complementar em Basic
Implementar a rotina computacional (Rotina 3) abaixo, para realizar a integral de A*X”2 +B*X+C no intervalo
[L1;L2].

CLS

DIM F(100),X(100)

PRINT “VAMOS CALCULAR A INTEGRAL DE
A*X"2+B*X+C NO INTERVALO [L1; L2]”
INPUT “ DIGITE O VALOR DE L1=*; L1
INPUT “ DIGITE O VALOR DE L2="; L2
INPUT * DIGITE O VALOR DE A=*; A
INPUT “ DIGITE O VALOR DE B=“; B
INPUT “ DIGITE O VALOR DE C=*; C
INPUT * DIGITE O VALOR DE N=*; N
VX=(L2-L1)/N

SOMAF=0

X(0)=L1

FORI=0 TON

X(I+1)=X{1)+VX

NEXT I

FORJ=0 TON

F()=A*X(J)"2+B*X()+C

NEXTJ

FOR I=1 TO N-1

SOMAF=F(I)+SOMAF

NEXT I
K=(VX/2)*(F(0)+2*SOMAF+F(N))
PRINT “; K

END
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Considere um processo iterativo tal que:

Dx© = DXI  DXI DXl
i T
DXI DXI
DXV = — = —
21 2

DXI  DXI
DX@) = — = —_
22 4

A rotina computacional pode ser escrita como:

CLS

DIM F(100),X(100)

PRINT “VAMOS CALCULAR A*X"2+B*X+C”
INPUT “ DIGITE O VALOR DE L1=; L1
INPUT * DIGITE O VALOR DE L2=*; 1.2
INPUT * DIGITE O VALOR DE A= A
INPUT “ DIGITE O VALOR DE B=*; B
INPUT “ DIGITE O VALOR DE C=*; C
INPUT “ DIGITE O VALOR DE N=*; N
DXI=(B-A)/N

NI=N

FOR K=0 TO NINTER

DX=DXI/(2°K)

N=(2"K)*NI

FORI=1 TON

X(I+1)=X(I)+DX

NEXT I

FORI=0 TON

F(D=A*X(1)"24+B*X(1)+C

NEXT I

SOMA=0

FOR I=1 TO N-1

SOMA=SOMA+F(I)

NEXT I
INTEG=(DX/2)*(F(0)+2*SOMA+F(N))
END

Inserir no programa anterior um lago externo para o processo iterativo. NITER = 50. Incluir um alerta ao usuério
quando o programa ndo conseguir em NITER iteragdes.
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Teste de convergéncia

Tomar por base E4puy

ERRO = ABS(INTEG(K + 1) — INTEG(K))
Exercicios complementares:

a) Resolver as integragdes numéricas de X2 ¢ A*X"2 +B*X+C de forma manuscrita e em Excel. Adote o
intervalo de [0,5] e discretizagdo de 0,5.

b) Implementar as rotinas computacionais 1, 2 e 3 em plataforma JustBasic;

¢) Rodar as rotinas computacionais 1,2 ¢ 3 implementadas.

A rotina abaixo foi elaborada para céalculo da integral numérica de um polindmio de grau 2.

ﬂ’ Just BASIC v2.0 [Freeware] - ChUsers\usuano\Downloads\discretizacdo completa 2.bas
File Edit Run Setup Help

D2 H S|P LBE|>WE EHAIAIQF

CLs

PRINT"CROGEAMA PARL ESTIMAR A INTEGRAL DA SECUINTE FUNGAD: XX®+BE+C"
PRINT

DIM X({l000), F{loon), INTEG(lO0O

PRINT

PRINT"VAMOS COMECAR INSERINDG ¢ INTERVALO DE INTEGRAcHD: -
FRINT

INEUITLl= ";L1

INEUT"L2= ";L2

INEUT"VALCE DE 2= "; L

INPUT"VALCOR DE B= *; B

INPUT"VELOR DE = ": C

IHPUT"DISCRETIZACAC PARR DX= "; OX

li={L2-1.1) /TX

ERINI "N= ":N

% (1) = L1

FRINT "K({l)= ";X{1)

INT = @

FOE I= 1 IC N

5 (T+1)=X{I)+D%
PRINT"¥= "; X{I+1)

NEXT I

FOR I=1 TC H+l
F(I)=B¥K (1) ~Z+B¥E (T} 4
PRINI"F= "; F{I}

NEXT I

ERINT

INTEG{l)= F{l}*T%/2
INTEG {li+1)= F{l+1)%D%/2

FOR I= 2 IC N
INTEG (Ij= DHAF(T)
NEXT T
ERINT

FCE I= 1 TIC N+l

INT= INT+INIEG(I)

MEXT I

FRINT

ERINT" B INTEGEAL ESTIMAD
HD

L=l
[
I
]
-
H
e
I

A execucdo manual de parte deste programa, até o calculo de F(I) est4 apresentada a seguir:
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X xoy @  xe x| [X(2000) |
F I I I I I I |
INTEG I I I I I I |
L1= 0
L2= 2
= 0
- 1
c= 0
DX= 0.5
N=(2-0)/0.5= 4
X(1)= 0
"X(1)=0"
INT=0
I=1
X(2)= X(1)+DX= 0.5
I=2
X(3)= X(2)+DX= 1.0
1=3
X(4)= X(3)+DX= 15
I=4
X(5)= X(4)+DX= 2.0
=1 F(1)= 0
1=2 F(2)= 0.5
1=3 F(3)= 1.0
I=4 F(4)= 15
I=5 F(5)= 2.0
X | 0| 0.5] 1.0| 1.5| 2.0]
F | 0| 0.5] 1.0| 1.5] 2.0]
1 2 3 4 5
....... (CONTINUAR...)

E importante observar a construgio da discretizagdo, sendo armazenada no vetor X(I), onde I ¢ a posi¢io do
registro numérico no vetor. Os lagos FOR-NEXT possibilitam o preenchimento gradual do vetor X com os

elementos da discretizagéo, além do calculo e armazenamento de F(I). Para o exemplo em questio, temos:
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Ji ] 2 4 3
X(I) 0 0,5 1,5 2
)i 1 2 4 5
F(I) 0 0,5 1.5 2

que sdo iguais, uma vez que a funcio adotada foi F(x) = x.

A escolha da discretizacdo Ax ¢ decisiva para a precisdo da estimativa. Assim, & medida que se refina a
discretizacdo, dividindo-se o intervalo em um maior nimero de subintervalos, obtém-se estimativas cada vez mais
precisas. Para otimizagdo da escolha da discretizagdo, ¢ necessario assumir um erro admissivel para o processo,
que pode ser estimado a partir do valor absoluto da diferenca entre estimativas sucessivas, para diferentes

discretizagdes, como visto anteriormente.

Um possivel critério ¢ adotar uma progressdo geométrica de tamanho de subintervalos, com fator 1/2 (por
exemplo), e um processo iterativo para estimativa sucessiva das integrais, como ja mostrado acima, e repetido
aqui.

(k)
AxE+D) = Ax

Elaborou-se a rotina abaixo, construida a partir da rotina anterior, adicionando-se um lago externo a todo
processo (FOR K=1 TO 50; .....NEXT K) para controlar o célculo da discretizagdo desejada. Além desta
modificagdo, foi necessario armazenar as diversas estimativas de integral, no vetor INTEGR(50), com 50 posicdes

de armazenamento, correspondendo ao numero de iteragdes.

Tomando por base agora um erro admissivel, especificado pelo usuario (EADM), inseriu-se também uma
sequéncia de dois testes 16gicos IF-THEN_ENDIF, para testar a convergéncia do processo iterativo, quando o
erro calculado se tornar menor ou igual a EADM. Percebam que este teste s6 deve ser realizado a partir da segunda
iteragdio (K=2), para que se disponha de estimativas de integrais sucessivas INTEGR(K) e INTEGR(K-1), onde
K ¢ a variavel inteira que controla o processo iterativo. A rotina esta apresentada abaixo, incluindo um desvio

através de GOTO, para interromper o processo iterativo quando a convergéncia for obtida:
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DIM X(1000), F(1000), INTEG(1000),INTEGR(50)

PRINT
PRINT"VAMOS COMECAR INSERINDO O INTERVALO DE INTEGRACAO: "
PRINT
INPUT"L1=":L1
INPUT"L2=";L2
INPUT"VALOR DE A="; A
INPUT"VALOR DE B="; B
INPUT"VALOR DE C="; C
INPUT"DISCRETIZACAO PARA DX INICIAL="; DX
EADM=0.001
FOR K=1 TO 50
DX=DX/K
N=(L2-L1)/DX
PRINT "N=";N
X(1)=LI1
PRINT "X(1)=":X(1)
INTEGR (K) =0
FORI=1TON
X(I+1)=X(1)+DX
PRINT"X="; X(I+1)
NEXT I
FOR I=1 TO N+1
F(I)=A*X (1) 2+B*X(I)+C
PRINT"F="; F(I)
NEXT I
PRINT
INTEG(1)= F(1)*DX/2
INTEG(N+1)= F(N+1)*DX/2
FORI=2TON
INTEG(I)= DX*F(I)
NEXT I
PRINT
FOR I= 1 TO N+1
INTEGR(K)= INTEGR(K)+INTEG(I)
NEXT I
PRINT
PRINT "ITERACAO K="; K
PRINT" A INTEGRAL ESTIMADA E="; INTEGR(K)
IF K>1 THEN
ERRO=ABS(INTEGR(K)-INTEGR(K-1))
PRINT "ERRO=";ERRO
IF ERRO<=EADM THEN
PRINT "O PROCESSO CONVERGIU EM K= ";K;"ITERACOES"
PRINT "A INTEGRAL E:";INTEGR(K)
GOTO 100
END IF
END IF
NEXT K
100 END
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A seguir é apresentada uma versio de algoritmo em linguagem Python:

from time import sleep

valores_x = []
valores_fx = []
valores_integral = []
erro = 999

intervalo = float(input("Insira o delta X inicial: "))

limite_inferior = float(input("Indique o limite inferior da integral: "))
limite_superior = float(input("Indique o limite superior da integral: "))

eadm = float(input('Informe o erro admissivel: '))
funcao = input("Escreva a funcao: ")

i=limite_inferior
# intervalo = (limite_superior-limite_inferior)/dx
while i <= limite_superior:

x=1i

valores_x.append(x)

fx = eval(funcao)

valores_fx.append(fx)

i+=intervalo

print('\nvalores da funcao:')
for j in range(len(valores_fx)):

print(f'f({valores_x[j]:8.4f}) = {valores_fx[j]:8.4f}")

# sleep(0.5)

somatorio = @
for k in range(len(valores_fx)=-1):
if k == @:
continue
somatorio += valores_fx[k]

integral = intervalo * ((valores_fx[0]/2) + somatorio + (valores_fx[-1]/2))

print(f'Integral: {integral}')
valores_integral.append(integral)

while erro > eadm:
valores_x = []
valores_fx = []
intervalo = intervalo/2
i = limite_inferior

# intervalo = (limite_superior - limite_inferior) / dx

while i <= limite_superior:
X =1i
valores_x.append(x)
fx = eval(funcao)
valores_fx.append(fx)
i += intervalo

print('\nvalores da funcao:')
for j in range(len(valores_fx)):

print(f'f({valores_x[j]:8.4f}) = {valores_fx[j]:8.4f}")

# sleep(0.1)

somatorio = @
for k in range(len(valores_fx) - 1):
if k == 0:
continue
somatorio += valores_fx[k]

integral = intervalo * ((valores_fx[@] / 2) + somatorio + (valores_fx[=-1] / 2))

print(f'Integral: {integral}')

valores_integral.append(integral)

erro = abs(valores_integral[-1] - valores_integral[-2])

print(f'\nvalor da integral calculada numericamente\nI
{erro:.4f} < {eadm}')
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Exercicios numéricos

L.

Determinar numericamente a integral para as seguintes equagdes:
a. f: x? dx
b. folo 2x% —4x +12dx
C. foz(x2 + 2x + Ddx

Exercicios computacionais

1.

Implementar as rotinas para determinacdo de integracdo numérica e realizar a integracdo das fungdes
abaixo, nos intervalos especificados. Construir o grafico do processo de convergéncia, relacionando a

iteracdo K com o ERRO associado.
a. I = foz(x2 + 2x + 1)dx

b. = [)(3x% = 3x + 3)dx
Atualizar a rotina anterior para integrar polindmios de terceira ordem. Em seguida, realizar a integragdo
da funcdo abaixo, no intervalo especificado. Construir o grafico do processo de convergéncia,
relacionando a iteragdo K com o ERRO associado.

a. 1= [1(3+2x+ Ddx
Atualizar a rotina denominada “discretizacdo completa 2.bas” para realizar a integragdo numérica a partir
de valores de F(I) fornecidos pelo usudrio, a partir de medigdes experimentais obtidas com base em uma
discretizacdo Ax de um intervalo [a;b] especificado. Em seguida, estimar a integral numérica oriunda

das seguintes medicoes:

X(1) 0.0]2040(6.0]8.0

F(I) 00]32]7.6(5.0]0.0

4. Resolver as integragdes numéricas de X2 e A*X"2 +B*X+C em Excel. Adote o intervalo de [0,5] e

discretizacgdo de 0,5.
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Derivacao numérica

A aproximagdo numérica para uma derivada de primeira ordem pode ser expressa com base na expressao

estabelecida para o calculo diferencial. Seja f(x) uma funcéo continua. Pode-se escrever que:

f(xo + Ax) — f(x0)
Ax

f (o) = Alalclllo

Considerando que
X1 = X + Ax
Entao

[ = f(x0)

f’(xo) = Ax

Seja agora uma discretizagdo Ax de x no intervalo [a;b], de modo que
Xig1 = X; + Ax
Entao,

f i) = f ()

f )= A

que pode ser chamada de aproximagdo “progressiva” para a derivada primeira de f(x;). No caso de uma
aproximagdo “regressiva’, teremos entdo:

oo F ) = )
f )= R wa—

Para uma derivada de segunda ordem, lembrando que esta representa a variacdo da derivada primeira, podemos
combinar as expressdes anteriores, estimando a variagdo de estimativas progressiva ¢ regressiva em torno no ponto

Xi.
Teremos, entdo:

[Op) = f ) f) — f(xi—1)

TN Ax Ax
f ()= Ar

E, dai:
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[ i) = 2 () + f(xi-1)

o) =

Ax?

Diversas podem ser as condi¢des de contorno a serem utilizadas nas derivacdes numéricas, e na solucéo de

equagdes diferenciais. Neste documento, focaremos apenas nas condi¢des de contorno de “valores conhecidos’

para a fungdo desejada.

Exercicio resolvido

)

Com base em um esquema progressivo, estime as derivadas nos pontos internos de x no intervalo [0;10], com
discretizagdo unitaria. Os valores da fungdo f(x) estdo apresentados na tabela abaixo.

f(x)

W oo~ O Uk WK R O|X

10

1
7
-27
-53
-79
-99
-107
-97
-63
1
101

150

100

11

-100

-150

Aplicando-se os conceitos de derivada primeira progressiva e regressiva temos que:

X filx) f'(x) - Progressiva f'(x) - Regressivo

0 1 150
1 -7 -20 -8

2 -27 -26 -20

3 -53 -26 -26

4 -79 -20 -26

5 -89 -8 -20

6 -107 10 -8

7 -97 34 10

8 -63 64 34

9 1 100 64 -150
10 101 ——Fungdo -+ Derivada progressiva ---+--- Derivadaregressiva
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Com a determinagdo da derivada segunda para a fung¢éo, temos:

% filx) '(x)

0 1 150
1 -7 -12 100
2 -27 -6

3 -53 0 #
4 -79 6 0
5 -99 12

6 -107 18 30
Fi -97 24 100
8 -63 30

9 1 36 -150
10 101 ——Funcdo —— Derivadasegunda

O Programa “Derivacao numerica 2.bas” esta listado abaixo, para o calculo da derivada numérica de segunda
ordem:
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ﬁl’ Just BASIC v2.0 [Freeware] - CiUsers\usuariotDownloads\DERVACAD NUMERICA 2.bas
File Edit Run Setup Help
D2 A& L« B >PFE HELsA GO F
LS
DIM X (100), F(100), FLL(100)
PRINT "ESTIMATIVA DE DERIVADAS NUMERICAS DE SEGUNDA ORDEM"
PRINT "™
INPUT "NUMERO DE PONTOS: "; NP
FNEUT "DX: " DX
FOR I=1 TOQ NF
INEUL ™¥= "; X{L)
INFUT "F= "; F(I)
EEINT""
NEXT I
FOR I=2Z TO NE-1
I)= (F(I+1)— 2*F(I)+F(I-1))/DX~2

FLL (
INEXT I
ERTNE™™
PRINT "RESULTADOS: ™
FOR I=2 TO NPE-1

PRINT "X (I)= "; X{(I)
PRINT "FLL(I)= "; FLL(I)
PRINT""™

NEXT T

END

Problema de fluxo e distribuicio de cargas hidraulicas em aquiferos

Dentre as principais aplicagdes das derivadas numéricas esté a solugéo de equagdes diferenciais, totais ou
parciais.

Tais equagdes tém larga aplicagdo em Engenharia Agricola e Ambiental, tais como a simulagéo de escoamentos
em meios porosos, simulagdes de niveis fredticos em sistemas de drenagem subterranea, transporte de poluentes,
fluxo de calor, dentre outras.

Um exemplo de Equagdo Diferencial para escoamento em meios porosos é a Equagdo de Poisson, expressa em
uma dimensdo como:

d%h R
dxz2 T
sendo h a carga hidraulica em um meio poroso (igual a aproximadamente a altura de pressdo da dgua), R € taxa

de recarga ou extragido (vazdo por unidade de area), e
T - Transmissividade do aquifero = kb (k - Condutividade hidraulica do meio poroso; b - espessura do aquifero)

As equagdes diferenciais requerem a adogdo de condigdes de contorno para sua solugdo definida. No caso da
Equagdo de Poisson, podem ser de carga h conhecida ou de fluxo especificado.
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A solug@o numérica da Equacdo de Poisson em uma dimensdo pode ser escrita como:

1
h; = _<hi+1 +hig +

2

RAx2>

Aplicacéo: Estimar as cargas hidraulicas h ao longo de uma sec¢éo transversal de um aquifero poroso, através da

solu¢do numérica da Equagdo de Poisson. Considere que as cargas hidraulicas sdo conhecidas nas extremidades

da sec¢do de estudo, e que o aquifero sofre recarga de 1 mm/dia, proveniente de excessos de irrigacdo na superficie

do solo. Assuma que T= 3 m*/dia, e que as cargas nas extremidades s3o iguais a 10 m. A se¢do em estudo tem

100 m de extensdo, e considere uma discretizagdo de 10 m.

A tela abaixo mostra a solugdo em Excel, que requer um processo iterativo. Foi adotado erro admissivel de 0,001.

A solugdo aproximada aceitavel para a distribuicdo de cargas h foi obtida apds 64 iteragdes. A recarga provocou

uma ascensdo das cargas hidraulicas, que atinge 10,4 m no meio da segdo.

TFicislzagso
1 mmidia
T 3 mfis
RIT 0.0003 midia
r 0m
h 0 m
k= [1] 1 2 3 5 [i] 8
Pos h h eno h =mro h D) h eno h o h ena h erra h o
1 a 100000 10,0000 100000 10,0000 10,0000 10,0000 10,0000 10,0000 10.0000
2 10 10,0000 10,0150 0.0150 10.0225 0.0075 10,0300 0.0075 W0.0356 0.0056 W0.0413  0.0056 100459 00047 10,0506 0.0047 10,0547 0.0041
3 20 10,0000 100150 0.0150 10.0300 0.0150 10.0413  0OT13 100525 0.0N3 10,0613 0.0034 10.0713  0.0034 100735 00082 10.0877  0.0082
4 30 10,0000 10.0150  0.0150 10.0300 0.0150 10.0450 0.0150 100581 0.0131 W03 0.0137 100830 0017 10.0347 0.017 10,1052 0.0105
5 40 10,0000 100150 0.0150 10.0300 0.0150 10,0450 0.0150 0.0600 00750 W07 0.0 10.0881 0.0141 1010 00123 101133 00123
B 50 10,0000 10,0150 0.0150 10.0300 0.0150 10,0450 0.0150 W0.0600 00150 10,0750 0.0150 10.0891 0.0141 101031 0.0141 1080 0.0123
T 60 10,0000 10,0150 0.0150 10.0300  0.0150 10,0450 0.0150 0.0600 00150 00741 00141 10.0881  0.0141 104010 0.0123 101133 0.01239
& 0 10,0000 10.0050  0.0150 10.0300 0.0150 10.0450 0.0150 100581 0.0131 WOTE  0.0137 100830 00117 10.0347 0.0N7 10,1052 0.0105
L] 80 10,0000 100150 00150 10.0300 0.0150 10.0413 00113 00525 0.0Nn3 00813 0.003¢4 10.0v13 00034 100735 0.0082 100877 0.0082
10 90 10.0000 10.0150 0.0150 10.0225  0.0075 10.0300 0.0075 10.0356  0.0058 10.0413 00058 100459 0.0047 10,0508 0.0047 10.0547  0.0041
il 100 10.0000 10,0000 10.0000 10.0000 10.0000 10,0000 10,0000 10.0000 10.0000
Eman noso 0.0%0 0.omso 0.0150 0.0150 0.0 0.011 0.0129
T Processo de convergéncia
0.0160
10.3500 S
0.0140 xx
10.3000 -
E 0.0120 g%
T 102500 7 -
E 0.0100 x
£ 10.2000 o xx
z = 00080 xx
£ 10.1500 o
E ———— 0.0060 xx
3 - o
10.1000 0.0040 x"“x;
**x *xx,
10.0500 0.0020 TR g
XX Xxxy
. HEXX KK ¥ x
10.0000 0.0000
0 10 20 30 40 50 6 70 8 90 100 0 10 20 30 0 50 60
Secao transversal (m) lteragéo

Em duas dimensdes, a Equagdo de Poisson pode ser escrita como:

%h
ax?

a%h

dy? =

R

T

R - Taxa de recarga ou extragdo

T - Transmissividade do aquifero = kb (k - Condutividade hidraulica; b - espessura do aquifero)
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tebaixamento:

Figura 10: Discretizagdo bidimensional.

"

i,j+1
l - i ' '+1 =
i-1, I, I+1,)
Ay J J
|
i,J-1
——
- X
Ax
(Rit1,j —2h;j+hi—1,j) + (hij+s —2hij+hij-1) R
Ax?2 Ay? T
Ax = Ay
RAx?
hivrjt+ hiqsjt hijeat by g —4hy ;= =
1 RAx?
hij = Z(hi+1:j+ hic1,j+ hiyja+hyja+— )

Condicao de contorno

Valores de ‘h’

Conhecidos
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A seguir ¢ apresentado codigo Python para célculo de uma derivada de segunda ordem para dados armazenados

em arquivo com extensdo .txt:

linhas, x, fx, dx2 = [1, [1, [], []

with open('derivacao.txt', 'r') as dados:
for linha in dados:
x.append(float(linha[@:2]))
fx.append(float(linha[3:-1]))

dx = x[0] - x[1]

i=1

while i < 10:
derivada = (fx[i+1] - 2*fx[i] + fx[i-1]) / (dx ** 2)
dx2.append(derivada)

i+=1

print(dx2)

Exercicio resolvido

Equacio do Escoamento em meios porosos com Hipdtese de Dupuit

Neste caso a espessura saturada varia com a altura do freatico.
Assim, deve-se considerar a condutividade hidraulica K, ao invés da transmissividade. A Equac@o diferencial

resulta em:

Kd*h?
2 dx?

Fazendo-se uma substitui¢do de variaveis v=h teremos:

Kdzv_
2dx? "

A aproximacdo por Diferencas Finitas fica:

2RAx?
Vi =5 Wit Vit —¢
onde
Vf:hi2
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Aplicagdo: Utilizando a Hipotese de Dupuit, avaliar a elevagdo de um lengol freatico devido a uma recarga
de 2 mm/ dia, considerando a condutividade hidraulica igual a 2 m/dia. Considere espacamento entre os drenos

de 10 m, e uma discretizagdo de 1 m.

Al EE B D E F ok R o
1

g :;; ;:::,‘:“a Variagao do lengol freatico (Dupuit)

4 | DOn= 1

L} 2 0,002

E

7

8

3

10

11

2

T3 1 a - £ 1

1% o

18

1B

17 |k wll vl ud ul wd ub vE w7 v vl wil

18 1} 1} 1} 1} 0 o] 1} i} 1} 1} 1} 1}
13 1 1} 0,00 0,001 0,001 0,.0m 0,001 0,001 0,001 0,00 0,00 1}
20 2 o 0005 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 000z 00m5 0
21 3 1} 0,002 000275 0,003 0,003 0,003 0,003 0003 000275 0,00z o
22 4 0 00023 00035 0003228 0,004 0,004 0,004 0003228 00035 000238 0
23 3 0 000275 000413 0,00475 000494 0,005 000494 000475 000413 000275 1}
24 E 0 000306 000475 000553 000583 000534 0005853 000553 000475 000306 0
25 7 0 00033% 00053 000631 000573 000583 000673 00063 00053 000334 ]
26 g 0 000365 000534 000702 000753 000773 000759 000702 000584 000365 1}
7 k]l 0 000392 000633 000772 000338 000353 000838 000772 000633 000392 1}
28 10 0 000417 000822 000835 000916 000338 000316 000335 000832 00047 0
29 1 0 000441 000726 000893 000936 001016 000926 000899 000726 000441 1}
30 12 0 000463 00077 000956 001057 00036 00057 000956 00077 000463 1}
A1 3 0 000742 00 00702 0018A 002008 00183 001702 0,031 0,00742 1}
52 4 0 000755 00325 00721 001985 00203 001855 0721 001325 000755 1}
53 38 0 000762 00M3%3 074 001976 002055 001876 00174 001338 000782 1}
A4 36 0 00073 001351 0,075T  0,01937 002076 0018937 001FEY 001351 000783 a
i}

Para controle do processo iterativo, calculou-se o erro maximo em cada iteragdo a partir do valor absoluto da

variagdo em vi.

Exercicios numéricos
1. Considere um aquifero com area retangular de 100 m x 100 m. Avaliar o impacto da instalagdo de um
poco no centro do aquifero para bombear 3 m*/dia. Considere uma discretizagdo de 10 m (Ax) e adote

h= 10 m no contorno.

2

Dados adicionais: T = ZE‘

Considere uma inicializagdo de 10 m em todos os nés. Adotar &4, = 1073,
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~110110/10/10/10/10110/10/10[10
11 LS L) &
10 10
10— e e
10] 10
g g .
~ _J10 L] o
6 N 4 5 -+ 3 &
10 10
4 —é ! o & 2
, {10 ‘ | | |10
| _410/10/10/10/10/10]10/10/10,10

123 4567 8 91011

Exercicios computacionais

1. Atualizar o codigo Python aplicado a derivagdo numérica para torna-lo iterativo. A cada iteragdo,
verificar o erro e utilizar como critério de parada, um erro admissivel informado pelo usuério.
2. Considere um aquifero com area retangular de 100 m x 100 m. Avaliar o impacto da recarga R distribuida

no aquifero. Considere uma discretizagdo de 10 m (Ax) e adote h= 10 m no contorno.

2
Dados adicionais: T = 2 -

Considere uma inicializa¢do de 10 m em todos os nds. Adotar £,4,, = 1073, Adotar recarga R de 2,5 mm

dia!

Leitura Complementar

Montenegro. S.M.G.L.; Montenegro, A.A.A. Aproveitamento Sustentavel de Aquiferos Aluviais no Semiarido,
In: Agua Subterranea: Aquiferos Costeiros e Aluvides, Vulnerabilidade e Aproveitamento, Cabral et al. (org.).

2004, 448p.

Wang, H.F.; Anderson, M.P. Introduction to Groundwater Modeling: Finite Difference and Finite Element

Methods, W.H. Freeman and Company, Sao Francisco, 1982, 237p.
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Todos os codigos Python apresentados estdo disponiveis na platatforma GitHub

https://github.com/Fernandez-E/MatComp2024




ISBN FISICO n° 978-85-7946-

S| -549-9
Universitaria ol'788579 I 465499
da UFRPE




	Página em branco



