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Resumo

Neste trabalho, exploramos os fundamentos das derivadas em R e R™. Inicialmente
abordamos a derivada como a taxa de variagao de uma func¢ao em um ponto, incluindo a
regra da cadeia e o teste da primeira derivada para identificar maximos, minimos e pontos
de inflexdao. Além disso, introduzimos derivadas parciais em R", analisando fungoes de
véarias varidveis e utilizando as definicoes de méximos e minimos de funcgoes de varias
variaveis e por fim definir pontos criticos. Finalmente, focamos no Teste da Segunda
Derivada para func¢oes de varias variaveis, destacando a importancia da matriz Hessiana e
do discriminante na classificacao dos pontos criticos como maximos locais, minimos locais
ou pontos de sela.

Palavras-Chave: Derivadas; Pontos Criticos; Teste da Segunda Derivada.



Abstract

In this work, we explore the fundamentals of derivatives in R and R". We begin
by addressing the derivative as the rate of change of a function at a point, including
the chain rule and the first derivative test to identify maxima, minima, and inflection
points. Additionally, we introduce partial derivatives in R”, analyzing functions of several
variables and using the definitions of maxima and minima for functions of several variables
to define critical points. Finally, we focus on the Second Derivative Test for functions of
several variables, highlighting the importance of the Hessian matrix and the discriminant
in classifying critical points as local maxima, local minima, or saddle points.

Key-Words: Derivatives; Critical Points; Second Derivative Test.
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Introducao

Quantificar maximos e minimos é de extrema importancia em diversos campos do
conhecimento, desde a economia até a engenharia, pois permite a otimizacao de recursos e
processos. Na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), a otimizagao é abordada como
um dos topicos fundamentais para o desenvolvimento do pensamento matematico e suas
aplicagbes praticas. A habilidade de encontrar e interpretar pontos de maximo e minimo
¢ essencial para resolver problemas do mundo real, como maximizar lucros, minimizar
custos e otimizar fungoes em diversas areas da ciéncia e tecnologia.

No primeiro capitulo deste trabalho, sao explorados os fundamentos das derivadas
em R. A derivada é introduzida como a medida da taxa de variacao de uma funcao em um
ponto especifico, sendo fundamental para entender a inclinagao da reta tangente ao grafico
da funcao nesse ponto. A abordagem geométrica da derivada ilustra como essa medida
descreve a inclinagao da curva da fungao em um ponto, oferecendo uma interpretagao
visual da taxa de mudanca instantanea. A regra da cadeia é discutida detalhadamente
para mostrar como a composicao de funcoes afeta suas derivadas, permitindo o célculo
eficiente de derivadas de fungoes complexas por meio de suas partes constituintes. Além
disso, o estudo das derivadas e do crescimento local explora como informagoes derivativas
ajudam a determinar os intervalos onde uma funcao esté crescendo ou decrescendo em seu
dominio. Pontos criticos, onde a derivada da fungao ¢é zero ou indefinida, sao identificados
como potenciais pontos de méximo, minimo ou pontos de inflexao. O teste da primeira
derivada é entao apresentado como uma ferramenta crucial para classificar esses pontos e
entender a natureza das mudancas de comportamento da funcao.

No segundo capitulo, a analise se estende para as derivadas em R", onde n repre-
senta o nimero de variaveis da funcao. O conceito de derivadas parciais é introduzido
como medidas da taxa de variacao da funcao em relacao a cada uma de suas variaveis

independentes, mantendo as outras constantes. Isso permite compreender como a func¢ao



Introdugao 10

varia em diferentes direcdes no espaco multidimensional. A classe de funcoes C*, cujas
derivadas parciais sao continuas, é discutida como fundamental para garantir a suavidade
e a continuidade das fungoes em R", sendo essencial para diversas aplicagoes em analise
matematica e fisica. A andlise de maximos e minimos de fungdes de vérias variaveis se
concentra na identificacao de pontos criticos, onde as derivadas parciais sao nulas. A
investigagao desses pontos é enriquecida pelo teste da segunda derivada, que utiliza a ma-
triz Hessiana da funcao para determinar a natureza desses pontos como méaximos locais,
minimos locais ou pontos de sela. Esse teste é crucial para entender o comportamento
detalhado da funcao em diferentes regioes de R".

No terceiro capitulo, exploramos o Teste da Segunda Derivada para funcoes de
véarias variaveis, uma ferramenta essencial na analise de pontos criticos. Em R, a deter-
minac¢ao da natureza dos pontos criticos é facilitada pelo teste da primeira derivada, que
indica se um ponto é um maximo ou minimo local. No entando, em R?, e especialmente
em R3, a situacdo se complica devido & multiplicidade de dire¢oes possiveis. Aqui, o teste
da segunda derivada se torna crucial: através da analise da matriz Hessiana, calculamos
o discriminante para determinar se um ponto critico ¢ um méximo local, minimo local ou
um ponto de sela.

Este trabalho foi fundamentado em uma extensa revisao bibliogréafica, incluindo
livros de célculo e anélise real. A maioria das técnicas e conceitos aqui apresentados
foram extraidos e expandidos a partir dessas fontes, como [1] - [10]. Minhas contribuigdes
incluem a sintese e a contextualizagao desses conceitos, bem como a aplicagao pratica dos
testes de derivadas em exemplos ilustrativos e problemas reais, o que busca enriquecer a

compreensao tedrica com aplicacoes praticas relevantes.
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Capitulo 1

Derivada em R

O primeiro capitulo deste trabalho explora os fundamentos das derivadas em R,
abordando conceitos essenciais. Inicia-se com a nocao de derivada, que mede a taxa de
variacao de uma funcao em um ponto especifico e representa a inclinagao da reta tangente
ao grafico da funcao. A ideia geométrica da derivada é apresentada para oferecer uma in-
terpretagao visual da mudanca instantanea. A regra da cadeia, um resultado importante
da diferenciacgao, é discutida para entender como a composicao de fungoes afeta suas deri-
vadas, o que é essencial para calcular derivadas de fungoes complexas. O estudo também
analisa como as derivadas indicam onde a funcao esta crescendo ou decrescendo. Pontos
criticos, onde a derivada é zero ou indefinida, sao identificados como potenciais méximos,
minimos ou pontos de inflexao. O teste da primeira derivada é entao apresentado como

uma ferramenta para classificar esses pontos e analisar o comportamento da funcao.

1.1 Nocao de Derivada

Inicialmente vamos tratar de pontos de acumulacao e derivadas. Um ponto de
acumulagao é um ponto onde qualquer vizinhanga contém um ponto do conjunto, exceto
o proprio ponto. A derivada de uma fung@ao em um ponto é o limite da razao das diferencas
entre a variagao da fungao e a variagao do ponto a medida que este se aproxima do ponto
em questao. Exemplos demonstram que fungoes constantes tém derivada zero e mostram
como calcular a derivada de fung¢des polinomiais. Um teorema importante afirma que
uma funcao é derivavel em um ponto se ela pode ser aproximada linearmente nesse ponto.

Isso significa que a fungao pode ser representada como uma linha reta mais um pequeno
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erro. Além disso, a derivabilidade implica continuidade: se uma func¢ao é derivavel em
um ponto, ela é continua nesse ponto. Exemplos mostram fungoes que sao continuas mas

nao derivaveis em certos pontos, destacando a relacao entre derivada e continuidade.

Definicao 1. Quando temos a € R dizemos que é ponto de acumulagao do conjunto
X C R quando toda vizinhanca V de a contém algum ponto de X diferente do proéprio a.
Significa que, V N (X — {a}) # (. Equivalentemente, para todo € > 0 tem-se (a — €, a +
e)N (X —{a}) #0.
Exemplo 1. Seja o conjunto X = [0,4]. Se 0 < z < 4,Ve > 0 tem que (x — €,z + €) N
([0,4] — {z}) # 0, logo = é ponto de acumulagao de X. Observe que 0 e 4 também séao
pontos de acumulagao, pois dado e > 0,(0 — 6,0+ e)NX #Pe (4 —¢,4+¢)NX #£(.
Exemplo 2. O conjunto N nao possui pontos de acumulagao, pois dado 0 < e < 1 e
neN,(n—en+e)NN—{n}=0.

Visto a definigao de ponto de acumulagao, agora iremos enunciar a definigao da

derivada.

Definigao 2. Sejam f: X CR —-Rea € X NX'. A derivada da fungao f no ponto a é

o limite

f'(a) = lim —f(a:) — flo) = lim

fla+h) — fla)

z—a T —a h—0 h

Bem entendido, o limite acima pode existir ou nao. Se existir, diz-se que f é derivavel
no ponto a. Quando existe a derivada f'(x) em todos os pontos x € X N X' diz-se que a
funcao f: X — R é derivavel no conjunto X e obtém-se uma nova fungao f': X N X' —
R, z — f’(x), chamada a funcao derivada de f. Se f’ é continua, diz-se que f é de classe
CL.

Observacgao 1. A necessidade de a ser um ponto de acumulacao se deve ao fato de que
queremos que a funcao f(x) seja definida e tenha valores prozimos a a em uma vizinhanga
de a (ou seja, em algum intervalo aberto em torno de a). Isso significa que a deve ser um

ponto em que a funcao tem significado e estd definida nao apenas em a, mas em pontos

Proximos a a.

Exemplo 3. Uma funcao constante é derivavel e sua derivada é identicamente nula.

Usando a defini¢do, para qualquer x real, sendo f(a) = ¢, temos:

. fla+h)— f(a) .. c—c .. 0
!/ _ _ _ _
f'(a) = Illlr% Y = }ILIH%) = }ILIH%) 7= 0.
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Exemplo 4. Calcule a derivada de f quando f(x) = y/z. Note que,

f'(x) =

VETT-JE

O ) Bl A CO

h—0 h h—0

lim

h—0

Vit h—yVr Veth+ya
(h \/FJF\/_)

r+h—2x

1
lim = lim ———
h=0 h(vx + h++x) =0z +h+/c

11
Vitvro 2ya

Percebemos que f'(x) existe se z > 0.

Notacao 1. Outras notagoes para a derivada de f no ponto a sdo:

df() df
dxa’dx

r=a

Df(a),

Definicao 3. Quando a € X ¢ um ponto de acumulacao a direita, isto ¢, a € X N X/,

pode-se tomar o limite f’ (a)
a direita de f no ponto a. Analogamente, se a € X N X’ , tem sentido considerar o limite

aesquerda f’ (a) = lim g(x). Se existe, ele se chama a derivada & esquerda de f no ponto
r—a~

a.

Definicao 4. Caso seja a € X N X, N X',

= lim q(z). Quando existe, este limite chama-se a derivada
r—a

isto é, caso a € X seja ponto de acumulacao

bilateral, a fungao f é derivavel no ponto a se, e somente se, existem e sao iguais as

derivadas a direita e a esquerda, com f'(a) = fi(a) = [’ (a).

Exemplo 5. Se f: R — R ¢ dada por f(x) = cx + d entdo f'(a) = ¢, Ya € R. De fato,

lim
r—a Tr— Qa

Logo f'(a) =

Exemplo 6. Para n € N qualquer, a fun¢do f : R — R, com f(x) = 2", tem derivada

flx) = fla) . cxt+d=(catd)

= lim

T—a Tr—a r—=a T — Q

T G
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f'(y) =n-y" L. De fato,

, e ) Z Z yn—lhi —y"
i JO+R = fly) R -y
h—0 h h—0 h h=0 h
Z TL yn—lhi +y" + nyn—lh —y"
= lim =2
h—0 m h
— lim (n) yn—lhi—l + nyn—l _ nyn—l
h—0 7

Definicao 5. DERIVADA LATERAL

Exemplo 7. A fungdo f : R — R, definida por f(z) = x - sen(1/z) quando = # 0 e

f(0) =0, ndo possui derivada em = = 0. De fato,

1
limf<0+h)_f(0): lim(0+h)~sen(0+_h)_0
h—0 h b0 A

_ h-sen(%) . 1
—%%——%———#%%“@J-

Como nao existe limsen(1/h), segue-se que f nao é derivavel no ponto x = 0, em que
h—0

nenhuma derivada lateral existe.

Exemplo 8. Por outro lado, a fun¢do g : R — R, definida por g(z) = z - f(x), isto é,
g(z) = x?sen(1/z), x # 0, g(0) = 0, é derivavel no ponto x = 0 porque

— 0+ h)?-sen () —0
g0 E R —g(0) (04 R sen ()
h—0 h h—0 h
h? - 1 1
= lim L(h) = lim h sen (—) = 0.
h—0 h h—0 h

Pois 0 seno é uma fungao limitada e h tende para zero. Logo ¢'(0) = 0.

Exemplo 9. A funcéo [ : R — R, definida por I(z) = n quandon < x <n+ 1, n € Z,
¢ derivavel, com I'(z) = 0, nos pontos = ¢ Z. Se n é inteiro, existe I’ (n) = 0 mas nao

existe I’ (n). Com efeito, se 1 > h > 0, tem-se I(n+h) = I(n) = n mas para —1 < h <0
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vale I(n + h) =n — 1, I(n) = n. Portanto,

I(n+h)—1I(n)

li =0
hi%l‘F h
e
lim I(n+h) - ](n) = lim _—1
h—0— h h—0— h
nao existe.

A seguir apresentamos alguns resultados decorrentes da definigao de derivada.

Teorema 1. A fim de que f: X — R seja derivdvel no ponto a € X N X' € necessdrio e
suficiente que exista ¢ € R tal que a +h € X implica f(a+h) = f(a)+c-h+r(h), onde
lllir% r(h)/h = 0. No caso afirmativo, tem-se ¢ = f'(a).

%

Demonstragao. Seja Y = {h € R; a+ h € X}. Entao 0 € Y NY’. Supondo que f'(a)
exista, definimos r : Y — R pondo r(h) = f(a+ h) — f(a) — f'(a) - h. Entao

r(h) _ fla+h)— f(a)
h h

- f/(a’)>

logo ]lzirr(l) r(h)/h = 0. A condi¢ao é, portanto, necessaria. Reciprocamente, se vale a
%

condic¢ao, entao

r(h) _ flat+h)—fla) ch

h h h’
logo
_fla+h)=fla) . _
oy P = gyt =
portanto f’(a) existe e é igual a c. ]

Observagao 2. Para toda funcao f, definida nos pontos a e a + h, e todo nimero real
¢, pode-se sempre escrever a igualdade f(a + h) = f(a) + ¢ - h + r(h), a qual define
meramente o nimero r(h). O que o Teorema 1 afirma é que existe no mdximo um ¢ € R
tal que ’lllir(l) r(h)/h = 0. Este nimero ¢, quando existe, € igual a f'(a). O Teorema 1 diz
também que, quando f'(a) existe, o acréscimo f(a + h) — f(a) é a soma de uma “parte
linear” ¢ - h, proporcional ao acréscimo h da varidvel independente, mais um “resto” r(h),
o qual € infinitamente pequeno em rela¢ao a h, no sentido de que o quociente r(h)/h tende

a zero com h.
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Corolario 1. Uma funcgao é continua nos pontos em que € derivdvel.

Demonstra¢ao. Com efeito, se f é derivavel no ponto a entdo f(a + h) = f(a) + f'(a) -

h + [r(h)/h]h com ’llir%[r(h)/h] = 0, logo }lbir% fla+h) = f(a), ou seja, f é continua no
— —

ponto a. ]

Exemplo 10. A fun¢do modular, f(z) = |z|, € um exemplo classico de uma fungao
continua em todos os pontos, mas nao é diferenciavel em =z = 0. Isso ocorre porque a
derivada a esquerda e a direita em z = 0 nao coincidem. Precisamente, seja p(z) = x se
z>0ep(r)=—xsex <0.Logo ¢'(z) =1parax>0e ¢ (xr) =—1sex <0. No ponto

x = 0 nao existe a derivada ¢'(0). De fato, existem ¢/, (0) =1 e ¢’ (0) = —1.

li
h—0+ h—0
laterais. E seu coroldrio também. Por exemplo, se existe a derivada a direita f' (a)

Observacao 3. O Teorema 1 <com lim r(h)/h e lim r(h)/h) vale para derivadas

entao f € continua a direita no ponto a, isto €, f(a) = lim+ fla+ h). Em particular, se
h—0
a€ XNX' NX" e existem ambas as derivadas laterais f' (a) e f_(a) entdo f € continua

no ponto a. (Mesmo que essas derivadas laterais sejam diferentes.)

1.2 Interpretacao (Geométrica

Para trazermos a ideia geométrica da derivada, vamos definir a inclinacao de uma
curva y = f(x) para, em seguida, encontrar a equacao da reta tangente a curva num
ponto dado. As ideias que usaremos, foram introduzidas no século XVIII, por Newton e

Leibniz.

Defini¢ao 6. Seja y = f(z) uma curva definida no intervalo (a,b), como na Figura 1.1.
Sejam P(x1,y1) e Q(x2,y2) dois pontos distintos da curva y = f(x).

Seja s a reta secante que passa pelos pontos P e (). Considerando o triangulo
retangulo PM @), na Figura 1.1, temos que a inclina¢ao da reta s (ou coeficiente angular

de s) é
Y2 — U :%
To—11 Az

tano =
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Figura 1.1: Interpretacao geométrica da definicao de derivada.

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [4]

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, () se mova sobre a curva em dire¢ao a P.
Diante disto, a inclinacao da reta secante s variard. A medida que () vai se aproximando
cada vez mais de P, a inclinagao da secante varia cada vez menos, tendendo para um

valor limite constante (Ver Figura 1.2).

Figura 1.2: Inclinagao da reta secante.

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [4]

Definicao 7. Esse valor limite é chamado inclinacao da reta tangente a curva no ponto

P, ou também inclinagdo da curva em P. Dada uma curva y = f(z), seja P(z1,y;) um
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ponto sobre ela. A inclinacao da reta tangente & curva no ponto P é dada por

m(zy) = lim Ay _ lim flze) = fla)

QP Ax  xz—owm X9 — X
quando o limite existe.

Usando z9 = 21 + h podemos reescrever o limite acima na forma

m(zy) = }lllir(l) flat hzl_ f(x1>. (1.2)

Conhecendo a inclinacao da reta tangente a curva no ponto P podemos encontrar
a equacao da reta tangente a curva em P.
Assim como foi visto na Defini¢do 2, este limite em (1.1) e (1.2) nos da a derivada

da fungao y = f(x) no ponto z, que representa a inclina¢do da curva neste ponto.

1.3 Regra da Cadeia

A Regra da Cadeia estabelece que se f e g sao fungoes diferenciaveis nos pontos
correspondentes a e b = f(a), entdo a composigao go f também é diferenciavel em a, com
a derivada dada por (go f)(a) = ¢'(f(a)) - f'(a). O corolario subsequente afirma que, se
f é uma bijecao com derivada nao nula em a, entdo sua inversa g = f~! ¢ diferenciavel

1

em f(a), com a derivada dada por ¢'(f(a)) = @) Esses resultados sdo fundamentais,

pois permitem derivar fungoes compostas e suas inversas de forma eficiente e precisa.

Teorema 2 (Regra da Cadeia). Sejam f: X - R, g: Y >R aec XNX' beYNY,
comx=aey=>b, f(X)CY e f(a)=>b. Se f é derivivel no ponto a e g € derivdvel no

ponto b entao go f : X — R € derivdvel no ponto a, com (go f)'(a) = ¢ (f(a)) - f'(a).

Demonstracao. Pelo Teorema 1, se a + h € X tem-se

fla+h)— f(a) = f'(a) - h+r(h), onde }l}g})% = 0.

Usando, k = f(a+ h) — f(a), tem-se ainda

g(fla+h)—g(f(a)) =4 (f(a)) - (fla+h) — f(a))+ s(k), com lim s(k) =0.

k=0 k
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A continuidade de f no ponto a assegura que h — 0 implica &k — 0. (Note que k é fungao

de h.) Assim,

9(f(a+h))=g(f(a)) = g'(f(a))- f'(a)-h+g'(f(a))-r(h) + s(k) = g'(f(a))- f'(a) - h+o,

onde o = ¢'(f(a)) - r(h) + s(k). Vemos que 0 = o(h) é fungao de h. Pelo Teorema 1,

concluiremos que g o f é derivavel no ponto a, com (g o f)(a) = ¢'(f(a)) - f'(a), se

mostrarmos que lim ﬂ = 0. Ora,
h—0 h
oth) r(h)  s(k)
Mas
s(k) _ s(k)
h Ok
k_s(k) flath)- f(a)
h k h
k h
Portanto, lim ﬁ = 0 e consequentemente, lim M =0. O
h—=0 h h—0 h

Exemplo 11. Derivando a fungao, ¢(z) = V22 + 1 utilizando a Regra da Cadeia, temos

que g(z) = /z e f(x) = 2> + 1. Assim, usando que ¢'(z) = ﬁ e f'(z) = 2z, segue que

/ _Oll’zll’-/x:;-x: X
9(@) = (g0 [) (@) = g/ (J(@)) - ['a) = Jomme 2w = s

Exemplo 12. Derivando a fungao, h(z) = sen (z?) utilizando a regra da cadeia, temos

que g(x) = sen(x) e f(x) = x?. Assim, usando que ¢'(z) = cos(z) e f'(z) = 2z, segue que

W(z) = (g0 f)(x) =g'(f(2)) f'(x) = cos(z?) - 2.

Exemplo 13. Dada f : R — R derivavel, consideremos as fungoes g : R - Reh: R — R,
definidas por g(z) = f (z%) e h(z) = f(z)?. Para todo = € R tem-se ¢'(z) = 2z - f' (2?) e
W(z) =2f(x) - f'(x).

Corolario 2. Seja f : X — Y wma bijecao entre os conjuntos X, Y C R, com inversa
g=f"1:Y = X. Se f ¢ derivdvel no ponto a € XN X' e g é continua no ponto b = f(a)

entio g € derivdvel no ponto b se, e somente se, f'(a) # 0. No caso afirmativo, tem-se

g'(b) =1/f"(a).
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Demonstra¢ao. Com efeito, se x, € X — {a} para todo n € N e limz, = a entao,
como f é injetiva e continua no ponto a, tem-se vy, = f(z,) € Y — {b} e limy, = b.
Portanto, b € Y NY"'. Se g for derivavel no ponto b, a igualdade g(f(z)) = =, valida
para todo x € X, juntamente com a Regra da Cadeia, fornece ¢'(b) - f'(a) = 1. Em
particular, f’(a) # 0. Reciprocamente, se f’(a) # 0 entdo, para qualquer sequéncia de
pontos y, = f(z,) € Y — {b} com limy, = b, a continuidade de g no ponto b nos da

lim z,, = a, portanto ¢'(b) é igual a

lim

g(yn) —g(b) _ . { Yn — b(b)}_l . {f(:cn) - f(a)]‘1 1

Exemplo 14. A fungiao ¢ : R — R, dada por ¢(z) = 23, ¢ um homeomorfismo. Além
disso, f'(x) = 322 para todo x € R. f/(0) = 0 e f'(a) # 0 para todo a # 0. Sabemos

também que

f7!: R=R

Portanto, pelo Corolério 2,

1

—1\/ o
(f (a)——33a2 Va #0.
Exemplo 15. Para n € N fixo, a fungao g : [0, +00) — [0, +00), dada por g(x) = /x,
1
¢ derivavel no intervalo (0, +00) com ¢'(r) = ————. Com efeito, g é a inversa da

(v

bijecao f : [0,4+00) — [0,+00), dada por f(z) = z". Pelo Corolario 2, usando y = z",

1
temos ¢'(y) = 1/f'(x) se f'(x) = na™ ! #£ 0, isto ¢, se x # 0. Assim, ¢'(y) = T =
n-x""
1 1
e, mudando de notagao, g'(z) = ——==. No ponto z = 0, a fungao g(z) =

n- Y/y! n- Va1

Wx nao é derivavel (salvo quando n = 1).

1.4 Derivada e Crescimento Local

Apresentaremos definigoes importantes relacionadas a derivadas e crescimento lo-

cal de fungoes reais. Comegamos com a introdugao de propriedades decorrentes das de-
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rivadas & direita e a esquerda, seguidas pelas defini¢oes de maximo local, méaximo local
estrito, minimo local e minimo local estrito em um ponto especifico. Em seguida apresen-

tamos exemplos ilustrativos para consolidar os conceitos discutidos.

Teorema 3. Se f: X — R € derivdvel a direita no ponto a € X N X', com f! (a) > 0,

entao existe § > 0 tal que x € X, a < x < a+ ¢ implicam f(a) < f(z).

Demonstragao. Temos que lim+ [f(z) = f(a)] /(x — a) = fi(a) > 0. Pela definicao de
T—a

limite a direita, tomando € = f’ (a), obtemos § > 0 tal que

fz) = f(a)

reX a<w<a+s= [FUZHU g <
= f(a) e<f():£(“><f;(a)+e
= 7o) o) < LTI op )
NI

]

Exemplo 16. Considere f(z) = 2% ¢ X = R. Verifiquemos se este exemplo satisfaz as
condigoes do Teorema 3. A funcao f(r) = x* é derivavel a direita em todos os pontos
a € R. A derivada a direita de f(z) = 2% em a ¢ f| (a) = 2a. Se escolhermos a = 1,
entdo f’ (1) = 2, que é positivo. Agora, conforme o Teorema 3, dado a € X N X!, com
fi(a) >0, existe § > 0 tal que, paraz € X, a < x < a+0, temos f(a) < f(z). Escolhendo
a = 1. Agora, precisamos encontrar 0 tal que 1 < x < 1+ ¢ implica f(1) < f(z).Vamos

verificar isso:

f(1)y=1*=1.

Agora, escolhendo § = 0.5, temos:

f(x) =2 para 1<z<15

f(1)=1< f(z) para 1<z <1.5.
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Portanto, para f(z) = 22 com X = R e a = 1, o teorema ¢ satisfeito, pois encontramos

um 0 tal que f(a) < f(z) paraa <z < a+9.

Similarmente ao Teorema 3, iremos obter mais trés novos teoremas onde iremos

enunciar e demonstrar a seguir.

Teorema 4. Se f: X — R € derivdvel a direita no ponto a € X N X', com f! (a) <0,

entdo existe § > 0 tal que x € X, a < x < a+ ¢ implicam f(a) > f(z).

Demonstracao. Temos

f(z) = f(a)

. Y,
zligl+ r—a Jila) <0.
Pela definicao de limite a direita, tomando e = — f’ (a), obtemos ¢ > 0 tal que
reX, a<r<a+d= W—ﬂr(a) <€
o fla)—e< W ZI@ py
x—a
f(z) — f(a)
= fila) = (=fi(a)) < e < fi(a) = fi(a)
RECEIOP
T —a
= f(z) = f(a) <0
= fla) > f(z)
]
Exemplo 17. Considere f(z) = —2? ¢ X = R. Verifiquemos se este exemplo satisfaz as
condigoes do Teorema 4. A funcao f(z) = —z? é derivavel a direita em todos os pontos
a € R. A derivada a direita de f(z) = —z® em a é f(a) = —2a. Se escolhermos a = 1,
entdo f) (1) = —2, que é negativo. Agora, segundo o Teorema 4, dado a € X N X/, com

fi(a) <0, existe § > 0 tal que, paraz € X, a < x < a+0, temos f(a) > f(z). Escolhendo
a = 1. Agora, precisamos encontrar ¢ tal que 1 < z < 14 ¢ implica f(1) > f(z). Vamos

verificar isso:

f(1)y=-1*=-1.

Agora, escolhendo § = 0.5, temos:

f(z)=—2" para 1<z<15
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f(1)==1> f(x) para 1<z <1.5.

Portanto, para f(r) = —2% com X =R e a = 1, o teorema é satisfeito, pois encontramos

um 0 tal que f(a) > f(z) paraa <z < a+9.

Teorema 5. Se f: X — R € derivdvel a esquerda no ponto a € X N X" | com ' (a) > 0,

entao existe § > 0 tal que x € X, a — 0 < x < a implicam f(z) < f(a).

Demonstracao. Temos que

i J@) = f(@

z—at Tr—a

~ fia) > 0.
Pela definicao de limite a esquerda, tomando € = f (a), obtemos § > 0 tal que

f(x) = f(a)

reX, a—0<zr<a= P — fila)] <€
= ’+(a)—e<f():£(a><fjr(a)+e
= ita) — silo) < IO o)
N 0<f(:vi:£(a)

= 0<=(f(z) = f(a))
= flx) < f(a).

]

Teorema 6. Se f: X — R ¢ derivdvel a esquerda no ponto a € XN X" | com ' (a) <0,

entao existe § > 0 tal que x € X, a — 0 < x < a implicam f(z) < f(a).

Demonstracao. Temos que

z—at Tr—a
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Pela definicao de limite a direita, tomando e = —f’ (a), obtemos ¢ > 0 tal que
reX, a—0<zr<a= Jw) = fla) "(a)| <e
r—a
o ) —e< L >:£<“) < fl(a)+e
= @)~ ey < 292D ) )
L @S _,
T—a

= —(f(z) = f(a)) <0
= f(z) > f(a).

]

Corolario 3. Se f: X — R é mondtona nao-decrescente entao suas derivadas laterais,

onde existem, $G0 MaioTes OU LYUALS A ZETO.

Demonstragao. Com efeito, se alguma derivada lateral, digamos f’ (a), fosse negativa
entdo o (analogo do) Teorema 3 nos daria z € X com a < z e f(z) < f(a), que é uma

contradigao. O

Corolario 4. Seja a € X um ponto de acumulagao bilateral. Se f : X — R € derivavel
no ponto a, com f'(a) > 0 entdo existe 6 > 0 tal que z,y € X, a—d<zr<a<y<a+d
implicam f(z) < f(a) < f(y).

Exemplo 18. Escolhendo a = 0 como um ponto de acumulacao bilateral para X, e
considerando a fungao f(z) = e®, temos, dado a € X como um ponto de acumulagao
bilateral (no caso, a = 0), ese f : X — R é derivavel em a com f’(a) > 0 (o que ¢ verdade
para f(z) = €* com f’(a) = ¢” = 1), entao o Corolério 4 afirma que existe um § > 0 tal
que, para x,y € X coma—0 <z < a <y < a+ 0, temos que f(z) < f(a) < f(y).
Portanto, para X = R e a = 0, implica que existe § > 0 tal que, para =,y € R com
-0 <z <0<y<d, temos ¥ < e” < e¥. Isso confirma que a fungao f(z) = e* é

localmente crescente em torno do ponto a = 0.

Definicao 8. Dizemos que a funcao f : X — R tem um méximo local no ponto a € X
quando existe § > 0 tal que x € X, |z —a| < ¢ implicam f(z) < f(a). Quando = €
X, 0 < |z —a| < ¢ implicam f(z) < f(a), diz-se que f tem um méximo local estrito no

ponto a.
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Definicao 9. Dizemos que a fung¢ao f : X — R tem um minimo local no ponto a € X
quando existe 6 > 0 tal que x € X |x —a| < 0 implicam f(a) < f(z). Quando z € X,0 <

|z —a| < 0 implicam f(a) < f(x), diz-se que f tem um minimo local estrito no ponto a.

Exemplo 19. A fungao f(x) = cos(z) assume seu valor maximo (local e global) de 1
inifinitas vezes, uma vez que cos(2nm) = 1 para todo inteiro n e —1 < cos(z) < 1 para
todo z. Do mesmo modo, cos(2n + 1)7 = —1 é seu valor minimo, onde n é qualquer

inteiro.

Definigao 10. Quando a € X é tal que f(a) < f(x) para todo x € X, diz-se que a é
um ponto de minimo absoluto para a fungdo f : X — R. Se vale f(a) > f(z) para todo

xr € X, diz-se que a ¢ um ponto de maximo absoluto.

Corolario 5. Se f : X — R ¢ derivdvel a direita no ponto a € X N X', e tem ai um

mdzimo local entao f' (a) <O0.

Demonstragao. Com efeito, se fosse f) (a) > 0 entdo, pelo Teorema 3 terfamos f(a) < f(x)
para todo z € X a direita e suficientemente proximo de a, logo f nao teria maximo local

no ponto a. ]

Naturalmente, surgem novos corolarios analogos ao Corolario 5.

Corolario 6. Se f : X — R ¢ derivdvel a direita no ponto a € X N X', e tem ai um

minimo local entao f! (a) > 0.

Corolario 7. Se f : X — R € derivdvel a esquerda no ponto a € X N X' e tem ai um

mdzximo local entao f’ (a) > 0.

Corolario 8. Se f : X — R € derivdvel a esquerda no ponto a € X N X" e tem ai um

minimo local entao f’ (a) <O0.

Corolario 9. Seja a € X um ponto de acumulagao bilateral. Se f: X — R € derivavel

no ponto a e possui um mdzimo ou minimo local entao f'(a) = 0.

Demonstragao. Com efeito, pelo Corolario 5 temos f! (a) < 0e f’(a) > 0. Como f'(a) =
fi(a) = f'(a), segue-se que f'(a) = 0. O
Observacao 4. Do Teorema 3 e seu Coroldrio 4 nao se pode concluir que uma fung¢ao
com deriwada positiva num ponto a seja crescente numa vizinhanga de a (a menos que f’
seja continua no ponto a). Tudo o que se pode garantir é que f(z) < f(a) para x < a, x

proximo de a, e que f(x) > f(a) se x estd prézimo de a, com x > a.
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Exemplo 20. Seja f: R — R dada por f(z) = a?sen(1/z)+x/2sex #0e f(0)=0. A
fungdo f é derivéavel, onde h(z) = x?sen(1/z) e g(x) = z/2. Como visto no Exemplo 8,
1(0) = 0

f(0)=hr0)+40)=0+1/2=1/2.

E novamente pelo Exemplo 8, para h'(x), temos

cos(1/x)

f'(x) =h'(z)+ ¢ (z) = 2zsen(1l/z) — . 2% +1/2 = 2zsen(1/z) — cos(1/z) + 1/2,

>~

para x # 0. Se tomarmos z # 0 muito pequeno com sen(1/z) = 0 e cos(1/z) = 1 teremos
f'(x) < 0. Se escolhermos = # 0 pequeno com sen(l/x) = 1 e cos(l/z) = 0, teremos
f'(xz) > 0. Logo existem pontos x arbitrariamente proximos de 0 com f'(x) < 0 e com

f'(x) > 0. Segue-se do Corolario 3 que f ndo é mondtona em vizinhanga alguma de 0.

Exemplo 21. No Corolério 3, mesmo que f seja monotona crescente e derivavel, nao se
pode garantir que sua derivada seja positiva em todos os pontos. Por exemplo, f : R — R,

dada por f(x) = 23, ¢ crescente mas sua derivada f'(x) = 322 se anula para = = 0.

Exemplo 22. Se f : X — R tem, digamos, um minimo local no ponto a € X, nao se
pode concluir dai que seja f'(a) = 0. Em primeiro lugar, f'(a) pode nao existir. Este ¢
ocaso de f : R — R, f(x) = |z|, que possui um minimo local no ponto z = 0, onde
se tem f,(0) = 1 e f/(0) = —1, em conformidade com o Corolario 3. Em segundo
lugar, mesmo que f seja derivavel no ponto a, este pode nao ser um ponto de acumulacao
bilateral e ai pode ocorrer f'(a) # 0. E o caso da funcdo f : [0,1] — R, f(x) = 2. Temos
f'(0) = f(1) = 1 embora f tenha um minimo no ponto z = 0 ¢ um maximo no ponto

rx=1.

1.5 Pontos Criticos

Definimos ponto critico de uma funcao derivavel como aquele em que a sua deri-
vada é igual a zero. Apresentamos um exemplo para melhor compreensao. Além disso,
afirmamos que se um ponto c¢ é critico, entao é ponto de minimo ou maximo local, mas
a reciproca nao é verdadeira, como demonstrado pelo exemplo de uma fun¢ao que possui

um ponto critico, mas nao tem méximo ou minimo local.
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Definicao 11. Um ponto ¢ € X chama-se ponto critico da fungao derivavel f : X — R

quando f’(¢) =0

Exemplo 23. Determinemos os pontos criticos da funcao

f(z) =z(x —1)%
Inicialmente, calculemos a derivada de f.
flx) =32z -1+ (x—-1°=(x—-1)*Br+z—1) = (z —1)*4z - 1).
Assim, os pontos criticos de f sao obtidos resolvendo-se a equagao (z — 1)?(4dx — 1) = 0

cujas solugoes sdo x =1 ez = 1/4.

Teorema 7 (Teorema de Fermat). Se c € X N X, N X" € um ponto de minimo ou de

mdximo local, entao ¢ € critico.

Demonstragao. Seja
f(x) = f(c)
Qy={ =-c

1 (e), se r = c.

, sexFc

A fungao @ é continua em c, pois

r—c x—0 €xr —C

= f'(c) = Qo).

Queremos provar que Q(c) = 0. Para isso mostraremos que as suposi¢oes Q(c) > 0 e
Q(c) < 0 implicam uma contradi¢ao. Se Q(c) > 0, pelo principio de conservagao do sinal,
existe uma vizinhanga de ¢ na qual @Q(z) > 0. Nesta vizinhanca o numerador da razao
% deve ter o mesmo sinal que o denominador, ou seja, f(z) > f(c) se x > c e
f(z) < f(c) se x < c. Estas desigualdades contradizem a hipotese de que ¢ é um minimo
local ou méximo local, portanto a hipotese QQ(c) > 0 deve ser falsa. Se Q(c) < 0, pelo
mesmo raciocinio temos que f(z) < f(c) se x > ce f(x) > f(c) se x < ¢, também
violando a hipodtese de que ¢ é um extremo de f. Logo a suposi¢ao Q(c) < 0 também deve

ser falsa, restando apenas a possibilidade Q(c) = 0. O

A reciproca do Teorema 7 é falsa, basta analisar a bije¢ao crescente f : R — R,

dada por f(z) = 23, ndo pode ter maximo nem minimo local, mas admite o ponto critico
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xz = 0.

1.6 Teste da Primeira Derivada

Apresentamos o Teorema de Rolle, que estabelece condigoes para a existéncia de
pontos criticos em funcoes derivaveis com valores iguais nos extremos de um intervalo.
O Teorema do Valor Médio é introduzido como uma ferramenta para relacionar valores
médios de fungoes e suas derivadas. Por fim, apresentamos o Teste da Primeira Derivada
como uma técnica para identificar maximos e minimos locais em intervalos fechados.
Iremos exemplificar ao longo do texto para facilitar a compreensao dos conceitos teéricos

discutidos.

Teorema 8 (Weierstrass). Seja f : K — R continua no compacto K de R™. Entao, f

assume valor mdximo absoluto e valor minimo absoluto em K.

Teorema 9 (Rolle). Seja f : [a,b] — R continua, com f(a) = f(b). Se f é derivdvel em
(a,b) entao existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demonstracao. Pelo Teorema de Weierstrass, f atinge seu valor minimo m e seu valor
méaximo M em pontos de [a,b]. Se esses pontos forem a e b entdo m = M e f sera
constante, dai f’(x) = 0 qualquer que seja x € (a,b). Se um desses pontos, digamos c,

estiver em (a, b) entao f'(c) = 0. O
Apresentaremos o Teorema do Valor Médio a seguir para utiliza-lo no Teorema 11.

Teorema 10 (Teorema do Valor Médio). Seja f uma fun¢ao continua no intervalo fechado
la,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entdo eziste pelo menos um ponto ¢ € (a,b)

tal que
1)~ f(a)

o=

Demonstrag¢ao. Consideremos a fungao auxiliar g : [a, b] — R, dada por g(x) = f(z) —dx,
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onde d é escolhido de modo que g(a) = g(b), para mostrar isso, temos que

gla) = fla)—d-a

— fa)—a f(b):g(a)]

= fla)+(-a+b—b) W):i:(a)]

— fa)+( +b)'[f(bz)aii(a)]_b’[f(bz)):i:(a)]
= fla)+[f(b) = fla)] = b-d

= f(b)—d-b

= 9(b).

¢,

g(x) = f'(z)—d
0=g'(c)=f'(c)—d
Assim,
10— 101

]

Teorema 11. Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] e derivdvel no intervalo

(a,b).
(a) Se f'(x) > 0 para todo x € (a,b) entao f é crescente em [a,b].
(b) Se f'(x) <0 para todo x € (a,b) entdo f € decrescente em [a, b].

Demonstragao. Sejam x1 e x5 dois nimeros quaisquer em |[a, b] tais que z; < x9. Entao f

¢ continua em [z1, x2] e derivavel em (xy, z5). Pelo Teorema do Valor Médio, segue que

¢ € (x1,29) tal que f'(c) = % (1.3)

Em (a). Por hipotese, f'(z) > 0 para todo = € (a,b). Entao f'(¢) > 0. Como
r1 < X9, T3 — o7 > 0. Analisando a igualdade em (1.3), concluimos que f(z3) — f(z1) > 0,

ou seja, f(zy) > f(z1). Logo, f & crescente em |a, b].
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Em (b). Neste caso, f'(z) < 0 para todo z € (a,b). Temos entao f'(c) < 0 e
x9 — x1 > 0. Analisando a igualdade em (1.3), concluimos que f(z3) — f(x1) < 0 e dessa

forma f(xe) < f(z1). Logo, f & decrescente em [a, b]. O

Exemplo 24. Seja a fungao f(x) = 23 + 1 queremos determinar os intervalos no qual é
crescente ou decrescente. Derivando a funcao e analisando quais os nimeros x tais que
f'(z) > 0 e quais os nameros x tais que f’(z) < 0. Temos, f'(z) = 32*. Como 3z ¢ maior

que zero para todo x # 0, concluimos que a fungao é sempre crescente.

Exemplo 25. Seja a fungao f(z) = 22 + x queremos determinar os intervalos no qual f
é crescente ou decrescente. Temos f’(z) = 2x — 1. Note que para = > 1/2, f'(x) > 0 e

para < 1/2, f'(x) < 0. Logo f ¢é crescente para x > 1/2 e decrescente para z < 1/2.

Teorema 12 (Teste da Primeira Derivada). Seja f uma fun¢ao continua num intervalo
fechado [a,b] que possui derivada em todo o ponto do intervalo (a,b), exceto possivelmente

num ponto c.

(a) Se f'(x) > 0 para todo x < c e f'(x) < 0 para todo x > ¢, entio f tem um mdzximo

local em c.

(b) Se f'(x) <0 para todo x < c e f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo f tem um minimo

local em c.

Demonstragao. Usando o Teorema 11, podemos concluir que f é crescente em [a,c| e
decrescente em [c, b]. Portanto, f(z) < f(c) para todo x # ¢ em (a,b) e assim f tem
um maximo local em c¢. E pelo Teorema 11, concluimos que f é decrescente em [a, c]
e crescente em |[c,b]. Logo f(z) > f(c¢) para todo = # ¢ em (a,b). Portanto, f tem um

minimo local em c. O
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Figura 1.3: Ilustragao das diversas possibilidades do Teorema 12.

AY AY {KY
fle)=0
75
g 0 Vo F(x) 7
¢ T 2
e x 7

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [4]

Exemplo 26. Encontre os intervalos de crescimento, decrescimento e os maximos e mi-
nimos locais da funcao f(z) = 2® — 7z + 6. Temos f'(x) = 32* — 7, para todo z. Fazendo
f'(z) =0, vem 32% — 7 =0, assim, z = j:\/7/_3. Portanto, os pontos criticos da funcao f
sa0 +\/7/_3 e —\/m. Para x < —\/m, f'(x) é positiva. Aplicando o Teorema 11, con-
cluimos que f é crescente em (—oco, —+/7/3). Para —/7/3 < © < \/7/3, f'(z) ¢ negativa.
Entao f é decrescente em [\/m, \/7_/3]

Para x > /7/3, f'(x) é positiva e entdo, f é crescente em [1/7/3, +00). Pelo teste
da derivada primeira concluimos que f tem um maximo local em —\/m e f tem um

minimo local em +./7/3.
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Capitulo 2

Derivadas em R"

O segundo capitulo deste trabalho explora as derivadas em R", onde n representa
o nimero de variaveis da fungao. Comegamos com o conceito de derivadas parciais, que
sao medidas da taxa de variagao de uma funcao em relacao a cada uma de suas variaveis
independentes, mantendo as outras constantes. Isso permite entender como a fun¢ao varia
em diferentes direcoes no espaco multidimensional. A classe de fun¢oes C!, que consiste
em funcgoes cujas derivadas parciais sao continuas, é introduzida como fundamental para
garantir a suavidade e a continuidade das fungoes em R". Essa propriedade é essencial
para muitas aplicagbes em anélise matemaética e fisica. O estudo de maximos e minimos
de fungoes de vérias variaveis se concentra em identificar pontos criticos, onde as derivadas
parciais sao nulas. A anélise dos pontos criticos é complementada pelo teste da segunda
derivada, que envolve a matriz Hessiana da funcao. Esse teste ajuda a determinar a natu-
reza desses pontos como maximos locais, minimos locais ou pontos de sela, contribuindo

para compreender o comportamento da funcao em diferentes regices de R".

2.1 Derivadas Parciais

Definimos as derivadas parciais de uma fungao em um ponto, indicando as taxas de
variacao locais da func¢ao em relagao a cada uma de suas variaveis independentes. Também
destacamos exemplos que ilustram a importancia das derivadas parciais na compreensao
do comportamento das fungoes, especialmente em relagao a continuidade e ao crescimento

em diferentes dire¢oes do espago.

Definigao 12. Seja F um espago vetorial. Dados a,b € E, o segmento de reta de extremos
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a e b éo conjunto [a,b] = {(1 —t)a+tb;0 <t < 1}. Quando E é um espago vetorial
normado, a aplicagdo f : [0,1] — FE, definida por f(t) = (1 — t)a + tb, é continua e se

chama o caminho retilineo de extremos a e b.

Definicao 13. Seja f : U — R uma funcao definida no aberto U C R". Para cada

i=1,...,n, a i-ésima derivada parcial de f no ponto a = (ay,...,a,) € U é o nimero
af((l): f(a’—i_te’i)_f(a):hrnf(ala'"7ai_'_t7"'7an)_f(a)7
ox; t—0 t t—0 t

caso este limite exista. Como U é aberto, podemos achar 6 > 0 tal que a + te; € U para
todo t € (—0,0). Entéo estd bem definido o caminho retilineo A : (—=6,0) — U, A(t) =
a + te;.

A defini¢ao acima diz que 8f (a) = (f o A)'(0), ou seja, é a derivada, no ponto
Li

t =0, da funcao real fo \: (—0,0) — R. Podemos observar que

significa a derivada

8@

de f em relagao a sua i-ésima variavel, seja qual for o nome que se atribua a ela. Assim

podemos denotar
of af of

ete.

Figura 2.1: Interpretagao geométrica das derivadas parciais.

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [9]

Observacao 5. Uma notagdo alternativa, que evitaria mal-entendidos, seria O;f. Pre-

ferimos a notagao tradicional porque ela € conveniente quando se usa a regra da

(A
cadeia.
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Observagao 6. Quandon = 2 oun = 3, escrevemos (z,y) em vez de (x1,3) e (x,y, z) em

. of . . . L
vez de (x1,x2,23). Respectivamente, —— € a derivada parcial de f em relagao a primeira

ox

‘ of _ ‘ . .
varidvel, 9 ¢ a derivada parcial de f em relagao a terceira varidvel.
z

Ty
(% +y?)
f(0,0) = 0. Como f(0,y) = 0 para todo y e f(x,0) = 0 para todo z, segue-se que
0 0
(9_f<0’0) =0e 8_f<0’0> = 0. Entretanto a fungdo f é descontinua na origem (0,0). Se

T Y

chamarmos de 6 o angulo que o vetor nao-nulo v = (z,y) = (r cos(#), r sen(d)) forma com

Exemplo 27. Seja f : R?> — R definida por f(z,y) = se 22 +y* # 0 e

o eixo das abcissas, veremos que

x Y

. = cosf -senf.
Vit +y? a2+ P

flz,y) =

Logo, atribuindo diferentes valores a 6, podemos fazer com que f(z,y) tenha limites
diferentes quando (z,y) tende para (0,0) ao longo do segmento x =t -cosf,y =t -sen,

ou seja, quando t — 0.

Observacgao 7. O exemplo 27 mostra que a existéncia das n derivadas parciais no ponto
a nao assequra a continuidade da funcao f nesse ponto. Para cadai=1,...,n, a funcao
A(t) = f(a+te;) € essencialmente a restrigao de f ao segmento (a — de;, a + de;) da reta

que passa pelo ponto a e € paralela ao i-ésimo eixo coordenado de R™. A derivada parcial
af
8$i
intervalo. Em particular, a existéncia das n derivadas parciais de f no ponto a itmplica

(a) = (f o A)(0) dd informagao apenas sobre o comportamento de f ao longo desse

que a restricao de f aos n intervalos paralelos aos eiros, que se cortam mo ponto a, €

continua, embora nao garanta a continuidade de f: U — R em a.

Definigao 14. Se 0
8!@‘

de;,a + de;], paralelo ao i-ésimo eixo coordenado, entdo f é crescente ao longo desse

existe e é positiva em todos os pontos do segmento de reta [a —
segmento: s <t = f(a+se;) < f(a+te;), desde que |[s —a| < 6 e |t —a| < 4. Isto resulta
imediatamente do resultado analogo para fungdes de uma variavel.

A nocao de derivada parcial também faz sentido para aplicagoes f : U — R", com

U C R™ aberto. Se a € U, poe-se, para cadai=1,...,m:
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Assim, of é um vetor de R™. Se f = (f1,..., fn) entéo

8ZEZ‘
s, df dfn
ai(a): (ai(a),...ai(a)).

Daremos prioridade as fungoes com valores numéricos. Para elas tem sentido o vetor

gradiente, conceito de forte apelo intuitivo, que contribui para entendermos como cresce

(ou decresce) a fungao.

2.2 Funcoes de Classe C!

Apresentaremos conceitos fundamentais de célculo diferencial para fungoes de véa-
rias variaveis. Comecamos definindo funcdes de classe C*, que sdo aquelas com todas as
suas derivadas parciais continuas. Em seguida, introduzimos o conceito de diferenciabili-
dade em um ponto e estender essa definicao para toda a fungao. A partir dessas defini¢oes,
enunciamos teoremas importantes, como o Teorema que afirma que toda fungao de classe
C! ¢ diferenciavel. Além disso, apresentamos as propriedades do gradiente, que é um
vetor que aponta na dire¢cao de maior crescimento de uma fungao e é ortogonal as curvas
de nivel da fungao. Abordamos também o Teorema do Valor Médio e o Teorema do Valor
Intermediario, que sao ferramentas importantes no estudo das funcoes diferenciaveis. Por

fim, sao apresentados exemplos que ilustram as propriedades discutidas anteriormente.

Definicao 15. Seja f : U — R uma fungao que possui as n derivadas parciais em todos

os pontos do aberto U C R". Ficam entao definidas n-funcoes

of of of of
3 D :U — R, onde B Cx axl(:ﬁ)

Se estas funcoes forem continuas em U, diremos que f é uma funcao de classe C! e

escreveremos f € C.

Uma aplicacao f : U — R", definida no aberto U C R™, diz-se de classe C'! quando
cada uma de suas fungoes-coordenadas fi,..., f, : U — R é de classe C'.
Muitas propriedades importantes das funcoes de classe C* resultam de serem elas

diferenciaveis no sentido seguinte.
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Definicao 16. Uma funcao f : U — R, definida no aberto U C R"”, diz-se diferenciavel

no ponto a € U quando cumpre as seguintes condigoes:

0 0
a) Existem as derivadas parciais —f(a), /

axl 78_;1’;n<a)

b) Para todo v = (ay,...,a,) tal que a +v € U, se tem

fla+wv)— f(a) Zig—i-aﬁrr(v), onde |li|go%:0‘

i=1

Observagao 8. No item a) acima, e sempre que fizermos considerag¢oes em torno de um

0 0
ponto especifico a, escreveremos, por simplicidade, —f em vez de / (a). No item b), a

r(v)

esséncia da definicao da diferenciabilidade estd na condig¢ao liII(l) ﬁ = 0, pois a igualdade
v—> v

que define o “resto” r(v) pode ser escrita para qualquer fun¢do que possua as n derivadas

parciais.

De lim rv) = 0 resulta que limr(v) = 0, pois r(v) = (
v—0 ’U‘ v—0

r(v)
[0]
lir% [f(a+v) — f(a)] = 0. Portanto, toda funcao diferenciavel no ponto a é continua nesse

v—

) - |v|. Segue-se que

ponto.

Definicao 17. Diremos que f : U — R é diferenciavel quando f for diferenciavel em

todos os pontos de U.

Observacao 9. O Teorema 1 estabelece que uma funcao f : U — R € diferencidvel
em um ponto a se e somente se ela pode ser aproximada por uma fungao linear nesse
ponto, com um coeficiente especifico ¢ que corresponde a derivada da fung¢ao em a. Essa
condi¢ao € equivalente a dizer que a funcao tem uma reta tangente bem definida em a.
Por outro lado, a defini¢ao de uma funcao ser diferencidvel em todo um conjunto implica
que a funcao tem derivadas definidas em todos os pontos desse conjunto. Em resumo,
enquanto o teorema fornece uma condi¢ao precisa para o diferenciabilidade em um ponto
especifico, a definicao amplia esse conceito ao considerar todos os pontos de um conjunto,
indicando que a fungdo € diferencidvel em todo esse conjunto se cada ponto individual

n

0
satisfaz a condigao do Teorema. Na Defini¢ao 16, vemos que Z 5

o € linear. Assim,
percebemos que em R™ uma func¢ao € diferencidvel quando pod_e ser aproximada por uma
fungao linear. Logo, a Defini¢cdo 16 € uma generalizacao da defini¢ao de diferenciabilidade

na reta.
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Teorema 13. Toda funcdio f : U — R de classe C* € diferencidvel.

Demonstragao. Por simplicidade, suporemos U C R?. O caso geral se trata analogamente,
apenas com uma notagao mais elaborada. Fixemos ¢ = (a,b) € U e tomemos v = (h, k)

tal que c 4+ v € U. Seja

r(v) =r(h, k) :f(a—i-h,b—I—k)—f(a,b)—g—i-h—g—g'k,

onde as derivadas sao calculadas no ponto ¢ = (a, b). Podemos escrever

r(v) :f(a+h,b+k)—f(a,b+k)+f(a,b+k)_f(ajb)_%,h_g_;_k'

Pelo Teorema 12 (Teorema do Valor Médio) para fungoes de uma variavel real, existem

01,05 € (0,1) tais que

of of of of
== Oh,b+k)-h+—(a,b+6k) - k——-h—— -k
T(”) 895( +01h, 0+ ) +ay(a7 + U2 ) O ay )
logo,
r(v) af of ] h {8]” af k
—= = |—(a+0ih,b+k)— -=(a,b)| ——=—=+|5"(a,b+ 0:k) — == (a,b) | ——=——.
|v] 83:( ! ) 891:( ) Vh? + k? 3y( 2k) 8y< ) Vh? + k2
Quando v — 0 os termos dentro dos colchetes acima tendem a zero, pela continuidade
das derivadas ? e ? Além disso, os termos fora dos colchetes tém valor absoluto < 1.
L Y
Portanto liH(l) r(v)/|v] = 0 e, entao, f é diferenciavel. O
v—

Corolario 10. Toda funcao de classe C* é continua.

Demonstracao. Seja f : R® — R uma funcao de classe C'!'. Podemos escrever, conforme
a expressao fornecida:

flato)—f@) =3 2 ot ol

=1

onde av é um vetor arbitrario e p = p(v) = % é tal que lirr(l] p = 0. Queremos mostrar
v—>

que f é continua, ou seja, que lim,_,[f(a +v) — f(a)] = 0.
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Podemos escrever:

[fla+v) = fla)] = Zax, ca+plul| .
i=1 "
Usando a desigualdade triangular, temos:
Flat o)~ f@)] < 3|9 ol + ol o

=1

Como |p| - |v| tende a zero quando v tende a zero (porque hncl) p = 0), podemos fazer com
v—

que essa parte da expressao seja arbitrariamente pequena.

Além disso, como f é de classe C', entdo as derivadas parciais 2L sdo continuas.

ox;
% . a‘ pode ser tornada arbitrariamente pequena escolhendo o pe-
z;

n

Isso implica que

queno o suficiente e, portanto, podemos fazer com que a parte Z seja também

=1

e

@xi

arbitrariamente pequena.

Assim, temos mostrado que para qualquer € > 0, existe § > 0 tal que se |v| < 4,
entdo |f(a+v) — f(a)| < €, o que é a defini¢ao de continuidade.

Portanto, f é continua em a, e como a foi escolhido arbitrariamente, f é continua
em todo o seu dominio.

]

Definicao 18. O gradiente de uma funcao diferenciavel f : U — R no ponto a € U é o

vetor

grad f(a) = (g—i(a),...,aai(a)).

Se v é qualquer vetor de R", a derivada direcional de f no ponto a, na direcao de v é, por

definicao,

of .\ _ . flattv) - f(a)
8xv(a)_tl—% t

Estas defini¢does permitem enunciar alguns corolarios da Regra da Cadeia. O pri-
meiro deles mostra que, quando f é diferenciavel no ponto a, a derivada direcional %(&)
existe em relacao a qualquer vetor v, d4 uma expressao para essa derivada em termos
das derivadas parciais de f e das coordenadas de v e, finalmente, mostra que, na defini-

0
cao de 8—((1), em vez do caminho retilineo ¢ — a + tv, pode-se usar qualquer caminho
v

A:(—0,0) — U desde que se tenha A(0) = a e N(0) = v.

Corolario 11. Seja f : U — R diferencidavel no aberto U C R™, com a € U. Dado o vetor
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v=(0,...,0p), se X\: (=6,0) = U € qualquer caminho diferencidvel tal que \(0) = a e

N(0) = v, temos

(f 0 AY(0) = (grad f(a), ) = () =3 2L a) - a.

ov — 0x;
Basta aplicar diretamente a formula
Z of d\
or; dt’
d\; :
observando que, para \(t) = (A (t),..., A\ (1)), tem-se o = I (0). Notar ainda que

%(a) = (foX)(0) com A(t) = a+ tv, pois N(0) = v.

Corolario 12 (Teorema do Valor Intermediario). Dada f : U — R diferencidvel no aberto

U C R", se o segmento de reta [a,a + v] estiver contido em U entdo existe 6 € (0,1) tal

que 5
fla+v)— fla) = ai(a—i—ﬁv) (grad f(a+ 6v))
= Zgj(a—l—%)-ai,ondev:(al....,@n).

i=1
Demonstragao. Considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado por A(t) = a + tv,
vemos que f(a+v) — f(a) = (foA)(1) — (f o A)(0). Pelo Teorema 12 (Teorema do Valor
Médio) para fungoes de uma variavel real, existe 6 € (0,1) tal que (foA)(1)—(foA)(0) =
(f o A)(0). Pelo Teorema 2 (Regra da Cadeia) ,

(foN)( Z@xl (a+6v)-«ai= Zi(a#—@v) (grad f(a+ 60v),v).

]

Teorema 14 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Vale a desigualdade de Cauchy-Schwarz
(u,v) < lul|lv|, quaisquer que sejam x,y € R".

Demonstra¢ao. Para demonstrar a desigualdade de Cauchy-Schwarz, consideremos os ve-

tores u e v em R". Queremos mostrar que:

(u, v) < uv]
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onde (u,v) denota o produto interno entre u e v, e |u| e |v| denotam as normas de u e v,

respectivamente. Sejam u e v vetores em R"™. O produto interno de u e v é:

n
(u,v) = Z w;v;.
i=1

As normas de u e v sdo:

[l = | >_ v

Para qualquer escalar real A\, o vetor u — Av pertence a R”. A norma ao quadrado desse

vetor é sempre nao-negativa:

lu — Av|*> > 0.

Expandindo essa expressao, temos:
lu — M|? = (u— Av,u — M) .
Usando a linearidade do produto interno, obtemos:
lu — M|? = (u,u) — 2\ (u, v) + A (v, v).
Substituindo as normas dos vetores u e v, obtemos:
lu — M|? = Jul* — 2X {u, v) + A?|v]?.

A expressao |u — Av[? > 0 deve ser verdadeira para qualquer valor de . Portanto, a
funcao quadratica:

FO = Tul* = 22 (u,v) + NJof?,

é nao-negativa para qualquer \.
Para que f(A) > 0 para qualquer A, o discriminante da fungao quadratica deve ser menor

ou igual a zero. A fungio quadrética aA® + bA + ¢ tem discriminante dado por b* — 4ac.
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Aqui, a = |v]*, b= =2 (u,v) e ¢ = |u’. O discriminante é:
(=2 (u,0)* = Afv[*|uf* < 0.

Simplificando, obtemos:

4 (u,v)* — 4|v]*ul? < 0.
(u, 0)* < [ul’fv]*.

Tomando a raiz quadrada de ambos os lados, obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:
| (u, 0} | < ullv].

Como (u,v) é um numero real ndo negativo, podemos omitir o valor absoluto no produto
interno:

(u, v) < Julfv].
Portanto, demonstramos diretamente a desigualdade de Cauchy-Schwarz em R™. O]

Corolario 13. Seja f : U — R diferenciavel no aberto U C R™. Se o segmento de reta
[a,a + v] estiver contido em U e existir M > 0 tal que |grad f(a+tv)] < M para todo
t € [0,1] entao |f(a+v) — f(a)]| < M - |v|.

Demonstracao. Com efeito, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
fa+0v) — f(a)] = |grad f(a+6v),v] < |grad f(a+6v)|[o] < M -[u].

]

Observacao 10. Em particular, se U é convezo, [ € diferencidvel e |grad f(z)] < M

para todo x € U entao |f(y) — f(x)| < M |x — y| quaisquer que sejam x,y € U.

Definicao 19. Uma cisao do conjunto X C R™ é uma decomposicao X = AU B onde
ANB=ANB =0, isto é nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B é
aderente a A. Um exemplo é a cisdo trivial X = X N (). J4 R\0 = (—00,0) U (0,+00) &

uma cisao nao-trivial.

Definigao 20. Um conjunto X C R" chama-se conexo quando s6 admite a cisao trivial.

Caso contrario, diz-se que X ¢ desconexo.
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Corolario 14. Seja f : U — R diferencidvel no aberto U C R". Se U € conezo e

grad f(z) =0 para todo x € U entdo f € constante.

Demonstragao. Com efeito, pelo Teorema do Valor Médio (Corolério 12), f é constante ao
longo de todo segmento de reta contido em U. Como o aberto U é conexo, dois quaisquer
de seus pontos podem ser ligados por um caminho poligonal (justaposi¢ao de segmentos

de reta) contido em U. O

Definigao 21. Dada f : U — R de classe C, o conjunto f~!(c) = {z € U; f(z) = ¢} &,
para todo ¢ € R, chamado o conjunto de nivel ¢ da funcao f . Quando U C R" e n = 2
esse conjunto é geralmente chamado a curva ou linha de nivel ¢ de f , a qual é definida
pela equacao f(z,y) = c. Analogamente, quando n = 3, o conjunto f~!(c), definido pela
equacao f(x,y,z) = ¢ costuma ser chamado a superficie de nivel ¢ da fungdo f. Deve-se
observar, porém, que para certas funcoes especialmente escolhidas, tais conjuntos podem

ser bem diferentes daquilo que se imagina como uma curva ou uma superficie.

Iremos mencionaremos a seguir algumas propriedades do gradiente. Elas justificam
a importancia desse vetor, o qual d& interessantes informagoes sobre o comportamento da

fungao.
Propriedades 1. Fizamos a € U e supomos que grad f(a) # 0. Entao:
1. O gradiente aponta para uma dire¢cao sequndo a qual a fungdo € crescente;

2. Dentre todas as diregoes ao longo das quais a fung¢ao cresce, a direcao do gradiente

€ a de crescimento mais rapido;
3. O gradiente de f no ponto a € ortogonal ao conjunto de nivel de f que passa por a

Demonstragao. Note que usando w = grad f(a) temos

g—i(a) = (grad f(a),w) = |grad f(a)|* > 0.

Isto quer dizer que se A\ : (—¢,¢) — U & tal que A € C', A\(0) = a e N(0) = grad f(a)
entdo a fungao t — f(A(t)) tem derivada positiva no ponto ¢t = 0. Logo, diminuindo e
se necessario, f o A : (—e¢,€) — R sera uma funcdo crescente. E este o significado de “f

cresce na diregao do gradiente”.
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Como Of /0v = (grad f,v), os vetores v que apontam para as diregdes ao longo
das quais f cresce sdo aqueles para os quais se tem (grad f,v) > 0, isto é, aqueles que
formam um angulo agudo com grad f(a). Dizer que o crescimento de f é mais rapido na

diregao do gradiente significa o seguinte: se v € R™ é tal que |v| = |grad f(a)| entdo

of of
70D = 3grad ;@) V"

Com efeito, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema 14)

Z_{;(a) = (grad f(a),v) < |grad f(a)| - |v]
2 of
= |grad f(a)|” = W(a)'

Esclarecamos agora a terceira das afirmagoes acima. Dizer que w € R™ é ortogonal ao
conjunto de nivel f~!(c) significa que, dado qualquer caminho X\ : (=X, \) — f~!(c),
diferenciével no ponto ¢ = 0, com A(0) = a, tem-se (w, \'(0)) = 0. Ora, A(t) € f~(c)
significa que f(A(t)) = ¢ para todo t € (—¢, €), portanto f o X : (—¢,e) — R ¢é constante,
igual a ¢, logo (foA)'(0) =0, ou seja (grad f(a),N'(0)) = 0. Assim, grad f(a) é ortogonal
ao vetor velocidade no ponto a = A(0) de qualquer caminho diferenciavel A contido no

conjunto de nivel f~1(c). O

Exemplo 28. Sejam f, g, h : R* — R definidas por f(x,y) = az + by (com a* + b* # 0),
g(z,y) = 22 + y* e h(z,y) = 2? — y*. A linha de nivel ¢ de f é a reta definida pela
equagao azx + by = c¢. O vetor grad f(z,y) é constante: grad f = (a,b) em qualquer
ponto (x,y) € R2. Assim as linhas de nivel de f sdo retas paralelas umas as outras, todas
perpendiculares ao vetor v = (a,b). O conjunto de nivel ¢ da fungao g(z,y) = z* + y*
é vazio se ¢ < 0 e reduz-se ao ponto (0,0) quando ¢ = 0. Para ¢ > 0, a linha de nivel
¢ é a circunferéncia de equacao 2% + y? = ¢, cujo centro é a origem e cujo raio é y/c. O
gradiente de g é o vetor grad g(x,y) = (2, 2y), um vetor colinear com o raio, o que era
de esperar pois a tangente da circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de contacto.
A linha de nivel 0 da fungao h(z,y) = 2*> — y* & o par de retas perpendiculares definidas
pela equacao 22 — y? = 0, que equivale a “z +y=0ouz—y=0".Sec>0,22—-y*=c
define uma hipérbole cujo eixo é o eixo das abcissas; se ¢ < 0 a hipérbole 22 — 3% = ¢ tem
como eixo o eixo das ordenadas. O gradiente de h ¢ o vetor grad h(z,y) = (2z, —2y).

Atribuindo valores particulares a x e y, vemos que este vetor é perpendicular a curva de
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nivel que passa em (z,y) e aponta na diregao de crescimento de h.

Exemplo 29. Sejam f, g, h : R? — R definidas por f(z,y) = ax +by, com a®> +b*> # 0. A
linha de nivel ¢ de f é a reta definida por az + by = ¢. O vetor grad f(x,y) é constante:
grad f = (a,b) em qualquer ponto (z,y) € R% Assim, as linhas de nivel de f sao retas

paralelas umas as outras, todas perpendiculares ao vetor v = (a, b).

Exemplo 30. Seja g : R? — R definida por g(z,y) = 2? + 3*. O conjunto de nivel ¢ da
fungao g(z,y) é vazio se ¢ < 0 e reduz-se ao ponto (0,0) quando ¢ = 0. Para ¢ > 0, a
linha de nivel ¢ é a circunferéncia de equaciao 22 + y* = ¢, cujo centro é a origem e cujo
raio é y/c. O gradiente de g ¢ grad g(z,y) = (2x,2y), um vetor colinear com o raio, como

esperado, ja que a tangente da circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de contato.

Exemplo 31. Seja h : R? — R definida por h(z,y) = 2* — y*>. A linha de nivel 0 da
funcao h(z,y) ¢ o par de retas perpendiculares definidas pela equacgao z? — y* = 0, que
equivaleaz +y=0ouxz —y =0. Se ¢ > 0, 22 — y? = ¢ define uma hipérbole cujo eixo é
o eixo das abcissas; se ¢ < 0, a hipérbole 22 — y? = ¢ tem como eixo o eixo das ordenadas.
O gradiente de h é o vetor grad h(z,y) = (2z, —2y). Atribuindo valores particulares a x
e y, vemos que este vetor é perpendicular & curva de nivel que passa em (x,y) e aponta

na direcao de crescimento de h.

2.3 Maximos e Minimos de Funcoes de Varias Variaveis

Inicialmente, definimos pontos de méaximo e minimo absolutos (ou globais) de
uma funcao como aqueles nos quais a funcao assume seus valores mais altos ou mais
baixos em todo o seu dominio, respectivamente. Em seguida, ilustramos esses conceitos
com exemplos simples, como a funcao quadratica em duas variaveis. Posteriormente,
introduzimos os pontos de maximo e minimo relativos (ou locais), que sdo os pontos onde
a fungao assume valores mais altos ou mais baixos em uma vizinhanga restrita. Estes sao

ilustrados com defini¢oes formais e exemplos.

Definigao 22. Seja z = f(x1,x2,...,2,) uma fungdo de varias variaveis. Dizemos
que (Tpy, Tnys - -+, %n,) € Dy é ponto de maximo absoluto ou global de f se, para todo

(1,22, ...,2,) € Dy,

f(xlax%”'axn) S f(xnl)xnw”'axnk)'
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Dizemos que f(Zn,, Zn,, .- ., %n,) ¢ 0 valor maximo de f.
Exemplo 32. A funcio f(z,y) = 4 — 2* — 3 tem o ponto (0,0) um ponto de maximo
absoluto ou global de f, pois para todo (z,y) € Dy,

42?4 < £(0,0) ond — 2 — 4 < 4 para todo (z,y) € K.

O valor maximo de f(z,y) =4 — 2% —y* ¢ £(0,0) = 4.

Defini¢ao 23. Seja z = f(x1,x2,...,2,) uma fungdo de varias variaveis. Dizemos
que (Zp,, Tny,--.,Ty,) € Dy é ponto de minimo absoluto ou global de f se, para todo

(x1,29,...,2,) € Dy,

f(xhx%"'axn) Z f(l‘npmnza"'axnk)'

Dizemos que f(Zp,,Zn,,.-.,%n,) € 0 valor minimo de f.

Exemplo 33. (0,0) ¢ ponto de minimo global de f(x,y) = 22+ y? e f(0,0) = 0 é o valor
minimo de f, pois, f(z,y) > f(0,0), para todo (z,y) em R2

Defini¢ao 24. Seja z = f(x1, 29, ..., x,) uma fungao de vérias varidveis. Dizemos que:
a) (Tpy, Tny,-..,Tn,) € Dy é ponto de maximo relativo ou local de f se existir uma
bola aberta B((Zn,, Tng, - - -, Tn,);7) tal que f(x1,29,...,2n) < f(@ny, Tnyy - ooy Ty ),

para todo (xy,%a,...,2,) € BN Dy.

b) (n,, Tngs--.,Tn,) € Dy é ponto de minimo relativo ou local de f se existir uma
bola aberta B((Tn,, Tny, - - -, Tn,);7) tal que f(x1, T2, ..., 2n) > f(@ny, Trgs -+, Ty )

para todo (z1, 2, ...,2,) € BN Dy.

2.4 Pontos Criticos de uma Funcao de Varias Variaveis

Comecamos com a defini¢ao de ponto critico, que € um ponto onde o gradiente da
funcao é zero. Observamos que fun¢oes podem ou nao possuir pontos criticos, enquanto
outras, como as do mesmo exemplo, possuem a origem como ponto critico. Definimos
pontos criticos em termos de derivadas parciais iguais a zero ou da falta de diferenciabi-

lidade da fungao em um ponto. Geometricamente, esses pontos representam locais onde
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o grafico da fun¢ao nao possui um plano tangente ou o plano tangente é horizontal. Ex-
ploramos a relacao entre pontos criticos e extremantes, observando que nem todo ponto
critico € um extremante e que um ponto critico que nao é um extremante é chamado
de ponto de sela. Finalmente, ilustramos esses conceitos com exemplos simples, como
a fungao quadratica em duas varidveis e a funcdao polinomial f(z,y) = 3zy® + 2 — 3z,
identificando seus pontos criticos e destacando sua importancia na analise de fungoes de

varias variaveis.

Definicao 25. Chama-se ponto critico de uma fungao diferenciavel f : U — R um ponto

a € U tal que grad f(a) = 0.

Observagao 11. A funcao f do Exemplo 28 nao possui ponto critico. As funcoes g e h
tém a origem como ponto critico. Nota-se em ambos os casos uma quebra de reqularidade

na disposicao das curvas de nivel quando se atinge um nivel em que hd ponto critico.

Seja z = f(x1,29,...,2,) definida em um conjunto aberto U C R". Um ponto
(Tnys Tngs - - -, Tp,, ) € U € um ponto critico de f se as derivadas parciais f,(2n,, Tny, - - -, Tny )
e fy(Tnys Tny, - .., T, ) sA0 iguais a zero ou se f nao é diferenciavel em (z,,, Tpy, ..., Tn,) €
U.

Geometricamente, podemos pensar nos pontos criticos de uma fungao z = f(zy, x9,
..., Z,) como pontos em que o seu grafico ndo tem plano tangente ou o plano tangente é
horizontal.

Veremos que os pontos extremantes de z = f(x1,%s,...,%,) estdo entre os seus
pontos criticos. No entanto, um ponto critico nem sempre é um ponto extremante.

Um ponto critico que nao é um ponto extremante ¢ chamado de ponto de sela.

Exemplo 34. Verifique que o ponto (0,0) ¢ ponto critico da fungao f(x,y) = x* + >

De fato, o ponto (0,0) é um ponto critico pois,

f-(0,0) =0 e f,(0,0) = 0.

Proposicao 1. Seja z = f(x1,x9,...,2,) uma funcio diferencidvel em um conjunto
aberto U C R™. Se (Tpy, Tpyy - -, Tp, ) € U € um ponto extremante local (ponto de mdzimo

ou de minimo local), entao

f:l?(xnlaxn27 cee 7xnk) =0e fy(xnlaxny cee ank) - 07
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1510 €, (Tpys Ty, - .-, Tn,) € um ponto critico de f
Demonstra¢ao. Vamos supor que (ZTp,, Tny,--.,Tn,) € U é um ponto de maximo local
de f. Existe, entdo, uma bola aberta B = B((2pn,, Tn,,--.,%n,);7), tal que, para todo

(x1,22,...,2,) € B,

f(l'l,.fg,...,xn) S f(xnpxngw"axnk)'

Consideremos a fun¢ao de uma variavel, definida por

h :ICR—-R
h(z) = f(z,z02,---,%on)

onde I é um intervalo aberto que contém z tal que, para todo x € I, temos que (x,yy) €
B. Temos que:

1. h(z) é derivavel em xg, e h'(zo) = fu(z, 202, ..., %0n)-

2. x( é ponto interior de I e é um ponto de méximo local de h(x). Entao, h'(xy) = 0

ou fu(z,xp2,...,20n) =0.

De modo analogo, mostramos que f,(zo, yo) = 0. ]

Exemplo 35. Determine os pontos criticos de f(z,y) = 3zy* + 23 — 3z. Como ¢é uma
fungdo do tipo polinomial e daf suas derivadas parciais existem para todo (z,y) € R2

Entao, resolvendo o sistema

para identificar os pontos criticos. Temos
fo=3y"+32°-3e f, = 61y.
Vamos resolver o sistema

3y +322 -3 =0
6y =0
Da equacao 6xy = 0 concluimos que z = 0 e y = 0. Fazendo z = 0, em 3y% +32% —3 = 0,

temos

3y°—3=0o0uy==+1.
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Portanto, temos os pontos (0,1) e (0, —1). Fazendo y = 0, também em 3y? + 32? — 3 = 0,
temos

322 —3=0ouz = =+1.

Obtemos entao os pontos (1,0) (—1,0). Concluimos que a fungao dada tem quatro pontos
criticos

(0,1),(0,—-1),(1,0),(—=1,0).
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Capitulo 3

O Teste da Segunda Derivada em

dimensao 1 <n < 3

Neste capitulo, abordaremos sobre o Teste da Segunda Derivada em dimensao
1 < n < 3, inicialmente aprofundamos na anélise da concavidade das fungoes e na deter-
minacao dos pontos de inflexao através das derivadas segunda e primeira. Estabelemos
que uma fungao é concava para cima em um intervalo se sua segunda derivada for posi-
tiva, enquanto é concava para baixo se a segunda derivada for negativa nesse intervalo.
O Teste da Segunda Derivada determina a natureza dos pontos criticos de funcoes de
uma variavel, onde f”(¢) < 0 indica um maximo local e f”(¢) > 0 indica um minimo
local. Destacamos que, ao contririo do que acontece com func¢oes de uma tnica variavel,
nao existe um teste da primeira derivada para determinar a natureza dos pontos criticos
em funcoes de varias variaveis o Teste da Segunda Derivada é estendido para fungoes de
varias variaveis, onde se utiliza o determinante D = f,.f,, — (fzy)? para estabelecer se

um ponto critico € um minimo local, maximo local ou ponto de sela.

3.1 Teste da Segunda Derivada em R

O conceito de concavidade é muito util no esbogo do gréafico de uma curva. Vamos
introduzi-lo, analisando geometricamente a Figura 3.1.

Na Figura 3.1(a) observamos que dado um ponto qualquer ¢ entre a e b, em pontos
proximos de ¢ o grafico de f esta acima da tangente a curva no ponto P(c, f(c)). Dizemos

que a curva tem concavidade voltada para cima no intervalo (a,b).
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Figura 3.1: Conceito geométrico de concavidade voltada para cima.

Y y=fix) Y

'
i
i
[
' 1
L

T a c b_; a b ;
fa) (b)

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [9]

Como f'(z) é a inclinagdo da reta tangente & curva, observa-se na Figura 3.1(b), que
podemos descrever esta mesma situagao afirmando que no intervalo (a,b) a derivada
f'(x) é crescente. Geometricamente, isto significa que a reta tangente gira no sentido anti-
horario & medida que avangamos sobre a curva da esquerda para a direita. Analogamente,

a Figura 3.2 descreve uma funcao que tem concavidade voltada para baixo no intervalo
(a,b).

Figura 3.2: Conceito geométrico de concavidade voltada para baixo.

1LY AY
. = f(x)
S
S 3 %
(a) (b)

Fonte: FLEMMING e GONCALVES. [9]

Na Figura 3.2 b) vemos que a tangente gira no sentido horario quando nos deslocamos
sobre a curva da esquerda para a direita. A derivada f’(x) é decrescente em (a, b). Temos

as seguintes definigoes:

Definigao 26. Uma fungao f é dita concava para cima no intervalo (a,b), se f'(x) é

crescente neste intervalo.
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Definigao 27. Uma funcdo é concava para baixo no intervalo (a,b), se f'(z) for decres-

cente neste intervalo.

Proposigao 2. Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] e derivdvel até 2% ordem

no intervalo (a,b) :
a) Se f"(x) > 0 para todo x € (a,b), entdo f é concava para cima em (a,b).
b) Se f"(x) < 0 para todo x € (a,b), entdo f é concava para baizo em (a,b).

Demonstragao. No item (a), como f”(x) = [f'(x)]" , se f”(x) > 0 para todo = € (a,b),
pelo Teorema 11, f'(x) é crescente no intervalo (a,b). Logo, f é concava para cima em
(a,b). Analogamente, se prova o item (b), como f”(z) = [f'(x)]" , se f”(x) < 0 para todo
x € (a,b), pelo Teorema 11, f'(x) é decrescente no intervalo (a, b). Logo, f é concava para

baixo em (a,b). O

Podem existir pontos no grafico de uma funcao nos quais a concavidade muda de

sentido. Esses pontos sao chamados pontos de inflexao.

Definigao 28. Um ponto P na curva y = f(x) é chamado ponto de inflexdo se f ¢
continua no ponto e a curva mudar de concava para cima para concava para baixo ou

vice-versa em P.

Exemplo 36. Determine os pontos de inflexao e reconheca os intervalos onde as fungoes

seguintes tem concavidade voltada para cima ou para baixo para f(r) = 2% — 22, Temos,
fl(r) =42° -2z e f'(2) = 122% — 2.

Fazendo f”(z) > 0, entao
1202 —-2> 0

z? > 1/6.

Entao, x > e ouzxr < —?6. Portanto, f tem concavidade para cima nos intervalos
(=00, —V6/6) , (v6/6,+) .

No intervalo (—v/6/6,v/6/6) , f”(z) < 0. Portanto, neste intervalo f & concava para baixo.
Nos pontos ¢; = —v/6/6, e c; = +v/6/6, a concavidade muda de sentido. Logo, nestes

pontos o grafico de f tem pontos de inflexao
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Teorema 15 (Teste da Segunda Derivada). Suponha que f” seja continua em um inter-

valo aberto que contenha x = ¢
a) Se f'(c) =0 e f'(c) <0, entao f possui um mdzximo local em x = c.
b) Se f'(c) =0 e f"(c) >0, entao f possui um minimo local em = = c.

c) Se f'(c) =0 e f"(c) =0, entao o teste é inconclusivo. A funcao pode ter um mdzimo

local, um minimo local, ou nenhum dos dois.

Demonstragao. Para a). Se f”(c) < 0, entdo f”(r) < 0 em algum intervalo aberto /
que contenha o ponto ¢, uma vez que f” é continua. Portanto, pelo Teorema 11, f’ é
decrescente em I. Como f’(¢) = 0 o sinal de f’ muda de positivo para negativo em ¢, de
modo que f apresenta um maximo local em ¢, conforme o teste da primeira derivada.
Para b). Se f”(c) > 0 entao f”(x) > 0 em algum intervalo aberto I que continha o ponto
¢, uma vez que f” é continua. Portanto, f’ é crescente em . Como f’(¢) = 0 o sinal de
f" muda de negativo para positivo em ¢, de modo que f apresenta um minimo local em
¢, conforme o teste da primeira derivada.

Para c), daremos um contra-exemplo, para isto, considere as trés fungoes y = 24,y = —2*
e y = 2. Para cada funcao, a primeira e a segunda derivadas sao nulas em x = 0. Apesar
disso, nesse ponto, a funcdo y = z* apresenta um minimo local, y = —z* apresenta um

3 ¢ crescente em qualquer intervalo aberto que contenha x = 0 (nao

méximo local e y =
apresentando nem um maximo, nem um minimo nesse ponto). Em outras palavras, o

teste falha. O

Exemplo 37. A fungio f(x) = 223 — 92 + 122 — 2 tem pontos criticos. Assim,

fl(x)= 622 —18x+12=0
= 22 —30+2=0

= x1=1exy=2.

A segunda derivada de f é
F'(x) = 122 — 18.

Logo, como f"(z1) = f"(1) = —6 < 0, temos que x; = 1 é ponto de maximo local de f.

E, como f"(z3) = f"(2) = 6 > 0, temos que x5 = 2 é ponto de minimo local de f.
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3.2 Teste da Segunda Derivada em R?

O Teste da Segunda Derivada para funcgoes de varias variaveis, é uma ferramenta
importante na anélise de pontos criticos. No entanto, vale destacar que, ao contrario do
que acontece com fung¢oes de uma tnica variavel, nao existe um teste da primeira derivada
para determinar a natureza dos pontos criticos em funcgoes de varias variaveis. Enquanto
para func¢oes de uma tnica varidvel o teste da primeira derivada nos diz se um ponto
critico € um méaximo ou minimo local, para fungoes de varias variaveis esse teste nao é
suficiente. Em vez disso, recorremos ao teste da segunda derivada, que envolve o calculo
do discriminante D e a analise do sinal deste para determinar se um ponto critico é um
maximo local, minimo local ou ponto de sela. Para fungoes de trés varidveis, analisamos
a natureza de um ponto critico (xg, 4o, 20) de uma funcdo f(x,y,z) de classe C?. Este
teste utiliza a matriz Hessiana H e uma submatriz H; para determinar se o ponto critico

¢ um maximo local, minimo local ou nem um, nem outro.

Teorema 16 (Teorema da Conservacao do Sinal). Seja f : Dy — R uma fungao continua
em T € Dy e tal que f(T) > 0 (f(T) < 0). Entao, existe § > 0 tal que f(x) > 0(f(x) < 0)

sempre que x € Dy e x € (T — 6,7 +0).

Demonstrag¢ao. Faremos primeiro o caso f(Z) > 0. Da continuidade de f em 7, especifi-

cando € = f(T) > 0 encontramos d > 0, tal que
v€Dspr€(T—06,T+0)= f(x)€ (f(T)—¢ f(T)+e)=(0,2f(T)).

Provando o segundo caso f(Z) < 0. Da continuidade de f em T, especificando ¢ = f(T) < 0

encontramos ¢ > 0, tal que
re€Dpxe(T—0,T+9)= f(x)e (f(T)—e f(T)+e€) =(0,2f(T)).

Isto prova o resultado. O

Teorema 17. Seja f(x,y) de classe C* no aberto A C R? e sejam (x9,%0) € A e (h, k) #
(0,0) tais que o segmento de extremidades (xo,yo) € (xo + h,yo + k) esteja contido em A.

Nestas condigoes,

f(xo+h,yo + k) = f(xo,y0) + fao(zo, y0)h + fy(w0,90)k + E(h, k)
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onde

E(h,k) = U@( 9) + 2fuy (TG + f1, (T D]
para algum (T,7) interno ao segmento de extremidades (zo,yo) € (o + h,yo + k).

Demonstragao. Pela féormula de Taylor, com resto de Lagrange, para fungoes de uma

variavel, temos: B
o(1) = 9(0) + g1 - 0) + L1 o (3.)
)

para algum ¢ em (0, 1). Calculemos, agora, ¢'(t) e ¢"(t

iy 4 OF e OF
g() = GU@y] = 5+ 5 @)

ou seja,

g'(t) = folz,y)h + fy(x,y)k,

onde x = xog + ht e y = yo + kt. Dai
d
g'()= — [felzylh+ - [fy(l‘ y)lk

= [fzx(m7y>h + fyw(x>y>k] h + [fxy(xvy)h' + fyy(l',y)k} ka

ou seja,

9"(t) = foe(@, 9)h® + 2fuy (2, 9) Rk + fy (z, y)K?,

onde x = xy + ht e y = yo + kt. Temos, entao:

g(1) = f(@o+ h,yo + k), g(0) = f(xo,y0),
g(0) = fo(o, yo)h + fy(To, yo)k (3.2)
9"t = feu(@) +2fey (@ DhE + fy (T, YK,

onde T=ux0+ht ey =1y, + kt.

\

Observe que T é um ponto interno ao segmento de extremidades (g, yo) € (7o +

h,yo + k), pois ¢t € (0,1). Substituindo (3.2) em (3.1) resulta:

f(xo+ h,yo + k) = f(x0,90) + fo(x0,y0)h + fy(w0, y0)k + E(h, k),
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onde

B(h, k) = 3 [Foel@ D+ 2Ly (T 9 + (. 1)

para algum (7,7) interno ao segmento de extremidades (zo,vo) € (xo + h, yo + k). Assim,

fica demonstrado o teorema.

]

Teorema 18 (Teste da Segunda Derivada). Suponha que as sequndas derivadas parciais
de f sejam continuas em uma bola aberta com centro em (a,b), e suponha que f.(a,b) =0

e fy(a,b) =0 ou seja, (a, b) € um ponto critico de f. Seja

D= D(au b) = fxx(a’b>fyy<a’ b) o [fﬂ/(a’b)P

a) Se D >0 e f.(a,b) >0, entao f(a,b) é um minimo local.

b) Se D >0 e fur(a,b) <0, entao f(a,b) € um mdzimo local.

c) Se D <0, entao f(a,b) nao é minimo local nem mdzimo local.
Demonstragcao. Da hipotese e da continuidade das fungoes

_ fmm fa:y

yr fyy

fmx(may) e D = f:mcfyy - [fa:y]27

segue, pelo Teorema 16, que existe uma bola aberta B de centro (z, o) podemos supor

B C Dy pois (g, o) € ponto interior de Dy tal que, para todo (z,y) em B,

fmc(x>y) >0e D(x,y) > 0.

Pela formula de Taylor, com resto de Lagrange (Teorema 17), para todo (h, k), com (zq+
h,yo+k) € B, existe (T,7) interno ao segmento de extremidades (zg, yo) e (zo+ h, yo + k)
tal que

f(xO + h, Yo + k) - f(x07 yO) = % [fmx(fv y>h2 + 2fmy(f7 y>hk + fyy<f7 y)kﬂ
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Podemos reescrever fo.(T,y)h? + 2., (T, y)hk + f,,(T,7)k? igual a

= fxz(f y) |:h2 th‘i‘ fyy(fag) /f2:|

fua (T, ?) f2a(T, )
- g [ B R BT BE R 2R 0]
- e (1 25 )2+fm<f»@>( 2En R
fua(Z, ) <h+ L‘}’Z:i (;Z;) )2 + fm]z? 7y (ea@9) 0 (@.5) = £2,(T.5))

(lembre-se de que f,(zo,y0) = 0 = f,(z0,Y0), Pois (zo,yo) € ponto critico de f). Note que

foe(T.9) [y (T, 7) — f2,(%,7) = D(z,y), temos que

HI

Dlay) = [T D @B — ET).
fyac(xvy) fyy(

i3]
<
S~—r

Y

Como (7,7) € B,

fee(T,7) >0 e D(z,y) = > 0,

tendo em vista para todo (h, k) # (0,0), com (zg + h,yo + k) € B,

f(xo+ h,yo + k) — f(x0,90) >0,

ou seja,

f(x,y) > f(zo,90),

para todo (x,y) em B, com (z,y) # (xo,yo). Portanto (xq,yo) é ponto de minimo local
de f, isto satisfaz o item (a).
Para o item (b), se D > 0 e f..(a,b) < 0, entdo f(a,b) ¢ um méaximo local. De fato,

considerando

fx:v(fvg) (h —|— %k) —|— k2 y (fzz(§7y>fyy(fvg) - zy(fvy)) :
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Como (7,7) € B,

S|
<

fm(f,g)<()eD(a:,y): fmm(fay) fxy( ; ) >O,

foe(T9) fi(T,7)

5
<

tendo em vista para todo (h, k) # (0,0), com (zo + h,yo + k) € B,

f(950+h>y0+k)_f(370,yo) <Oa

ou seja,

f(xo,0) > f(z,y),

para todo (z,y) em B, com (x,y) # (xo, o). Portanto (zg,yo) é ponto de maximo local
de f, isto satisfaz o item (b).

Para o item (c), se D < 0 entao f(a,b), ndo é minimo nem méaximo local. De fato, seja
H = foh? + 2fo hk + f, K2
Analisando o casode D <0 e f,, =0
H = 2f. bk + f, k.
Usando u; = (h, 1) e ug = (h, —1), temos

H,, =2afzy+ fyy e Hy, = —2af + fyy.

Para h suficientemente grande a derivada na direcao u; e na direcao us tém sinais distintos.

SeD<Oefm7é0>ComU12(1,O)eu2:(%,_)

fo\° | K 9
H fm( + fm) + - (foafoy — [2)

Aplicando u; e uy, temos

1

HulzfarareHug: f

(fmfyy - fac2 ) :
~—_————

D



Capitulo 3. O Teste da Sequnda Derivada em dimensao 1 <n <3 58

Como D < 0, se fyz > 0, entao H,, > 0e H,, < 0. Se fz < 0, entao H,, < 0 e
H,, > 0. O

No caso (¢) o ponto (a,b) é chamado ponto de sela de f e o grafico de f cruza seu
plano tangente em (a,b).
Se D = 0, nao da nenhuma informacao: f pode ter um méaximo local ou minimo

local em (a,b), ou (a,b) pode ser um ponto de sela de f.

Exemplo 38. Seja f(z,y) = 3z + 2y*. O tnico ponto critico de f ¢ (0, 0) e temos
D(0,0) = 0; logo, o Teorema 18 nao nos fornece informagao sobre este ponto critico.
Trabalhando diretamente com a fungao verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto de
minimo global, visto que para todo x,y € D(f) implica que 3z* + 2y* > £(0,0). Logo, o
valor minimo de f(x,y) = 3z*+ 2y* ¢ £(0,0) = 0.

Exemplo 39. Seja f(z,y) = 2 — 22 — y*. O tnico ponto critico de f é (0, 0) e temos
D(0,0) = 0; logo, o Teorema 18 nao nos fornece informagao sobre este ponto critico.
Trabalhando diretamente com a fungao verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto de
maximo global, visto que para todo z,y € D(f) implica que 2 — 2% — y* < f(0,0). Logo,
o valor maximo de f(z,y) =2 — 2% —y* ¢ f(0,0) = 2.

Exemplo 40. Determine os valores méaximos e minimos locais e os pontos de sela de

f(x,y) = 2* +y* — 4zy + 1. Primeiro localizamos os pontos criticos:
fe=42° —4ye f, = 4" — 4.
Igualando essas derivadas parciais a zero, obtemos as equagoes
2 —y=0ey’—2=0.
Para resolvé-las, substituimos y = 2% da primeira equacao na segunda. Isso da
0=2"—2=z@" 1) =a@@" - 1)(@2*+1)=2@* - 1)(@*+ 1)(a*+1)

e existem trés raizes reais: © = 0,1, —1. Os trés pontos criticos sao (0,0), (1,1) e (=1, —1).

Agora vamos calcular as segundas derivadas parciais e D(z,y) :

for = 1227, fo, = —4, f,, = 120%
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D(l‘,y) = .f:c:r:fyy - (fxy)2 = 1443023/2 — 16.

Como D(0,0) = —16 < 0, segue do caso (c) do Teste da Segunda Derivada que a origem ¢é
um ponto de sela; ou seja, f ndo tem nem méaximo local, nem minimo local em (0, 0). Como
D(1,1) =128 > 0 e fur(1,1) = 12 > 0, vemos do caso (a) do teste que f(1,1) = —1 é um
minimo local. Da mesma forma, temos D(—1,—1) = 128 > 0 e fu.(—1,—1) = 12 > 0,

portanto f(—1,—1) = —1 é também um minimo local.

3.3 Teste da Segunda Derivada em R?

O Teste da Segunda Derivada classifica a natureza de um ponto critico (zg, yo, 20)
de uma funcao f(z,y,z) de classe C? usando a matriz Hessiana H e uma submatriz H;

verificando se é um ponto de maximo local, minimo local ou nenhum dos dois.

Teorema 19. Seja f(x,y,2) de classe C? no aberto A C R3 e sejam (x9,%0,20) € A ¢
(h,k,1) # (0,0,0) tais que o segmento de extremidades (o, Yo, 20) € (xo+ h,yo+k, 20 +1)

esteja contido em A. Nessas condigoes, temos:

f(xo+h, yotk, zo+l) = f(x0, Yo, 20)+ f2(T0, Yo, 20) h+ fy(x0, Yo, 20)k+ f+(z0, Yo, 20)l+E(h, k, 1),

onde

Q(h, k1) :%[fm(f, U, 2)h* + 2f., (T, 7, 2)hk + 2f,.(T, 7, Z)hl

+ fou (T, T, 2) K + 2£,.(T, 7, D)kl + f..(7,7,2)1%],

para algum (Z,7,Z) interno ao segmento de extremidades (xo, Yo, 20) € (xo+h, yo+k, zo+1).

Teorema 20 (Teste da Segunda Derivada). Seja f(x,vy, z) de classe C? e seja (xg, Yo, 20)
um ponto interior de Dy. Suponhamos que (zo,%Yo,20) seja ponto critico de f. Sejam

H(z,y,2) e Hi(x,y, z) dadas por

Sz fmy faz
H = fmy fyy fyz €H1
fxz fyz fzz

_ facac fxy
fyx fyy
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(Z) Se fazx(xlbyOazO) > O,H1<£U0,y072’0) >0e H($07y0a20) > Oa entao (any07Z0) serd

ponto de minimo local.

b) Se fm(l’o,yo,zo) < OaHl(xmyO;ZO) >0e H(ﬂfo,yoyzo) < 0, entao (l’o,ymzo) serd

ponto de mdximo local.

c) Se Hi(xo,90,20) <0 e for >0, entao existe (xo, Yo, 20) que nao € ponto de mdzimo

local e nem de minimo local.

Demonstragdo. Inicialmente iremos mostrar o item (a). Como f é de classe C? segue que

pelo Teorema 16 que existe uma bola aberta B de centro (xg, yo, 20) tal que, para todo

(z,y,2) em B,
Fonl@,y,2) > 0, H(z,y,2) > 0 ¢ Hy(z,y,2) >0,
em que
Joz  Joy  Jaz
foolw,y,2), H=|fo, foy foe| ¢ Hi= few fxy'
fr Fr S Foa fun

Pela Formula de Taylor, com resto de Lagrange para R* (Teorema 19), para todo (h, k, 1) #
(0,0,0), com (zo+h, yo+k, z0+1) € B, existe (T, 7, Z) interno ao segmento de extremidades

(0, Yo, 20) € (xo + h,yo + k, 20 + 1) tal que

f(xo+h, yo+k, zo+l) = f(x0, Yo, 20)+ f2(T0, Yo, 20) h+ fy (20, Yo, 20)k+f+ (20, Yo, 20)I+E(h, k, 1),

f(xo+h,yo+k, 20+ 1) — f(zo,y0,20) = fulT0, Y0, 20)h + fy(x0, Y0, 20)k + f2(x0, Yo, 20)!
1
+5 e (T, 7, Z2)h? 4 2 fo (T, 7, Z) Wk + 2 fo. (T, 7, Z) hl

+fyy(f7 yv E)kz + 2fy2(f7 y7 E)kl + fzz<I7 g? E)ZQ]

(3.3)
Tomando «, 3,7, 9, €, p como
a = fmz(fayaz>7 ﬂ:fyy(zay72)a 7:fzz(f>gaz)a (3 4)
5: fiﬂy(f7y7z)7 €:f$2(fvyaz)7 szfyz(fayaz)a
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podemos reescrever

Q(h k1) = furlT,7,Z2)h* + 2f2y(T,7,Z)hk + 2 f,.(T,7,Z) M
+ [T Y, 2)K* + 2£,.(T, 9, 2)kl + [..(T,7,2)1? (3.5)
= ah?®+ Bk* + 1% + 20hk + 2¢hl + 2pkl.

Como (0, Yo, 20) € ponto critico, temos que f (o, Yo, 20) = fy(Z0, Yo, 20) = f=(Z0, Yo, 20) =

0. Portanto, segue de (3.3) que

1
flro+h,yo+k, 20+ 1) — f(z0,v0, 20) = §Q(h,k, ).

Logo, para determinar a natureza do ponto critico, precisamos analisar a positividade ou

negatividade da forma quadrética Q(h, k,1). Reescrevendo novamente como:

2 2 2
D) =a | B+ 2R 4+ 22+ Dk + Shl 4 2o
Qh, k1) e B ey P
(6] « « (8 [0
52 € 2¢0 52 €2 2¢0
_ 2 2 2 2 2
—@{h Tl Rl ke G el

9 9 2
Bre s D o By 2y —%l] .
(6% (6% (8] (8}

+ —
[0

Assim,
) e\’ af—=6, ay—e 2ap—ed)
Qhk,l)=a|[h+—-k+—-1] + k* + + ki
o o ak? a? a?
a 0 a € a €
2
5 2 10 € v 0
:@(h+—k+£l> + K+ *+ kl
a a a a o
a a € a €
2
_ o p € @
Denote Q(k,1) = —k* + 1?2 + kl. Note que como H; > 0 e fu, > 0
o o a
a 0
)
temos # 0. Logo,
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a 0 I a € 2a € |
_ 6 B € o
Qk, 1) = k? + 2+ kl
a a 0 a 0
i 8 o Bl
2 2
a 0 2a € a € a € o
o B, @ L P A O L
= k* + kl + 517 — 517+
o a 0 o a 0 )
6 B B B 6o B
- ) 5 -
a 0 o € a O||la € a €
o f ¥ o Blle v |0 ¢
= k+ [l + 5 l
@ a o )
6o B 5 B
Note ainda que
a 0 €

aly By :0425’Y+0z5306+a5906—a7(52_a2¢2_a562'

€ ¢ 7

Somando e subtraindo €252 na expressao acima, obtemos

a?By4adpe + adpe — ayd? — €26 + €262 — a’p? — afBe

=(a’f — ") (ay — €*) — (ay — €d)”

a 0
o B

a € a €

€ 7 o
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Logo,
a 0 €
2
a 0 a € o B
2 0 p o ¢ € ¢ v
Q(h,k,l):a(h+ék+£l> + ey o+ 12 (36)
o @ @ a 0 a 0
o B o B
Por (3.4) temos que
2
a €
2 _ _
H 2 H
QU k) = Fu(.7) (4 2kt S1) 4 DERT g 2 5y | SO
Q Q fzx(xayaz) a o Hl(:v,y,z)
o p

Como (7,7,%) € B, temos

L fu(Z,7,%) >0,

Portanto, tendo em vista para todo (h,k,l) # (0,0,0), com (xg+ h,yo + k,z0 + 1) € B,

segue que Q(h, k,l) > 0, consequentemente,

f(zo+h,yo + Kk, 20 +1) — f(z0,%0, 20) >0,

ou seja,

f<x>y7 Z) > f($07y0720)>

para todo (x,y,z) em B, com (z,y,z) # (%o,Yo,20). Portanto (zo,yo,20) € ponto de

minimo local de f. Isto conclui a demonstragao do item (a).
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Para o item (b), de maneira inteiramente analoga, concluimos que

1
flxo+h,yo+k, 20+ 1) — f(z0,y0, 20) = §Q(h7k, 1),

em que
2
o €
2 S —
— - — Hl(xayaz) 6 ® H(x,y,z) 2
h,k’,l = Jaxz\ X, Y, 2 h-{—-kf-}—-l) + —— k?+ l —|—Tl
Q( ) f ( Y )( fa:x(xayaz) a o H1<x,y,2)
o p

Com uma bola aberta By de centro (xg, yo, 20) tal que, para todo (7,7,z) em Ba,

1' fﬁit(f7y7z) < 07

Portanto, tendo em vista para todo (h, k,1) # (0,0,0), com (xo+ h,yo + k, 20 + 1) € B,

segue que Q(h, k,1) < 0, consequentemente,

flwo+h,yo +k, 20 +1) — f(x0, %0, 20) <O,
ou seja,
f<x>y7 ’Z) < f(x07y0720)7

para todo (x,y,2) em B, com (z,y,2z) # (xo,Yo,20). Portanto (xg, %o, 20) ¢ ponto de
méximo local de f. Isto conclui a demonstragao do item (b).

Para o item (c), considerando ) dado em (3.6) e sabendo que

1
flxo+h,yo +k, 20 +1) — f(z0,y0, 20) = §Q(h71€; ).
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5
Considere os vetores (1,0,0) e (—, —1, 0) , assim temos
a

Q(1,0,0) =ae

¢ (g _1’O> =« (g)z + B(—1)* +~(0)* + 26 <5

Simplificando, obtemos

Q
>

5 52 52 §2 |0 B
Q(—,—1,0)2—+5—2—:6—— .
(8} o) 0] 0]

«

Desta forma, pelas condigdes do item (c), temos que

Q(1,0,0) = fur(@.5.2) > 0 ¢ Q (g —1,0) _ %

em que (7,7,%) e (Z,7, 2) estdo em uma vizinhanga de (xo, yo, 20)-

< 0,

=
N>

)
Logo, Q(h,k,l) assume valores de sinais opostos para os pontos (1,0,0) e <—, —1,0),
a
conforme desejado. Portanto,

f(fvya 7) - f(x07y0720) >0

f(‘%aga 2) - f(x()vyOuZO) < 07

consequentemente,

f(fﬁvg?é) < f(x()’yO;ZO) < f(f,y,?),

assim sendo, (o, Yo, 20) nao é ponto de maximo local e nem minimo local.

Exemplo 41. Verifique a relagdo de maximos e minimos locais da fungao

flr,y,2) =2+ >+ 2% =320 — 3y — 32+ 2.

Seja f, = 32? =3, f, = 3y* — 3 e f, = 322 — 3. Igualando as derivadas encontradas a zero,
obtemos as equacoes

322 —1)=0,3(* —1)=0e3(z* - 1) =0.

a) (1) + 2 (g) (0) + 20(—1)(0).

65
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Temos um total de 8 pontos criticos que sao: (1,1,1), (-1,1,1), (1,-1,1), (1,1,-1), (-1,-1,1),
(1,-1,-1), (-1,1,-1), (-1,-1,-1).
Como as derivadas parciais em uma variavel sao fungoes independentes das demais

variaveis, as derivadas mistas fs,, fz. € fy. sao nulas. Onde

6z 0 O
6z O
H — O 6y O ) Hl — .
0 6y
0 0 6z

O ponto (1,1,1), com f,, > 0,H; > 0e H > 0, é ponto de minimo local. O ponto
(=1,-1,-1), com f,, < 0,H; >0e H > 0, é de maximo local. Os pontos (—1,1,1),
(1,-1,1), (1,1,-1), (-1,-1,1), (1,-1,-1), (-1,1,-1) s@o de sela.

3.4 Teste da Segunda Derivada em R”

Abordaremos inicialmente sobre conjunto compacto, onde um conjunto KX C R"

é compacto se for limitado e fechado, como esferas e bolas fechadas, enquanto R™ inteiro

nao é compacto. Uma forma quadratica H em R" é dada por H(v) = ZZJ':1 hijoio, com
matriz simétrica [h;;]. H pode ser ndo-negativa, positiva, indefinida, negativa ou nao-
positiva. A forma hessiana H(z) de uma fung¢ao f : U — R no ponto x € U é determinada
pelas segundas derivadas parciais de f e ajuda a identificar méximos, minimos ou pontos
de sela. O Teste da Segunda Derivada usa a forma hessiana para avaliar a natureza dos

pontos criticos de f.

Definicao 29. Diremos que um conjunto K C R™ é compacto quando ele for limitado e

fechado.

Assim, por exemplo, sdo compactas todas as esferas e bolas fechadas do espaco

euclidiano, mas o espago R” inteiro nao é compacto (salvo se n = 1) Uma forma quadratica
n

H :— R™ — R é uma fungao cujo valor no vetor v = (ay,...,q,) é E h;joioy, onde [hyj]
ij=1
¢ uma matriz simétrica n x n. O valor da forma quadréatica H no vetor v sera indicado

com a notacao H - v?. Portanto

n
2
H v = E hijovo, quando v = (o, ..., o).
=1
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Set € Rentao H - (tv)? =t*- H - v°.

A forma quadratica H chama-se nao-negativa quando H -v? > 0 para todo v € R2,
positiva quando H -v? > 0 para todo v # 0 em R" e indefinida quando existem v, w € R"
tais que H -v? > 0 e H - w? < 0. De modo anélogo se definem forma quadratica negativa

e nao-positiva. Quando H é positiva ou negativa, diz-se que ela é definida.

Exemplo 42. A forma quadratica H : R® — R, onde H - v? = (v,v), ¢ positiva. Como
(v,v) = a? + -+ + a2, a matriz de H é a identidade. Para todo k € [1,n], H - v? =

a? + -+ a? é uma forma quadritica nao negativa em R". Por outro lado, se pusermos

2

- com 0 < k < n, teremos uma forma quadréatica

2 _ 2 2 2
H"U _O{1_|_...+ak_ak+l_..._a
indefinida. Evidentemente, se H é positiva (respectivamente nao-negativa) entdo —H ¢

negativa (respectivamente nao positiva).

Seja H : R® — R uma forma quadratica cuja matriz é [h;;]. Se chamarmos de
Hy : R — R™ o operador linear cuja matriz na base canonica de R™ é também [h;],
vemos imediatamente que H - v? = (Hy - v,v) para todo v € R". Como a matriz [h]
do operador Hj na base candnica é simétrica, H, é auto-adjunto. Reciprocamente, para
qualquer operador auto-adjunto Hy : R” — R”, a funcao H : R® — R, dada por H - v? =
(Ho -v,v), € uma forma quadratica. Quando H é definida, o operador Hy é invertivel

pois (Hy - v,v) # 0 para todo v # 0 = Hy - v # 0 para todo v # 0.

Definigao 30. Dada a funcao f : U — R, de classe C? no aberto U C R", a forma
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quadratica hessiana H(x) de f no ponto x € U é aquela cuja matriz é [h;;| = [ / (a:)] )

&ciaxj
Assim, para todo v = (a1, ...,q,) € R", tem-se
Ho) = Y S @,
i,j=1 Ox;0z; o

A forma hessiana é usada para determinar a natureza dos pontos criticos da funcao f.

Definigao 31. Diz-se que a € U é um ponto de maximo local da fungao f : U — R
quando existe § > 0 tal que f(z) < f(a) para todo x € U N B(a;6). Analogamente se
define um ponto de minimo local. Um ponto a, de maximo (ou de minimo) local de
uma funcao diferenciavel f, € um ponto critico de f. Com efeito, para todo 7 =1,...,n,

se § > 0 é suficientemente pequeno entdao a funcao ¢ : (—9,9) — R, dada por ¢(t) =
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f(a+te;), esta bem definida e possui um méaximo (ou minimo) local no ponto ¢ = 0. Logo

Oz(b’(O):%(a),i:l,...,n.

Exemplo 43. A origem (0,0) € R? ¢ ponto critico das trés fungoes f,g,h : R? — R,
definidas por f(z,y) = 2% +9?, g(x,y) = —2% —y* e h(z,y) = 2% — y*. Para f, a origem
é um ponto de maximo, para g de minimo e para h nao ¢ maximo nem minimo pois em

qualquer disco de centro 0 a fungao h assume valores maiores e menores do que 0 = (0, 0).

A férmula de Taylor para uma fungao f : U — R, definida no aberto U C R", é a

seguinte:

1 1
fla+v) = f(a)+df(a) - v+ §d2f(a) i+ Hdpf(a) P 4 rp(v).
Conforme as hipoteses feitas e os objetivos desejados, temos, como no caso de funcoes
de uma s6 variavel, trés situagoes principais, a féormula de Taylor Infinitesimal, Resto de
Lagrange e Resto Integral. Aqui apresentaremos apenas a formula de Taylor Infinitesimal,

pois utilizaremos na demonstragao do Teorema 21.
e Formula de Taylor Infinitesimal. Se f é p vezes diferenciavel no ponto a, entao

i 2(0) _
v—0 ’U‘p

Teorema 21 (Teste da Segunda Derivada). Sejam f: U — R uma funcdo de classe C?,

a € U um ponto critico de f e H a forma quadrdtica Hessiana de f no ponto a. Entdo:
1) Se H ¢ positiva, a € um ponto de minimo local nao-degenerado;
2) Se H € negativa, a é um ponto mdzimo local nao-degenerado;
3) Se H ¢é indefinida, a nao € ponto de minimo local nem de mdzximo local para f.

Demonstragao. Para provar o item 1. Seja B(a;d) C U. Para todo v, com 0 < |v| < ¢,

temos
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1
A funcao continua §H sendo positiva em todos os pontos da esfera unitaria de R™, a qual

1
é um conjunto compacto, existe ¢ > 0 tal que §H -u? > € para todo u € R" de norma 1.

1 v 2
—H-|— ) >e¢
2 v

para todo v # 0 em R"™. Ora, pela Formula de Taylor infinitesimal, podemos tomar ¢ > 0

Entao

tao pequeno que

|r(v)]

jol?

0<|v|<o= <€

Isto significa que, para todo v # 0 com norma inferior a §, a expressao

1 v\> (v
) < S )
[2 (|v|> " |v|2]
¢ positiva. Portanto 0 < |v| <0 = f(a+v) > f(a), e a ¢ um ponto de minimo local para

f.

Para provar o item 2. Seja B(a;0) C U. Para todo v, com 0 < |v| < 4, temos

fla+v) :f(a)—i-%H-inLr(v)
Ly (v,
" <|v|) TP

1
A funcao continua §H sendo negativa em todos os pontos da esfera unitéaria de R, a qual

—_

=f(a) + vl

N}

1
¢ um conjunto compacto, existe ¢ > 0 tal que 5]—] -u? < —¢ para todo u € R" de norma

1 v \?
“H-|—) < —¢
2 v

para todo v # 0 em R". Ora, pela Formula de Taylor infinitesimal, podemos tomar § > 0

1. Entao

tao pequeno que

0<|v| <= rv) <€
|vf?

Isto significa que, para todo v # 0 com norma inferior a ¢, a expressao

(1) )]
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¢ negativa. Portanto,

0< vl <d= fla+v) < f(a),

e a ¢ um ponto de maximo local para f.

Quanto a terceira afirmacao do teorema, se H é indefinida, existem vetores v, w € R" tais
que H-v?>>0e H-w? < 0. Entao, para todo t # 0 real, temos H - (tv)> =t*- H -v*> > 0
e H - (tw)? < 0. A igualdade f(a +v) = f(a) + %H -v? + r(v) acima implica entdao que
fla+tv) > f(a) e fla+tw) < f(a) para todo t # 0 suficientemente pequeno, logo a nao

¢ ponto de minimo local nem de méaximo local para f. O

Corolério 15. Se a fungdo f: U — R, de classe C?, possui um minimo (respectivamente
mdzximo) local no ponto a € U entio a forma quadrdtica hessiana de f é nao negativa

(respectivamente nao-positiva) nesse ponto.

Demonstragao. Com efeito, se fosse H - v < 0 para algum vy € R", teriamos
fla + tvg) < f(a) para todo t suficientemente pequeno, e entdo a nao seria um ponto
de minimo local. De maneira andloga temos o mesmo argumento para o caso do maximo

local. O
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Consideracoes Finais

Neste trabalho, exploramos em profundidade os fundamentos e aplicagoes das de-
rivadas, tanto em R quanto em R". No primeiro capitulo, abordamos a derivada em R,
destacando sua interpretacao geométrica e sua importancia para compreender a taxa de
variacao instantdnea de uma funcao. A introdugao da regra da cadeia mostrou como é
possivel lidar com derivadas de func¢oes mais complexas por meio de suas componentes
mais simples. A anéalise de pontos criticos e o teste da primeira derivada proporcionaram
uma compreensao detalhada do comportamento local das fungoes, oferecendo ferramentas
essenciais para a classificacao de maximos e minimos.

Avancgando para o segundo capitulo, estendemos a anéalise para func¢oes em mul-
tiplas varidveis em R"™. As derivadas parciais revelaram-se fundamentais para entender
a variacao de funcoes em espacos multidimensionais. A importancia das funcoes C! foi
destacada pela sua suavidade e continuidade, essenciais para muitas aplicacoes préaticas.

No terceiro capitulo, aprofundamos o uso do Teste da Segunda Derivada para
fungoes de varias variaveis, enfatizando sua importancia na anélise de pontos criticos em
espacos de dimensoes superiores. A matriz Hessiana é a ferramenta chave para determinar
a natureza desses pontos, seja como maximos locais, minimos locais ou pontos de sela.
Este capitulo destacou a complexidade adicional presente em R? e R?, demonstrando a
necessidade de métodos mais sofisticados para a analise de fungoes em miltiplas variaveis.

A capacidade de identificar e interpretar pontos de maximo e minimo tem implica-
¢oOes préaticas significativas em vérias areas do conhecimento, como economia, engenharia
e ciéncias naturais. A otimizagao de recursos e processos, que depende dessa analise, é um
topico central na Base Nacional Comum Curricular (BNCC), sublinhando a importancia
deste conhecimento para o desenvolvimento do pensamento matematico aplicado.

Em suma, este trabalho fornece uma base sélida para a compreensao das derivadas

em diferentes contextos, oferecendo tanto uma fundamentacao teérica quanto ferramentas
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praticas para a analise de funcoes. As técnicas discutidas sao fundamentais para uma
ampla gama de aplicagoes, desde a resolugao de problemas académicos até a otimizacao

de processos em diversas dreas profissionais.
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