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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos de Algebra Linear que funda-
mentam o estudo de transformacoes geométricas e sua aplicacao na construcao de fractais
por meio de Sistemas Iterados de Fungoes (IFS). Inicialmente, sao revisados conceitos
fundamentais de espacos vetoriais, subespacos, dependéncia linear, bases, dimensao e
transformacoes lineares, estabelecendo a base tedrica necessaria para o desenvolvimento
do tema. Em seguida, sdo estudados operadores matriciais em R2, com destaque para
reflexoes, projecoes, rotacoes, expansoes, contracoes e cisalhamentos, enfatizando sua
interpretacao geométrica e sua representacao por matrizes. Também ¢ introduzido o
conceito de funcoes iteradas, essencial para a compreensao dos processos de construcao
fractal. Na sequéncia, sao apresentados os principais conceitos relacionados a geometria
fractal, incluindo autossimilaridade, dimensao e sistemas iterados de fungoes. A partir
do estudo das semelhancas e das transformacoes afins, discute-se como a aplicacao re-
petida de transformacoes contrativas permite a geracao de estruturas fractais classicas,
evidenciando a relacdo entre Algebra Linear, Geometria e Fractais. Conclui-se entdo
que os conceitos algébricos e geométricos estudados fornecem ferramentas fundamentais
para a compreensao da construcao e das propriedades dos fractais, demonstrando como
estruturas mateméticas complexas podem surgir a partir da iteracao de transformacgoes

relativamente simples.

Palavras-Chave: Algebra Linear; Fractais; Transformacdes Lineares; Sistemas Iterados
de Funcoes; Autossimilaridade.



Abstract

This work aims to present the concepts of Linear Algebra that underpin the study
of geometric transformations and their application in the construction of fractals through
Iterated Function Systems (IFS). Initially, fundamental concepts such as vector spaces,
subspaces, linear dependence, bases, dimension, and linear transformations are reviewed,
establishing the theoretical foundation required for the development of the topic. Next,
matrix operators in R? are studied, with emphasis on reflections, projections, rotations,
expansions, contractions, and shears, highlighting their geometric interpretation and their
matrix representation. The concept of iterated functions is also introduced, which is es-
sential for understanding fractal construction processes. Subsequently, the main concepts
related to fractal geometry are presented, including self-similarity, dimension, and iterated
function systems. From the study of similarities and affine transformations, it is discussed
how repeated application of contractive transformations allows the generation of classical
fractal structures, highlighting the relationship between Linear Algebra, Geometry, and
Fractals. It is concluded that the algebraic and geometric concepts studied provide funda-
mental tools for understanding the construction and properties of fractals, demonstrating
how complex mathematical structures can arise from the iteration of relatively simple

transformations.

Key-Words:Linear Algebra; Fractals; Linear Transformations; Iterated Function Sys-
tems; Self-similarity.
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Introducao

A Matematica esta presente em diversas areas do conhecimento, fornecendo ferra-
mentas para a compreensao e modelagem de fendmenos naturais e artificiais. Entre seus
diversos ramos, a Algebra Linear destaca-se por sua ampla aplicabilidade e por fornecer
instrumentos fundamentais para o estudo de estruturas matematicas e transformacoes
geomeétricas.

A Algebra Linear ¢ utilizada em areas como Ciéncia, Computacio, Engenharia,
Economia e Administracao. Seus conceitos permitem representar e analisar relacoes entre
grandezas por meio de vetores, matrizes e transformacoes lineares. Embora muitas vezes
sua presenca nao seja percebida de forma explicita, diversas situacoes podem ser estudadas
utilizando ferramentas desenvolvidas por essa area da Matemaética.

De maneira semelhante, a Geometria desempenha papel importante na descrigao
das formas e das relacoes espaciais. O estudo geométrico possibilita compreender tanto
figuras regulares quanto estruturas mais complexas, permitindo analisar propriedades e
comportamentos de diferentes objetos matematicos.

A relacio entre Algebra Linear e Geometria torna-se evidente no estudo das trans-
formacoes geométricas. Operacoes como reflexoes, rotacoes, projecoes, expansoes, con-
tracoes e cisalhamentos podem ser representadas por matrizes e analisadas por meio de
conceitos algébricos. Dessa forma, a Algebra Linear fornece uma ferramenta eficiente para
descrever e interpretar transformacgoes em espacos vetoriais.

Neste trabalho, o foco serd o estudo dos fractais, objetos geométricos frequente-
mente caracterizados pela presenca de auto-semelhanca e pela riqueza de detalhes obser-
vaveis em diferentes escalas. Uma das principais formas de construir esses conjuntos é por
meio dos Sistemas Iterados de Fungoes (IFS, do inglés Iterated Function Systems), que
consistem na aplicacao repetida de transformagcoes sobre um conjunto inicial.

O estudo dos fractais ganhou destaque a partir dos trabalhos desenvolvidos ao
longo do século XX, especialmente por possibilitar a descricao matemaética de estrutu-
ras que nao podem ser adequadamente representadas pela geometria classica. Diversos
elementos encontrados na natureza, como linhas costeiras, galhos de arvores, sistemas
fluviais e formacoes de nuvens, apresentam caracteristicas que podem ser modeladas por
estruturas fractais. Além de seu interesse tebrico, os fractais possuem aplicagoes em areas

como computacao grafica, processamento de imagens, modelagem de fené6menos naturais
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e analise de sistemas dinamicos.

Nesse contexto, conceitos de Algebra Linear e Geometria tornam-se fundamentais,
uma vez que muitas das transformacoes utilizadas em IFS podem ser representadas ma-
tricialmente. Assim, o estudo dos operadores matriciais fornece ferramentas importantes
para compreender a construgao e o comportamento de diversos fractais.

Diante disso, o presente trabalho tem como objetivo apresentar os conceitos de
Algebra Linear necessarios para o estudo de transformacoes geométricas em R? e R3,
bem como sua aplicagao na construcao de fractais por meio de Sistemas Iterados de
Funcdes. Para isso, serdo abordados inicialmente os fundamentos teéricos da Algebra
Linear, seguidos do estudo geométrico de operadores matriciais e, por fim, dos principais

conceitos relacionados aos fractais e aos IFS.
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Capitulo 1

Preliminares de Algebra Linear

Neste capitulo iremos tratar sobre conceitos de dlgebra Linear e o nosso objetivo
serd fornecer ou relembrar os conceitos principais a serem utilizados neste trabalho. Ini-
ciaremos relembrando o conceito de Espacos e Subespacos vetoriais e o de Transformagao
Linear. Partiremos da suposicao que o leitor ja tem contato com vetores, de modo a saber
0 que sao e como se comportam. Ainda assim, caso o leitor deseje complementar sua

leitura, sugerimos que acompanhe as nossas referéncias.

1.1 Espacos e Subespacos Vetoriais

1.1.1 Espago Vetorial

Se n for um niimero inteiro positivo, entao uma énupla ordenada é uma sequéncia
de n ntmeros reais (vq, vg,..., v,). O conjunto de todas as énuplas ordenadas é denominado

espaco de dimensao n e é denotado por R".
R" = {(U177}27 -'-avn) 1U; € R, ] =1,2, ,TL}

Mais ainda, um vetor v = (v1, 09, ...,v,) em R"™ é simplesmente uma lista de n
componentes ordenados de uma maneira especifica, e quaisquer formas de denotar esses
componentes em sua ordem correta ¢ uma representacao valida (HOWARD, 2012 [4]).

Temos as seguintes operagoes com vetores em R" :
e U+ U= (U1, V2, oy Un) + (Ug, Uz, ooy Up) = (V1 + Up, Vo + Uy ooy Uy + Uy )3
e Se o € R, entdo a ¥ = (avq, v, ..., vy,

Essa relagao de énuplas como vetores nos permite trabalhar com os vetores usando as
mesmas propriedades dos nimeros reais, aplicando também essa relacao e conhecimento

para sistemas de equacoes lineares.
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Tome as propriedades algébricas de vetores em R"” e admita-as como axiomas.
Relembramos ao leitor de que axiomas nao precisam ser demonstrados, sao hipdteses-
auxilio para prova de teoremas. Os conjuntos de objetos que comportarem esses axiomas,
sao conjuntos os quais seus objetos podem ser visualizados como vetores. De maneira

geral, temos a seguinte definicao:

Definigdo 1.1. Seja um conjunto V' # () com as operacoes de adi¢ao e multiplicacdo por

um escalar bem definidas, isto é,
L.VuveV,ut+veV

2. VaeR, YveV, ave V.

Esse conjunto serd denominado espago vetorial real (ou espago vetorial sobre R) se

satisfizer os seguintes axiomas:
1. Adicao

(a) Comutativa: u+v=v+u, Yu,v € V;

(b) Associativa: (u+v)+w=u+ (v+w),Vuv,weV;

(c) Vetor Nulo: Existe vetor 0 € V tal que O+u = u, Vu € V (0 é a representacao
do vetor nulo);

(d) Simetria: Vu € V, 3(—u) € V tal que u+ (—u) = 0 (chamamos (—u) inverso

aditivo de u).
2. Multiplicacao por escalar
(a) Distributividade do produto por escalar: a(u+ v) = au+ av, Va € R

eVu eV,

(b) Distributividade da soma de escalares: (o + 0)u = au + du,Va, d € R e
Yu e V;

(c) Associatividade: a(du) = (ad)u,Vo,6 € ReVueV
(d) Elemento neutro: 31 € R tal que lu = u, Vu € V.

Se caso as operacoes com os escalares fossem no conjunto dos ntimeros complexos
C, ao verificar os axiomas, teriamos um Fspaco Vetorial Complexo. Todas as definicoes e
aplicagoes que veremos a seguir neste trabalho serao baseadas nos espacos vetoriais reais,
portanto, ao usarmos a nomenclatura "espacgo vetorial", nos referimos a um espaco veto-

rial real.

Exemplo 1.2. O espago R? = {(x,y) | x,y € R} ¢ um espago vetorial.

Sejam w,v,w € Reu = (z1,41), v = (22,¥2), w = (x3,y3), perceba:
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1. Adicao:

o UtV = viu = (21 + To, Y1 +Y2) = (T2 + 21, Y2 + Y1)

o (utv)+w = ut(v+w) = ((z1 + x2) + 23, (Y1 + y2) + y3) = (z1(x2 + x3), 11 +
(Y2 +y3))

e 0u=u=>= (O,O)+(x1,y1) = (xlayl)
o ut(-u)=0= (z; + (—z1),y1 + (—y1)) = (0,0)

2. Multiplicacao por escalar:

o a(uiv) — autav = a(z1, ) = (az1, ay)

o (a+B)u= (au+ Bu) = (a+ B)(x1,y1) = (ax1,ay1) + (Br1, Byr)
e a(fu) = (aB)u = a(Bz1, By1) = (aBfz1, aBy) = (aB) (@1, y1)

e lu=u=(1,1)(z1,y1) = (11, 1yn) = (21, 11)

Assim, concluimos que R? é um espaco vetorial.
Exemplo 1.3. O espaco R? é um espaco vetorial. A demostracio é analoga & de R

Exemplo 1.4. O espago das matrizes M,,x,(R) é um espago vetorial.
Sejam A = (a;;), B = (bij) e C = (¢55) € Mpxn(R) e € R.

1. Adicao

e A+B = (aij + sz) Como a;; + bij c R, entao a;; + bij c Mm><n<R)

° A—i—B:(a,-j—l—bij):>aij+bij:bij+aij,:>A+B:B+A.

(A+B)+C = (CLZ'j + bl]) —+ Cz’j = (CLij + bl]) + Cij = aij + (bZ] + Cij) = A+(B+C)

Counsidere

Para toda matriz A = (a;;),A+0=(a;; + 0) = (a;;)=A.

Para cada matriz A = (a;;), considere —A = (—a;;). A+ (—A) = (ai; — a;5) =

(0),
2. Multiplicacao por escalar

o aA = (aa;j). Como aa;; € R, A € M,,«,,(R).
o N\ acRAaA) = Naa;;) = (Aa)a; = (Aa)A.
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e a(A+ B) = ala;; + b)) = (aa;; + ab;;) = aA+ aB.
) ()\ + OZ)A = (()\ + oz)a,»j) = ()\ + O()Clij = )\Clz‘j + aa;; = ()\ + Oé)A = M + aA.
o A=(lai;) = (ai)=A.

1.1.2 Subespaco Vetorial

Dado um espaco vetorial, um subespago vetorial serd um subconjunto nao vazio

que ainda é um espaco vetorial por si s6.

Definicao 1.5. Dado o espaco vetorial V', o conjunto W C V & um subespaco vetorial

se:
1.0eW
2. Yu,o e W, u+v e W;
3. VaeR, Yue W aweW.

Sendo W C V, ele herda todos os axiomas operacionais de V e, se ele é fechado

para estas operacoes, segue imediatamente o seguinte resultado:

Proposicao 1.6. Sendo W um subespaco vetorial de V', entao W também é espaco veto-

rial sobre R.

Exemplo 1.7. Considere o espago vetorial V = R? e o subconjunto W = {(x,0) | x € R}.

O conjunto W & um subespaco vetorial de V pois
e (0,0) e W;
e se (x,0),(y,0) € W, entao (z,0) + (y,0) = (x +y,0) € W;
e para todo a € R, a(x,0) = (ax,0) € W.
Logo, W é subespaco vetorial de R? e por , W é subespaco de R.

Exemplo 1.8. Considere o espago vetorial V.= Ms,5(R) e o subconjunto

W_{[g a,deR}

Ou seja, W ¢é formado pelas matrizes diagonais de ordem 2. Assim:

e a matriz nula pertence a W;
e a soma de duas matrizes diagonais ainda é diagonal;

e o produto de uma matriz diagonal por um escalar ainda é diagonal.
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Logo, W é um subespago vetorial de Msyo(R). Portanto, por W também é um espaco

vetorial sobre R.

Teorema 1.9. Seja {W,};ea uma familia de subespagos de V', entio a interse¢io W =
ﬂ W; € um subespago de V.

jEA

Demonstracao. Para que W seja um subespaco de V', ele deve satisfazer as seguintes

condigoes:

1. O vetor nulo pertence a W:Como cada W; é um subespago de V, temos que
0e W, para todo j € A.Por defini¢ao de interse¢ao, se o vetor nulo pertence a todos

os conjuntos da familia, entao ele pertence & sua intersecao:

Ge(\W, = 0eW

jea

2. Fechamento sob a soma: Sejam u,v € W. Pela definicao de intersecao, u € W;
e v € W, para todo j € A. Como cada W; é um subespaco, logo (u+v) € W, para

todo 7 € A. Portanto, a soma pertence a intersecao:

(u+v) e ﬂWj == (u+v)eW

jeA

3. Fechamento sob a multiplicacao por escalar: Seja u € W e a um escalar
qualquer. Como u € W, entao v € W; para todo j € A. Visto que cada W; é um
subespago, logo (au) € W; para todo j € A. Assim, o produto escalar pertence a
intersecao:

(au) € ﬂ W, = (au) e W

jEA

Como as trés condigoes foram satisfeitas, W = (._, W; é um subespaco de V. [

jeA
Observacao 1.10. O resultado acima sobre intersecoes de subespacos vetoriais nao se

aplica para uniao de subespacos vetoriais, isto é, a uniao de subespagos vetoriais pode ou

nao ser um subespaco.

Agora visitaremos um conceito crucial para o que vem a seguir que é capacidade

de combinar vetores com as operacoes definidas em um espacgo vetorial.

Definicao 1.11. Um vetor w num espaco vetorial V é combinacao linear dos vetores
V1,U2,03,...,Up, €m V' se w puder ser expresso na forma: w = a v, +asvs-tagvs+t...+a,v,, com

ai,as,as,...,a, escalares. Tais escalares sao chamados coeficientes da combinacao linear.
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Exemplo 1.12. Sejam os vetores v; = (1,0) e v3 = (0,1). Defina @ = 4v; — 7vy. Temos:
4(1,0) = 7(0,1) = (4,—7).

Exemplo 1.13. Dados os vetores v; = (1,0,2),v = (=1,3,1) e v3 = (2,1,0). Defina

W = 3v; + 209 — v3. Temos:
3(170a 2) + 2(_173a 1) - (27 170) = (37()’ 6) + (_2767 2) - (2a ]-70) = (_17578)

Teorema 1.14. Seja S = {w;,wy,ws...w, } um conjunto nao vazio de vetores do espa¢o
vetorial V. O subconjunto W de todas as combinagoes lineares possiveis em S € um subes-

paco de V.

Demonstracao. Por definicao, o conjunto W ¢ dado por:
W={veV|v=aw +aw;+ -+ a,w,, para quaisquer escalares a;}

Para provar que W é um subespago, verificamos as trés condicoes:

1. Vetor nulo: Podemos escolher todos os escalares a¢; = 0. Assim:

Como 0 pode ser escrito como uma combinacao linear dos vetores de .S, entao 0 € W.

2. Fechamento sob a soma: Sejam u,v € W. Entao existem escalares aq,...,a, €

bi,...,b, tais que:
u=aw;+---+a,w, e v=0bw +- -+byw,
Somando u e v:
u+v = (aqwy + -+ apwy) + (hwy + -+ + bywy,)
Pelas propriedades de espago vetorial (comutatividade e distributividade):
u+v=(a; + by)wy + (ag + bo)wy + - -+ + (a, + by)wy,

Como a; + b; sdo escalares, u + v ¢ uma combinacdo linear de S, logo (u 4 v) € W.

3. Fechamento sob multiplicacao por escalar: Sejau € W e a um escalar. Temos:

U= aw; + -+ a,w,
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Multiplicando por a:

au = alawy + -+ - + a,wy,) = (aay)w + (@ag)ws + - - + (aay,)w,
Como cada (aa;) € um novo escalar, au é uma combinagao linear de S, logo (au) €
W.

]

Definicao 1.15. O subespaco de um espago vetorial V formado com todas as combinagoes
lineares possiveis dos vetores de um conjunto nao vazio S é gerado por S, portanto os

vetores de S geram esse subespago. Denominamos esse conjunto ger(S).

Exemplo 1.16. Seja o conjunto S = {(1,0),(0,1)} C R? As combinagdes lineares sao
dadas por
a(1,0) +b(0,1) = (a,b)

Como todo vetor de R? pode ser escrito assim, temos que ger(S) = R?. Portanto, S gera
R2.

Exemplo 1.17. Seja S = {(1,0,1,),(2,1,3)} € R3. As combinagoes lineares sao dadas por
a(1,0,1) +b(2,1,3) = (a + 2b, b, a + 3b)

Chame
(2,,2) = (a+2b,b,a + 3b)
Temosy=b,xr=a+2b=a=x—-2y,ez=a+3b=>z=(x—-2y)+3y=z2=x+y.
Como z = x + y, o conjunto de todas as combinacoes lineares de S é:

ger(S) ={(z,y,2) | z =z +y, z,y,z € R}

Portanto, ger(S) é subespago de R3.

1.2 Base e Dimensao

Ja bem definidos espacos e subespacos vetoriais, as combinagoes lineares que tam-
bém formam subespacos de espacos tem algumas propriedades, das quais veremos a seguir

e nos apropriaremos delas para nossos estudos.

1.2.1 Dependéncia Linear

Dado um espago vetorial V e um conjunto de vetores U = {uy,us,us...u,} com U

C V, dizemos que U ¢ linearmente independente quando a combinacao linear
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av1 + asvs + agvs + - - - + a,v, =0

s6 admite a solucao trivial, ou seja, a; = as = ... = a, = 0, com aq,as,...,a, escalares de
R.
Caso a combinacao linear admita qualquer outra solu¢ao além da trivial, chamamos

o conjunto U de linearmente dependente, ou seja,
a1v1+agvetasvs+...+a,v, = 0

com pelo menos um a;# 0, com i € {1,...,n}, e ay,as,...a,, escalares de R.

Note que a defini¢ao acima nos diz que um conjunto de vetores U = {uy,us,us...uy, }
¢ linearmente independente (L.I.) se, e somente se nenhum dos vetores u;, j = 1,....,n,
se escreve como combinagao linear dos demais, e é linearmente dependente (L.D) quando

pelo menos um dos vetores u;, j = 1,....,n, se escreve como combinagao linear dos demais.
Observacao 1.18. Seja S C V, em que V é um espaco vetorial:

e Se S é L.I., entao qualquer subconjunto de S é L.I.

e Se 0 € S, entao necessariamente S é L.D.

Exemplo 1.19. O conjunto mais conhecido L.I. em R" é o conjunto dos vetores unitdrios

candnicos, ou seja j1— (1,0,..,0), 72=(0,1,...,0), ..., jo= (0,0,...,1).
Exemplo 1.20. Seja o conjunto S = {(1,2), (2,4)}. Perceba que

2(1,2) = (2,4)
entdo, para termos a(1,2)+b(2,4)=0 precisariamos de

como a;= 2 e as= -1, entao o conjunto S é L.D.

Defini¢ao 1.21. (Base) Uma base de um Espaco Vetorial V' & um subconjunto finito

de vetores L.I. que geram o Espago Vetorial V.

Exemplo 1.22. O conjunto dos vetores unitarios canonicos no Exemplo [1.19|é chamado

base candnica de R".

Exemplo 1.23. Considere V' = Ms,2(R) o espaco das matrizes com duas linhas e duas

colunas e com entrada reais. Uma base para este espaco vetorial é

(b b LR

E possivel mostrar que a base de um espago vetorial é o conjunto minimo de vetores

que qualquer vetor do espaco pode ser escrito como combinacao linear deles.
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1.2.2 Coordenadas

Conhecemos desde a geometria analitica as coordenadas retangulares para criar
uma correspondéncia bijetora entre os pontos do espaco bidimensional e os pares ordena-
dos de nimeros reais (ver Figura , ou entre os pontos do espaco tridimensional e os
ternos ordenados de niimeros reais (Figurgl.2).

Figura 1.1: Coordenadas do ponto P no

espaco bidimensional. Figura 1.2: Coordenadas do Ponto P no

espaco tridimensional.

Fonte: Autora (2026).

Porém, na Algebra Linear, costumamos detalhar os sistemas de coordenadas por
vetores em vez de eixos ordenados. Por exemplo, na Figura temos um sistema de
coordenadas em que utilizamos os vetores unitarios U1 e by para identificar os sentidos
positivos, se {U1, v} é L.I., entdo P = (a,b) = at} + b, , e entdo associamos as coorde-
nadas ao ponto P usando coeficientes escalares. Na figura foi usada a mesma logica,
onde OP = aw, - b, + CUs.

De maneira geral, esta ideia se estende para um espaco vetorial V' qualquer utili-
zando o conceito de base. Dada uma base ordenada em V ela determina um sistema de
coordenadas em V. Isto nos fornece uma ferramenta interessante pois podemos mudar de

coordenadas no mesmo espaco quando for conveniente.

Figura 1.4: Vetores av;, bty e ¢t3 como

como sentidos positivos.
P(a,b,c)
P(a,b)

by

Fonte: Autora (2026).
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Tal ideia é garantida pelo seguinte resultado:

Teorema 1.24. Se um conjunto S for base de um espaco vetorial V, entao cada vetor em

V pode ser expresso na forma de uma combinacgao linear de exatamente uma maneira.

Demonstracao. Suponha que existam duas formas de escrever um vetor v € V' como

combinacao de S = {vy,vq, ..., v, }, isto é, temos

V= a1V + AUy + ... + a,v,

v = b1U1 -+ bQUQ + ...+ bnvn.

Assim,

a1v1 + agUy + ... + a,v, = bivy + bavg + ... + byu,
(CLl - bl)Ul —+ (CLQ — bQ)UQ + ...+ (an - bn)Un =0.

Como S é L.I., segue entao que
a1 —b; =0, a3—by=0,...,a, — b, =0.
Portanto, temos a; = by, ay = bs,..., a, = b,. O
Defini¢ao 1.25. Se S= {v},0s,...,0,} for uma base do espago vetorial V' e se
U = U] + QU + ... + o, U,

é a expressao de um vetor v em termos de S, entao os escalares aq,ao,...,q, sao denomi-
nados coordenadas de ¥ em relacdo a base S. O vetor (ay,as,...,cr,) em R™ é chamado

vetor das coordenadas de v em relagao a S, denotado por

(v)s = (a1, a2, ..., )

Observacao 1.26. As vezes, é adequado escrevermos as coordenadas de um vetor em

forma de uma matriz coluna, por exemplo:

A1n

Dizemos que [v]; é a matriz de coordenadas.
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A seguir, enunciaremos ferramentas que nos auxiliarao a ter a no¢ao do tamanho
de um espacgo vetorial, e com isso, conseguimos pensar na dimensao de um espago vetorial,

mesmo que dimensao seja um conceito geométrico.

Teorema 1.27. (Teorema da Invaridncia) Seja V um espago vetorial gerado qualquer.

Quaisquer duas bases de V contém a mesma quantidade de vetores.

Demonstra¢ao. Sejam By = {uy,ug,...,u,} e By = {v1,va,...,v,} duas bases distintas

de V. A prova baseia-se no seguinte resultado auxiliar:

Lema 1.28. Se V ¢ gerado por um conjunto G = {g1,...,g,} ¢ L = {v1,...,v,,} € um

congunto linearmente independente (LI) em V, entao m <n

Prova do Lema. Procedemos por indugao. Como G gera V', o vetor v; € L (que é nao
nulo por ser LI) pode ser escrito como v; = a19;+asga+- - -+ a,g,. Pelo menos um a; # 0,
digamos a;. Podemos entao expressar g; em termos de v; e dos demais g;, o que significa
que o conjunto {vy, ga,...,gs} ainda gera V.Suponha que ja substituimos k vetores de
G por k vetores de L, de modo que {vq,..., 0k, Gks1,---,9n} gera V. O proximo vetor

vk+1 € L pode ser escrito como:

k n
Ug+1 = Z%Ui + Z B;9;
i=1

j=h+1

Se todos os (; fossem zero, vi1; seria combinagao linear de {vy,..., v}, 0 que contradiz
o fato de L ser LI. Portanto, existe algum 3; # 0 que nos permite substituir mais um
vetor de G por vgi1. Se m > n, chegariamos a um ponto onde todos os g; teriam sido
removidos e o conjunto {vy,...,v,} geraria V. Isso implicaria que v, seria combinagao

linear de {v1,...,v,}, quebrando a independéncia linear. Logo, m < n. O

Retornando & Prova do Teorema: Como B; é base, ela ¢ um conjunto gerador
de V. Como By é base, ela € um conjunto LI. Aplicando o Lema , concluimos que
m < n.Inversamente, considere By como o conjunto gerador (pois é base) e B; como o
conjunto LI (pois é base). Aplicando o novamente, concluimos que n < m. Sendo m <n
e n < m, temos necessariamente que n = m. Portanto, o nimero de vetores em qualquer

base de V' é invariante. O

Definigao 1.29. Seja V um espago vetorial gerado pelo subconjunto finito S = {vy,vs,...,

Un }, entao dizemos que V tem dimensao finita e dim(V') = n.

Observacao 1.30. Se V' é o espaco vetorial nulo, isto é, s6 contém o vetor nulo como

elemento, entao dim(V') = 0.

Exemplo 1.31. Se V = R?, entdo dimR3 = 3
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Observagao 1.32. Se V' contém uma base com infinitos vetores, entdao dim(V') = oo

Observagao 1.33. Se dim(V') = n, qualquer subconjunto de V com n vetores L.I. é uma

base de V', e qualquer subconjunto de V' com n vetores geradores de V' é uma base de V.

Tendo bem definidos o que sao os espacos e subespacos vetoriais, e também suas
propriedades, iremos tratar agora de um resultado fundamental para o estudo da algebra

linear.

1.3 Transformacoes Lineares

Para falarmos de Transformacao Linear, precisamos ter em mente o conceito de
funcao, tal qual imagem, dominio e contradominio. Da mesma forma que uma funcao f
opera, teremos a fun¢cdo w = T(x), onde a varidvel independente x serd um vetor em

R™, e a variavel dependente w serd um vetor em R™.

Definicao 1.34. Sejam V e W espacgos vetoriais. Se 7T for uma funcao de dominio
V' e contradominio W, dizemos que 7" é uma Transformagao de V em W, lendo-se

T:V —W.SeV =W, dizemos que a transformacao é um operador em V.

Voltando ao conceito de funcoes, da mesma forma que na fungao f cada z tem um
y como imagem, cada vetor ¢ € V' tem uma imagem « € W, indicada por w = T'(v). O

conjunto imagem de uma transformacao 7' : V — W é o conjunto
Im(T)={weW:JveV, T(v)=w}

T:V —W

Dominio Contradominio

Dentro da classe de transformacoes entre espagos vetoriais destacamos as transfor-
macoes lineares ou aplicagoes lineares, pois elas permitem manter a estrutura de espaco

vetorial ao transformar vetores de um determinado espago em vetores de outro.

Definicao 1.35. Sejam V e W espagos vetoriais. Uma aplicacao T : V' — W é chamada

transformacao linear se dados u,v € V e a€ R vale:
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1. T(u+v)=T(u)+T(v)
2. T(au) = aT'(u)
Exemplo 1.36. Seja T : R? — R3, dada por T'(z,y) = (2, —y,x — y) é linear?

Considere dois vetores arbitrarios u = (z1,y1) € v = (72, y2) em R

T(u+v)=T(x1+ 22,91 + y2)

T(u+wv) = (2(21 + 22), = (11 + y2), (@1 + 22) — (11 + 12))
T(u+wv) = (2x1 + 29, —y1 — Y2, %1 + T2 — Y1 — Y2)
T(u+v) = (221, —y1, 71 — Y1) + (222, Y2, T2 — Y2)

T(u+v) =T(x1,y1) +T(22,92)
=T(u) +T(v).v

Agora, considere a € R, entao

T(au) = T(axy, ay)
T(au) = (2axy, —ayy, axy + ayy)
T(au) = a(2x1, —y1, 21 — Y1)
T(au) = oT (u).v .
Portanto, T é uma aplicacao linear de R? em R3.

Ressaltamos que as transformacoes lineares nao se limitam apenas ao espago de
R? ou R3. Todas as transformacoes lineares tem uma matriz associada, e nos aprofunda-

remos nisso a seguir.

1.3.1 Transformacoes Lineares e Matrizes

Suponha que fi,fs,...,fn sejam funcoes reais de n varidveis, ou seja,
w1, — fl(l'l,l'g,...,.’lfn)
Wo = fg(l’l,l’g,...,ﬂfn)
Wiy = frn(T1,22,s20)

essas m equagoes relacionam os pontos (wi,ws,...,w,,) Gnico em R™ a cada ponto

(x1,29,...,2,) N0 R™ e assim, definem uma transformacao de R” em R™. Assim, T:R™—R"
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e temos

T(x1, 22, ...;y) = (W1, Wa, ..., Wyy,)

Sendo as equagoes wy,ws,...,w,, lineares, elas podem ser expressas na forma:

Wy = 111 + a1 + -+ + a1y
Wy = G21T1 + A22T2 + -+ + A2,Tp
Wy, = Am1T1 T GpaTa + -+ Apmply

que na forma matricial fica:

w1 a;x Q2 - Qip T
W2 Q21 Q22 -+ QA2p T2
Wy, Am1 Am2 - Amn T,

ou malis precisamente,

w = Ax.

Iremos interpretar w = Ax como a transformacao que associa o vetor coluna x
em R" ao vetor coluna w em R™, obtendo o que denominamos como Transformac¢ao
Matricial, denotada por Ts: R” — R™. Assim, podemos expressar w — Ax por

w = Tx(x)

Dizemos que a transformacao T4 é a multiplicagao por A e que A é a matriz

canénica da transformacao.

Exemplo 1.37. Considere a transformacao matricial T4 : R? — R?, associada & matriz
2 1
A= .
1 3
, obtemos

lERt

Aplicando Ty ao vetor x =

Ta(x) = Ax =

Portanto,
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Baseado nas propriedades de multiplicacao matricial, temos as propriedades basi-

cas das transformacoes matriciais:

Teorema 1.38. Dada qualquer matriz A, a transformacgao matricial Ty: R — R™ tem

as sequintes propriedades, com quaisquer vetores u e v em R™ e escalar a.
1. Ta(0) = 0
2. Ta(av) = aTs(v) (Homogeneidade)
3. Ta(u+v) =Ta(u) + Ta(v) (aditividade)
4. Ta(u-v) = Ta(u) - Ta(v)

2 1

Exemplo 1.39. Considere a transformacao matricial T : R? - R?, A = L

1 3
Para os vetores u = [2] LU= [J , temos

Ta(u+v) = [191] = [;1 + [;

Além disso, para a = 2,

=Ta(u) + Ta(v).

Ty(aw) = [164 = aT4(v).

Assim, verificam-se as propriedades de aditividade e homogeneidade da transfor-

macao matricial.

Teorema 1.40. Se Ty: R" e Tg: R™ forem transformagoes matriciais e se Ta(z) = Tg(z)

com qualquer vetor t em R™, entao A = B.
Demonstragao. Suponha que Ty(z) = Tg(x) para todo x € R™.
Como Ty(z) = Ax e Tp(z) = Bz, segue que
Ax = Bx

para todo x € R".

Counsidere os vetores da base candnica de R"”
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Como Az = Bz para todo x € R"”, em particular,

Ae; = Be;, i=1,...,n.
Porém, Ae; corresponde a i-ésima coluna de A, enquanto Be; corresponde a i-ésima,
coluna de B. Assim, para cada i,
col;(A) = col;(B).

Logo, todas as colunas de A e B sdo iguais. Portanto,

A=B.
[l

Existe uma forma de encontrarmos sempre uma matriz canonica de uma transfor-
macao matricial de R™ em R™, considerando o efeito dessa transformacao nos vetores da

base candnica de R".

Corolario 1.41. Encontrando a matriz candénica de uma transformacao matri-

cial:

Passo 1 Encontre as imagens dos vetores eq,es,...,e, da base candnica de R™ em formato

de coluna.

Passo 2 Construa a matriz que tem as imagens obtidas no passo item 1 como colunas

sucessivas. Essa é a matriz candnica da transformacao A:

A=[Taler) | Talez) | -~ | Talen)]

Os conceitos de transformagoes lineares e suas representacoes matriciais apresen-
tados neste capitulo serao fundamentais para compreender, no capitulo seguinte, como
operadores lineares atuam geometricamente no plano, permitindo interpretar contracoes,

rotacoes e cisalhamentos como ferramentas essenciais na construcao de fractais.
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Capitulo 2

A geometria de operadores matriciais
de R?

E sabido que uma transformacio é chamada operador quando os espacos vetoriais
da transformacao sao iguais, ou seja, dado T:V — W, V =W, entao T:V — V. E sabemos
por que toda transformacao admite uma matriz candnica.

Porém, dado T:V—V um operador, como esse operador comporta geometrica-
mente o espaco? Especificamente em R2?, temos essa visualizacdo geométrica. Em R3

também é possivel, e fica a cargo da curiosidade do leitor.

2.1 Tipos de operadores no plano

Estudaremos como os operadores se comportam especificamente em R?. Por faci-

lidade de notacdo, nos referiremos a R? como "plano".

2.1.1 Operadores de Reflexao

Chamamos operadores de reflexao ou reflexoes, quando o operador atua em
apenas um dos eixos, invertendo seu sinal. Se inverte ambos os eixos, dizemos que é uma

reflexao em torno da origem.

Exemplo 2.1. Reflexdo no eixo Y: T:R?* - R? T(x,y) = (x,y)

Em forma de Matrizes:
_—1 0l |z
T(x,y) =
0 1| |y
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Figura 2.1: Representacao geométrica da reflexdo em relacao ao eixo y.

Fonte: Autora (2026).

Exemplo 2.2. Reflexdo na origem: T:R? — R? T(x,y) = (-X,-y)

Em forma de Matrizes:

Figura 2.2: Representacao geométrica da Reflexao na origem

Y

Fonte: Autora 2026.

2.1.2 Operadores de Projecao

Sao chamados Operadores de Projecao ou Projecoes as operacoes que aplicam

cada ponto em sua projecao ortogonal numa reta ou plano estabelecido.
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Exemplo 2.3. Projegio ortogonal sobre o eixo y:  T:R? — R?, T(x,y) = (0,y)

T(e.y) = 0 0] [x

Em matrizes:

_0 1 Y]
ou
_ -
T(z,y) = |"| =
_y y_

Figura 2.3: Representacao geométrica da projecao no eixo y.

Fonte: Autora 2026.

2.1.3 Operadores de Rotacao

Os Operadores de Rotacao, ou apenas rotagoes, sao os operadores matriciais
que movem pontos ao longo de arcos circulares baseados em uma angulacao.

Seja T:R? — R? e § um angulo. As imagens dos vetores das bases candnicas sao
T(e1) = T(1,0) = (cosb, sinf) e T(ez) = T(0,1) = (—sinb, cosf), de modo que a matriz

canodnica de T é dada por

Ry = [T(ey) | T(es)] = [cos@ —sin@] ‘

sinff cos®

Logo, essa ¢ a matriz de rotacao de R
Se v = (z,y) for um vetor em R? e w = (w;, wy) for sua imagem por rotagao,

entao a relacao w = Ryx pode ser dada por:

wy = xcos 6 - ysen 6

we = Xsen 0 + ycos 0

Essas relacoes sao chamadas equacoes de rotacao em R?.
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Figura 2.4: Representacao geométrica da rotacao de um vetor.
Y

T(v)

Fonte: Autora 2026.

Figura 2.5: Representacao geométrica da rotacao de uma regiao.

Y

I

Fonte: Autora 2026.

Exemplo 2.4. Considere § = 7. Neste caso, cos § = 0 e sen ¢ = 1.

=60

Entao,
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1

Figura 2.6: Representagao geométrica da rotagao quando ¢ = 3.

Tw) = (—y,x) -1

Fonte: Autora 2026.

2.1.4 Operadores de Expansao ou Contracao

Se « for um escalar niao negativo, entao o Operador T(v) = av de R? tem o efeito
de expandir ou contrair o comprimento de cada vetor pelo valor a. se 0 < a < 1,
entao o operador é denominado Contracao. Se a > 1, entao o operador é denominado

Expansao. Se a = 1, o operador ¢ o Operador Identidade.

Exemplo 2.5. Seja T': R? — R?, dada por T'(z,y) = 2(z,y)

Em matrizes:
2 0| |z
T(z,y) =
0 2{ |y
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Figura 2.7: Representacao geométrica da expansao de um vetor v.

Y

(%

Fonte: Autora 2026.

Contracao e Expansao

Contracao Expansao
¢ T(z,y) = a(z,y) P y
0<a<l ? | Ta>1

Exemplo: a =1

5 Exemplo: o = 2

|
|
!
!
!
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
| 1
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
|

Fonte: Autora 2026.

Esses operadores de contracao desempenham um papel central na teoria dos frac-
tais, pois a aplicagao iterada de contragoes matriciais permite gerar conjuntos autossimi-

lares, como o Conjunto de Cantor, o Triangulo de Sierpinski e o Tapete de Sierpinski.

2.1.5 Cisalhamento

Seja um operador T'(z,y) = (z+ky,y). Esse operador translada um ponto (x,y) do
plano paralelamente ao eixo x por uma quantia ky proporcional a coordenada y do ponto.
Esse operador deixa fixado os elementos do eixo x, mas a medida que nos afastamos do
eixo x, aumenta a distancia transladada. A este operador chamamos Cisalhamento de
fator k na diregao x. Analogamente, caso T(x,y) = (x, y +kx), dizemos Cisalhamento

de fator k na direcao y.
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Exemplo 2.6. Seja T:R?* — R? T(z,y) = (x + 2y,y)

Em matrizes:
T 1 2| |z
_> pr—
Yy 0 1] |y

Figura 2.8: Representacao geométrica do cisalhamento de fator k na direcao x.

T+ 2y
)

Y

Original Transformado

Fonte: Autora 2026.

2.1.6 Funcoes Iteradas

A nocao de funcao iterada é fundamental na construcao de fractais, uma vez que
estes surgem como o limite de sucessivas aplicacoes de transformacoes contrativas sobre
um conjunto inicial.

Seja T : R?> — R? uma transformacdo. Diz-se que T é uma Funcao Iterada
quando pode ser aplicada repetidamente aos seus proprios resultados. As iteracoes de T’

sao definidas por
T =T

e, para n > 2,
T =ToT" 1.

Exemplo 2.7. Seja T : R? — R? T'(x,y) = (

Em matrizes:

[SIE]

Nl N8
1
—
) N

><|@ ><|Z~%
) %)

| I |

I
—
Nl N8
I |
—
NGV
| |
I

—
O I
= O
| |
i
NS

1
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Figura 2.9: Iteragoes da transformagao T'(z,y) = (£, %) sobre o quadrado unitério.

Y

71 (5)

(S

Fonte: Autora 2026.

Observa-se que cada iteracao produz uma copia do quadrado reduzida por um
fator de % em relacao a anterior, aproximando-a progressivamente da origem, porém nao
necessariamente a iteracao se resume a contragoes ou expansoes. Uma operacao é sufici-
entemente tida como funcao iterada se for aplicada repetidas vezes em cima da mesma

operacao inicial, sem mudar a propriedade.
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Capitulo 3
Fractais

Para compreender de forma precisa o que sao os fractais e como eles podem ser
construidos e analisados, é necessario, inicialmente, estabelecer algumas definicoes e con-
ceitos fundamentais. Esses elementos, quando articulados em conjunto, fornecem a base
tedrica indispensavel para o desenvolvimento do estudo proposto neste capitulo.

O termo fractal surgiu no contexto matematico entre o final do século XIX e o
inicio do século XX, associado a conjuntos que apresentavam comportamentos geométricos
até entao considerados atipicos. Tais conjuntos eram frequentemente classificados como
“estranhos” ou “patologicos”, pois nao se ajustavam aos padroes classicos da geometria
euclidiana. Contudo, ao longo do século XX, especialmente a partir dos trabalhos de
Benoit Mandelbrot, esses objetos passaram a ser reconhecidos como estruturas dotadas
de regularidade interna, capazes de modelar fenémenos naturais complexos. Exemplos
notaveis incluem a descricao matematica de formas encontradas na natureza, como nuvens,
samambaias, montanhas, arvores e linhas costeiras.

Neste trabalho, o enfoque serd dado ao estudo de fractais no plano e no espaco
que sao gerados a partir de aplicacoes lineares e afins. Em particular, investigaremos
como essas transformacoes atuam geometricamente, quais classificagoes recebem e quais
critérios permitem identificar quando um conjunto pode ser considerado fractal. A abor-
dagem adotada enfatiza a construgao de fractais autossimilares por meio da iteracao de
transformacées contrativas, conectando conceitos de Algebra Linear e Geometria com a
Teoria dos Fractais.

Ressaltamos, por fim, que o estudo dos fractais constitui uma area ampla e inter-
disciplinar da Matematica, envolvendo t6épicos de analise, topologia, sistemas dinamicos

e aplicacoes em diversas areas do conhecimento.
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3.1 Preliminares especificos

3.1.1 Terminologias Relativas a Conjuntos em R?

Primeiro, vamos comegar relembrando de alguns conceitos da Topologia dos Con-

juntos em R? que nos serao de grande utilidade para discorrer sobre as fractais:

Definicao 3.1. Dizemos que um conjunto D em R? ¢ limitado se puder ser englobado

por um circulo suficientemente grande. Isto é, se existe um real R > 0 tal que ||(z,y)|| =

V2 +y? < R, para todo (z,y) € D.

Figura 3.1: Ilustracao de um conjunto limitado D C R?, contido em um circulo de raio
R.

Fonte: Autora 2026.

Relembre que o interior de A, denotado por int(A), é o conjunto dos pontos p € A
para os quais existe € > 0 tal que
B.(p) ={q €R*: [lg —pll <} C A.

e a fronteira de A, denotada por A, é o conjunto dos pontos p € R? tais que todo disco

aberto centrado em p intersecta tanto A quanto o complemento de A.



Capitulo 3. Fractais 36

Figura 3.2: Tlustragdo do interior e da fronteira de um conjunto A C R2.

(a) Ponto interior (b) Ponto de fronteira
Fonte: Autora 2026.

Definicao 3.2. Dizemos que um conjunto é fechado se este contiver todos os seus pontos

de fronteira.

Defini¢do 3.3 (Conjuntos congruentes). Dois conjuntos A, B C R? sdo ditos con-
gruentes se existe uma isometria do plano que leva A em B. Isto é, se B pode ser obtido

a partir de A por uma composicao de rotacoes e translacoes, de modo que

B=7(4),

onde T : R? — R? ¢ uma transformacao que preserva distancias.
Yy

31

27 T:R? - R?

1+ (rotagao 30° + translagao)

| | | | | |
T T T T T T a

Figura 3.3: Os conjuntos A e T'(A) sdo congruentes. O conjunto T(A) é obtido a partir
de A por uma isometria do plano (rotagao de 30° seguida de translacao).

Definicao 3.4. Seja T: R? — R? o operador linear que modifica a escala por um fator s,
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e seja Q um conjunto em R?. Entdo, o conjunto T(Q) é uma Homotetia de ) de fator
s, seja dilatagao ou contragao. (Veja[2.1.4)

Definigao 3.5 (Conjuntos nao sobrepostos a menos das fonteiras). Sejam S;, S, ..., Sk C
R? conjuntos fechados. Dizemos que os conjuntos Si,Ss, ..., S, sao nao sobrepostos a

menos das fronteiras se

int(S;) Nint(S;) = @, para todo i # j.

Figura 3.4: Ilustragao de conjuntos S, S, S3 C R? nao sobrepostos a menos das fronteiras.
As regioes tracejadas representam os interiores, que sao disjuntos dois a dois.

Yy

-

@
~- €T

Fonte: Autora 2026.

Figura 3.5: Exemplo de conjuntos Si, Sy C R? sobrepostos. Observa-se que hé intersecao
nao vazia entre seus interiores.

Fonte: Autora 2026.

Definicao 3.6. Seja S C R? um conjunto fechado e limitado. Dizemos que S é autossi-

milar se existem subconjuntos S, S, ..., S, C R? tais que
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onde os conjuntos S7, 59, ..., S, sao nao sobrepostos a menos das fronteiras e, para cada
i = 1,...,k, existe uma contracao 7, : R?> — R? com fator de contracdo comum s,

0 < s <1, tal que

Observacgao 3.7. Sendo S autossimilar, dizemos que S; U Sy U S3U---U .S, é decom-
posigao de S.

Exemplo 3.8. Pegue um segmento de reta em R2  Este segmento de reta pode ser
expresso como a uniao de dois segmentos nao sobrepostos e congruentes, sendo cada um

dos segmentos menores congruentes a contracao do segmento maior (original) pelo fator

5 = % Desse modo, esse segmento de reta é um conjunto autossimilar com k =2 e s = %
Exemplo 3.9. Pegue um Quadrado. Este pode ser expresso como a uniao de quadro
quadrados congruentes e nao sobrepostos, sendo cada um dos quadrados menores con-

gruentes a contracao do quadrado original pelo fator s = % Assim, esse quadrado é um

1

conjunto autossimilar com k=4 e s = 3.

Figura 3.6: Tlustragdo do conjunto autossimilar ) = [0, 1]z[0, 1].

Seja @ = [0, 1] x [0, 1] o quadrado unitdrio.

Decomposigao de @ em 4
quadrados congruentes e nao sobrepostos.

a i @
1 Q —> et % ———————————
g N4 !
| d l l-l——l
2

Cada quadrado menor é uma contracgio de @ pelo fator s = %

Assim, @ é um conjunto autossimilar com

k=4 = .
e =ik

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descri¢cdo da autora,
2026.



Capitulo 3. Fractais 39

Exemplo 3.10. (Tapete de Sierpinski) O matemético polonés Waclaw Sierpinski
propods um conjunto construido da seguinte forma: Parte-se de um quadrado unitario,
o qual é dividido em nove quadrados congruentes, cada um com lado de comprimento %
Remove-se o quadrado central, permanecendo oito quadrados congruentes e nao sobre-
postos.

Em seguida, aplica-se o mesmo procedimento a cada um dos oito quadrados res-
tantes, isto é, cada um deles é contraido por um fator s = % e devidamente transladado,
obtendo-se um novo conjunto. Esse processo ¢ repetido indefinidamente, gerando uma
sequéncia de conjuntos cada vez mais refinados.

O conjunto limite desse processo pode ser expresso como a uniao de oito subcon-
juntos congruentes e nao sobrepostos, cada um deles sendo a imagem do conjunto original
por uma contragao de fator s = % Dessa forma, o tapete de Sierpinski ¢ um conjunto
autossimilar com k = 8 e fator de contracao s = % Observa-se que o padrao geométrico

se repete indefinidamente em escalas cada vez menores.

Figura 3.7: Ilustragao da construcao do conjunto autossimilar conhecido como Tapete de
Sierpisnki.

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

i T T
(e it

a:
i

HH

Ea

:

Etapa 4 Etapa 5 Etapa 6

i T T T T | TT T T
e i It ol ot o o

HH EH B B R

5 o BH pEH B

o
I
I
T

i =
ot ot

R
EEH
tH

EisE

Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descrigdo da autora, 2026.

Exemplo 3.11. (Triangulo de Sierpinski) O Triangulo de Sierpiriski é outro conjunto
classico proposto pelo matematico polonés Wactaw Sierpiniski. Sua construcao inicia-
se a partir de um triangulo equilatero. Divide-se esse triangulo em quatro triangulos
equilateros congruentes, cada um com lado igual & metade do lado original, e remove-se
o tridngulo central.

Restam, assim, trés triangulos congruentes e nao sobrepostos. Em seguida, aplica-

se 0 mesmo procedimento a cada um desses triangulos: cada um é contraido por um fator
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5 = % e devidamente transladado, originando um novo conjunto. Esse processo é repetido

indefinidamente.

O conjunto limite obtido pode ser expresso como a uniao de trés subconjuntos
congruentes e nao sobrepostos, cada um deles sendo a imagem do conjunto original por
uma contracao de fator s = % Dessa forma, o Triangulo de Sierpinski é um conjunto
autossimilar com k = 3 e fator de contragao s = % Assim como no tapete de Sierpinski,

observa-se que o padrao geométrico se repete em escalas cada vez menores.

Figura 3.8: Ilustracao da construcao do conjunto autossimilar conhecido como Tridngulo
de Sierpinski.

Etapa 0 Etapa 1 Etapa 2

Etapa 4 Etapa 5

JAN A
A A AAvAA ANAA AA'AA
LAAAAN NN LN

LALNLNANN LN LD

- - Em cada etapa, -ada mifmguilo ¢ Conjunto autossimilar com
Triangulos Triangulos

A\ que permanecem removidos : h .
€ removido. s =

|
:

| dividido em 4 e o tridngulo central k = 3 e fator de contragdo
1 2

! .

! 2

Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descrigdo da autora, 2026.

Agora com os conceitos relembrados e enunciados, veremos o que é preciso para
classificar uma aplicacao como Fractal ou nao. Mais especificamente, estudaremos as
Fractais Autossimilares em R?, como se comportam, se sio padronizadas e quais

padroes sao esses.

3.1.2 Dimensoes

Ao nos atentarmos & Definicao [1.29] a dimensao de um espago vetorial foi enun-
ciada como o numero inteiro de vetores de uma de suas bases. Essa definicao coincide
com a nocao intuitiva de dimensao geométrica que temos. Aqui, vamos nos referir & essa
dimensao citada como um caso especial do estudo das dimensoes topologicas. Intuiti-
vamente, a dimensao topolégica mede o grau de complexidade de um espaco em termos

da sobreposicao de seus recobrimentos abertos. EEm particular, vale:

e Um ponto em R? tem dimensao topolégica zero;
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e Uma reta em R? tem dimensio topologica um;

e Uma regiao em R? tem dimensao topolégica dois.

Inclusive, é possivel provar que a dimensao topolégica de um conjunto em R" é
um nidmero inteiro entre 0 e n. Adotaremos a notacao da dimensao topolégica de um

conjunto S como dr(S).

Exemplo 3.12. Repare que nos exemplos citados de um conjunto dito Autossimilar, é

possivel enunciar suas dimensoes.

Conjunto S dr(
Segmento de reta 1 1
Quadrado 2 2
Tapete de Sierpinski 1 1

5)

Os dois primeiros resultados sao possiveis observar intuitivamente. Porém, ao falar
do tapete de Sierpinski, essa figura tem tantos "buracos"que mais parecem segmentos de

reta conectados do que regioes, portanto tem dimensao topolégica igual a um.

Ao se deparar com essa questao do tapete de Sierpinski, o matematico alemao Felix
Hausdorff, em 1919, deu uma definicao alternativa de dimensao de conjuntos arbitrarios
em R". Vamos enunciar sua definicao de dimensao para o caso especial de conjuntos

autossimilares:

Definicao 3.13. A Dimensao de Hausdorff de um conjunto autossimilar S do formato
S =5 USyUS3U---USy é denotada por dy(S) e é definida por

Ink
In(1/s)

A equagao acima também pode ser escrita como

dH(S) =

$du(S)

1
k
na qual a dimensao de Hausdorff dy(S) aparece como expoente.

A definicao acima nao corresponde a definicao geral e abstrata de dimensao de
Hausdorff, a qual envolve medidas externas e recobrimentos arbitrariamente pequenos.
No entanto, no contexto de conjuntos autossimilares gerados por sistemas de semelhancas
com razoes iguais, é possivel obter uma expressao explicita para essa dimensao, conhecida
como dimensao de similaridade.

A ideia fundamental por tras dessa definigao é a seguinte: se um conjunto S pode

ser decomposto como a uniao de k copias reduzidas de si mesmo, cada uma obtida por
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uma semelhanca de razao s € (0, 1), entdo a “quantidade de espac¢o” ocupada por S deve
ser preservada ao passar do conjunto original para suas copias. Assim, procura-se um

expoente d tal que a soma das contribuicoes dessas k copias seja invaridvel, isto é,
k-st=1.

A solucao dessa equacao conduz naturalmente a expressao

Ink

" In(1/s)’
que é tomada como a dimensao de Hausdorff do conjunto autossimilar S.
Embora essa abordagem nao substitua a definicao formal de dimensao de Haus-
dorff, pode-se mostrar que, sob hipoteses técnicas adequadas(como faremos adiante), a
dimensao assim obtida coincide com a dimensao de Hausdorff no sentido rigoroso. Dessa
forma, no contexto deste trabalho, essa expressao fornece uma caracterizacao correta e

suficiente da dimensao dos conjuntos estudados.

Observacao 3.14. A dimensao topologica e a dimensao de Hausdorff de um conjunto nao
precisam coincidir, pois medem propriedades distintas. Enquanto a dimensao topologica
estd relacionada & estrutura local do conjunto e assume apenas valores inteiros, a dimensao
de Hausdorff leva em conta aspectos métricos mais refinados, sendo sensivel & forma como

o conjunto se distribui no espago.

Observacao 3.15. Diferentemente da dimensao topologica, a dimensao de Hausdorff
pode assumir valores nao inteiros. Esse fato reflete a natureza intermediaria de muitos
conjuntos, que nao se comportam como objetos puramente discretos nem como regioes

continuas do espaco euclidiano.

Observacao 3.16. Em geral, a dimensao topologica de um conjunto é menor ou igual a
sua dimensao de Hausdorff. Intuitivamente, isso ocorre porque a dimensao de Hausdorff
captura com maior precisao a complexidade geométrica do conjunto, enquanto a dimen-
sao topologica fornece apenas uma estimativa mais grosseira de sua estrutura. Ou seja,

dr(S) < du(S).

Exemplo 3.17. Perceba agora a comparagao das dimensoes dos exemplos dados:

2 In2/In2=1
4 In4/In2 =2
8 In8/In3=1,892...

3 In3/In2=1,584...

Conjunto S

Segmento de reta
Quadrado

Tapete de Sierpinski
Triangulo de Sierpinski

BN =N |—H Uy

Ao comparar essa tabela com a tabela [3.12] podemos perceber como as dimensoes

se coincidem no segmento de reta e no quadrado, mas no Tapete e no Triangulo de
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Sierpinski elas diferem. Mandelbrot sugeriu, em 1977, que denominassemos os conjuntos

com valores de dimensoes diferentes de Fractais.

Definicao 3.18. Um conjunto é dito Fractal ¢ um subconjunto de um espaco euclidiano

cujas dimensoes de Hausdorff e topoldgica nao sao iguais.

Por esta definicao, podemos ver que o Tapete e o Triangulo de Sierpinski sao
fractais, mas o segmento de reta e o quadrado nao sdo. Intuitivamente podemos admitir
que se a dimensao de Hausdorff de um conjunto nao for um ntimero inteiro, esse conjunto
é um fractal, porém a reciproca nao necessariamente é verdadeira. Ou seja, é possivel (e
veremos adiante) que um fractal tenha dimensao de Hausdorff igual a um numero inteiro.

Existem algumas técnicas de Algebra Linear que podemos usar para gerar fractais.
Essas técnicas sao comumente usadas para conduzir a algoritmos que desenham fractais

em aparelhos eletronicos.

3.2 Semelhancas

Se fizermos uma rotacao, uma translacao e uma mudanca de escala, vamos obter

uma Semelhanca. Formalmente, enunciamos:

Defini¢ao 3.19. Uma Semelhanca de fator s ¢ uma aplicacao de R? em R? da forma
T . cos) —sind| |z N e
sinf  cosf | |y f

em que s,0,e e f sao escalares.
Geometricamente, a rotacao ocorre em torno da origem pelo angulo 6 e a trans-

X

Y

lacao com e unidades na direcao x e f unidades na direcao y. Para nosso estudo das
fractais, somente iremos utilizar o fator s tal que 0 < s < 1, ou seja, as semelhancas con-
trativas. Portanto, a partir de agora denominaremos semelhang¢as contrativas apenas
como semelhancas.

Precisamos citar as semelhancas como um ponto importante para as fractais, pelo

seguinte:

Proposicao 3.20. Se T : R? — R? for uma semelhanca de fator s e se S for um conjunto
fechado e limitado em R?, entdo a imagem T(S) do conjunto S por T é congruente

contracao de S fator s.

Essa Proposicao é uma consequéncia direta da Definicao [3.3].
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Usando a Definicao [3.6, sabemos que um conjunto fechado e limitado em S é

autossimilar em R? se puder ser descrito da forma

em que Si,--- , Sk s20 conjuntos nao sobrepostos, cada qual congruentes a contracao de
S de mesmo fator s (0 < s < 1).
A seguir, veremos as semelhancas que geram os conjuntos S, - -+ , Sy a partir de S

para o segmento de reta e os conjuntos de Sierpinski.

Exemplo 3.21. Seja o segmento de reta em R? ligando os pontos (0,0) e (1,0) do plano

xy, e sejam as semelhancas

ambascoms:%eezo.
A semelhanga T) transforma o segmento de reta S no segmento menor T1(S) e Ty
transforma o segmento de reta S no segmento menor 75(.S). A uniao desses dois segmentos

de reta menores e nao sobrepostos ¢ exatamente o segmento de reta original S, ou seja,

S = T,(S) U Tx(S).

Figura 3.9: Decomposicao do segmento S pelas semelhancas 77 e T5.

S

0 1(s) 1 ns) |

Fonte: Autora 2026.

Exemplo 3.22. Seja U = [0,1] x [0, 1] o quadrado unitario do plano R?. Consideremos

o tapete de Sierpinski associado a U e o sistema de semelhancas dado por

E( >:1[1 O”x]Jrle"], i—1.2,....8
310 1] |y fi

T

Y
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onde os vetores de translacao sao dados por

G160 bl G Gl G L

Cada transformagao T; ¢ uma contragdo de razao s = 3 (sem rotacao, isto &,

0 = 0), seguida de uma transla¢io apropriada, produzindo copias reduzidas e congruentes

Lol Wb
WM Wl

do conjunto original.
As imagens de U por essas oito semelhancas sdo subconjuntos disjuntos (exceto
pelas fronteiras) e congruentes a uma coépia de U contraida pelo fator % Assim, o conjunto

satisfaz a relacao de auto-similaridade

Figura 3.10: Acao das 8 semelhancas T; sobre o quadrado unitario, dividindo-o e deixando
a regiao central vazia.

Yy
1
Ts 17 Ts
2
3
Ty T5
1
3
T 15 T3
X
1 2 1
3 3

Fonte: Autora 2026.
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Figura 3.11: Segunda iteragao do Tapete de Sierpinski evidenciando a uniao das 8 trans-
formacoes T;(.5).

1

Ts(S) | 17(5) | 13(9)
2
3

T4(S) | Vazio | T5(5)
1
3

T1(S) | T2(9) | T5(9)

1 2 1
3 3

Fonte: Autora 2026.

3.2.1 Sistema Iterado de Funcoes

Nestes exemplos, iniciamos com um conjunto especifico S e mostramos sua autossi-
milaridade encontrando semelhancas 77, - - - , T}, de mesmo fator tais que 71 (95), - - - , Ty (.5)

sao conjuntos nao sobrepostos com

s=JT(s). (3.1)

Chamamos (3.1)) de Sistema Iterado de Fungoes. De maneira geral, temos:

Definigcao 3.23. Seja (X,d) um espago métrico completo. Um sistema iterado de

fungoes (IFS) em X é uma familia finita de aplicagoes
F={N\,Ts,...,T}},
onde cada T; : X — X é uma contracio, isto é, existe uma constante ¢; € (0,1) tal que
d(Ty(x), Ti(y)) < cid(z,y), Va,yeX.

Um dos resultados mais importantes da Teoria dos Fractais estabelece que, sob
condicoes adequadas, a dimensao de um conjunto autossimilar pode ser calculada explici-
tamente a partir dos fatores de contracao das transformacoes que o geram. Esse resultado
fornece uma justificativa teorica para os calculos de dimensao associados aos exemplos
classicos apresentados anteriormente, como o Triangulo e o Tapete de Sierpinski.

Seja {S1,59,...,Sn,} um sistema de fungoes iteradas (IFS) em R? onde cada

S; : R? — R? é uma similaridade com razao de contracao 0 < ¢; < 1. Diremos que o
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conjunto F' C R? ¢é gerado pelo IFS se satisfaz a equacgio

Introduzimos agora uma condigao geométrica essencial para o estudo da dimensao

desses conjuntos.

Definig¢ao 3.24 (Condicao do Conjunto Aberto). Dizemos que o sistema {51, Ss, ..., Sy}
satisfaz a condicdo do conjunto aberto se existe um conjunto aberto ndo vazio U C R? tal
que

S;(U)cU paratodoi=1,...,m,

Si(U)NS;(U) =0 parai#j.
Sob essa hipotese, vale o seguinte teorema fundamental.

Teorema 3.25 (Dimensao de conjuntos autossimilares no plano). Seja ' C R? o conjunto
gerado de um sistema de funcoes iteradas {Si,..., Sk} formado por similaridades com
razoes de contracao 0 < ¢; < 1, e suponha que o sistema satisfaca a condi¢cao do conjunto
aberto. Entao, a dimensdao de Hausdorff de F € igual a um niumero real s determinado

pela equacao
m

¢’ =1.

7
=1

O numero s dado pela equacao acima é chamado de dimensao de similaridade do
conjunto F. Observa-se que essa equacao admite uma tnica solucao real positiva, em
virtude do fato de que cada ¢; pertence ao intervalo (0, 1).

A demonstracao completa desse Teorema envolve ferramentas avancadas da Teoria
da Medida e da Analise Fractal. No entanto, a ideia central pode ser compreendida
intuitivamente ao se observar que, em cada etapa da construcao do conjunto, o resultado
¢ decomposto em copias reduzidas de si mesmo, cujos tamanhos sao controlados pelos
fatores de contracao ¢;. A condicao do conjunto aberto garante que essas copias nao se
sobrepoem de maneira significativa, permitindo que a dimensao do conjunto seja obtida
pelo balanco entre o ntmero de copias e suas escalas. Note ainda que a Definicao [3.13
que demos de dimensao de Hausdorff para conjuntos autosimilares vem do Teorema [3.26

acima para o caso particular em que ¢; = ¢, para todo i = 1,2, ..., k. De fato,

k

k
20521:082121
=1

i=1

= c’k=1
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= sIn(c) +In(k) =0
In(k)
ln(%)'

A seguir enunciaremos um teorema que aborda o problema reciproco de determinar

> § =

um conjunto autossimilar a partir de uma colecao de semelhancas, isto é, ele garante a

existéncia de um conjunto gerado por um IFS.

Teorema 3.26. Se 1,15, --- , T} forem semelhancas contrativas de mesmo fator, entao

existe um unico conjunto nao vazio, fechado e limitado S do plano euclidiano tal que

Além disso, se os conjuntos Ti(S),Ta(S),- -, Tk(S) forem nao sobrepostos, entio S é

autossimilar.

Por fugir aos objetivos do texto, nao apresentamos aqui a demonstracao formal
deste Teorema, mas damos uma ideia da mesma. Para mais detalhes, sugerimos a referén-
cia [9]. A demonstragio baseia-se essencialmente no Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Para isso, considera-se o espaco dos subconjuntos nao vazios, fechados e limitados do plano
euclidiano, munido da métrica de Hausdorff. Nesse contexto, define-se um operador que

associa a cada conjunto A o conjunto

Mostra-se que esse operador ¢ uma contracao, uma vez que cada transformacao 7;
reduz distancias pelo mesmo fator. A completude do espaco garante, entao, a existéncia de
um {nico ponto fixo desse operador, que corresponde precisamente ao conjunto S descrito
no enunciado do teorema.

O Teorema [3.26] ¢ um dos resultados fundamentais da teoria dos sistemas iterados
de funcoes e fornece a base matemética para a construcao rigorosa de conjuntos fractais
autossimilares.

O primeiro ponto do teorema afirma a existéncia e unicidade de um conjunto S

que é invariante pelas transformacoes 17,75, ..., T}, isto é, que satisfaz a relagao

Esse conjunto é chamado de atrator do sistema iterado de funcoes. A hipotese de que as

aplicagoes T; sao semelhancas contrativas garante que cada transformacao reduz distancias
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por um fator estritamente menor que 1, o que impede a dispersao do conjunto ao longo
das iteragoes.

A unicidade do conjunto S assegura que, independentemente do conjunto inicial
escolhido, o processo iterativo converge sempre para o mesmo objeto geométrico, o que
justifica a interpretacao de S como a forma final e estavel do sistema.

A segunda parte do Teorema trata da autossimilaridade do conjunto S. Quando as
imagens T1(S), T5(S), . .., Tk(S) nao se sobrepoem, cada uma delas é uma copia reduzida
e congruente do conjunto total. Nesse caso, o conjunto S é composto exatamente por
partes que reproduzem a sua forma global em escalas menores, caracterizando a autossi-
milaridade no sentido geométrico que tratamos antes. Essa condicao de nao sobreposicao
é particularmente importante no estudo da dimensao fractal, pois permite descrever quan-
titativamente a estrutura do conjunto por meio das razoes de escala e do ntimero de copias
envolvidas. Esse teorema justifica, portanto, o estudo de conjuntos definidos por relacoes

de invariancia do tipo

uma vez que garante que tais relagoes nao sao apenas formais, mas descrevem de maneira
tnica e bem definida objetos geométricos concretos. Nos exemplos apresentados ao longo
deste trabalho, como o conjunto de Cantor, o triangulo e o tapete de Sierpinski, o conjunto

S surge exatamente como o atrator associado a um sistema iterado de semelhancas.

3.2.2 Algoritmo para achar Fractais

Ressaltamos que, no geral, nao existe uma maneira simples de obter diretamente
o conjunto S pelo Teorema [3.26| acima. Descreveremos agora um procedimento iterado

que determina S a partir das semelhancas que o definem.

Algoritmo 1
Passo 0. Escolha um conjunto inicial Sy.
Passo 1. Calcule S; = T1(S)).
Passo 2. Calcule Sy = T5(S7).

Passo 3. Calcule S3 = T5(Ss).

Passo n. Calcule S, = T,(S,-1).
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Observe que esse algoritmo é uma aplicagao direta do Teorema [3.26] pois cria uma
sequéncia de conjuntos Si, Ss, - ,.5,, que faz com que o conjunto S do teorema surja

como resultado final do processo iterativo do algoritmo 1.

Exemplo 3.27. Vamos construir o tapete de Sierpinski a partir do Algoritmo 1. Consi-
dere Uma regiao fechada e limitada do plano zy como o conjunto Sy. O conjunto S; é o
resultado de aplicar a Sy as oito semelhancas T;(i = 1,2,--- ,8) de que determinam
um Tapete de Sierpinski. Em seguida, aplicamos as oito semelhancas a Sp, e obtemos o
conjunto Sy. Repetidamente, aplicamos ao S5 gerando o conjunto S3. Ao final, a sequén-
cia de conjuntos Si, Ss, - - - , S, terda como resultado das iteracbes um conjunto S que sera

o Tapete de Sierpinski.

Figura 3.12: Construgao iterativa do tapete de Sierpinski a partir de uma regiao inicial
genérica.

So S So S3

OOOlOOO[OOO|  |885388835R88/85588

DDD ® oo o ® [28 325 soiEe oo

O T Y e e

000 OO0  [335583 RS

—»D D—»oo O O|—[5 88 58 o8

000 eo®| [s5282 sories

OOO[OOOOO0|  [28%58585SReR8 58

DDD O Olo 0o 0 [58 ssss ssss e
CoOolooo|ooO|  [352858885%88188R188

Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descrigdo da autora, 2026.
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Exemplo 3.28. Vamos construir o tridangulo de Sierpinski. Seja um conjunto arbitrario

Sp nao vazio, fechado e limitado, e sejam as semelhancas

T T _110 €T
"\ 2100 1) |y
- 2] 1 1 0] [z . 1]
2 " 21001 0
- [z 1 1 0] [z . 0]
’ 2100 1 Y %

todas com s = % e 0 = 0. A aplicacao de conjuntos correspondente é S = S;US,US3U- - -

e assim o conjunto S é o conjunto limite, gerando o Triangulo de Sierpinski.

Figura 3.13: Construcao iterativa do triangulo de Sierpifiski a partir de uma regiao inicial
genérica.

Regido inicial Apés 1 iteragao Apés 2 iterages Apés n iteragdes Conjunto limite
T5(So)
e, ;0 A
5 [ N
Q P 0o
A N i 8. B
3 O G 6000, L
X \ =
— S — b \\ — I} R —
N . . 00, (o E&A
\ & = & 3 % (aYa )
. Q. eobs Dhab
2 .. : Sl Q0.00.006.006.
T1(So) T»(So)
& e
S1 = T1(So) U T2(So) U T3(So) Sz = T1(S1) U T2(Sh) U T3(S1) Sn = T1(Sn-1) U T2(Sn-1) U T3(Sn-1)

(Triangulo de Sierpinski)

Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descrigdo da autora, 2026.

Perceba que o Algoritmo 1 tem uma abordagem para construir conjuntos autossi-
milares usando funcoes de conjuntos que demanda muito tempo de uso do computador,
pois as semelhancas utilizadas devem ser aplicadas a cada um dos varios pixels de uma tela
em cada iteracao. Por isso, em 1985 o matematico Michel Barnsley apresentou um método
alternativo para gerar um conjunto autossimilar por meio de suas semelhancas que é mais
pratico. E comumente chamado Método de Monte Carlo que utiliza probabilidades,
e Barnsley se refere ao método como Algoritmo da Iteracao Aleatoria. Consiste em
tomar 17,75, -+ , T} semelhancas com mesmo fator de contracdao. O algoritmo gera um

sequéncia de pontos
Lo I Tn

, Sy, yrt

Yo (A1 Un

que convergem ao conjunto S do Teorema [3.26

Algoritmo 2
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x
Passo 0. Escolha um ponto arbitrario °| em S.
Yo

Passo 1. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, digamos T}, , e calcule

X1 Zo
= Tk1

Y1 Yo

Passo 2. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, digamos Tj,, e calcule

Z2 1
- T,€2

Y2 Y1

Passo n. Escolha aleatoriamente uma das k semelhancas, digamos T}, , e calcule

T Tn—1
= Tkn

Yn Yn—1

Com esse algoritmo, os pixels correspondentes aos pontos gerados com este algo-

ritmo acabam preenchendo os pixels que representam o conjunto S numa tela de aparelho
eletronico.

Podemos observar na figura a seguir este algoritmo sendo aplicado em quatro esta-

gios, que com sua iteracao aleatoria gera o tapete de Sierpinski, comecando com o ponto

inicial

Figura 3.14: Ilustracao da aplicacao do Algoritmo 2 para construir o Tapete de Sierpinski.

l Estagio 1: n = 100 iteragdes ] [ Estagio 2: n = 1000 iteragdes ; Estégio 3: n = 10000 iteragdes ] [ Estagio 4: n =100000 iteracdes ]

Sequéncia de escolhas (exemplo): Sequéncia de escolhas (exemplo): Sequéncia de escolhas (exemplo): Sequéncia de escolhas (exemplo):

W > T, 52 T3 5Ty > T) —--- T3 =T 2 T =T =T = T, 2 Ty Th =+ T3 2T = Te 2+ T3 2 T 2T = Ty =

100 pontos 1000 pontos 10000 pontos 100 000 pontos

Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descrigdo da autora, 2026.
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3.2.3 Transformacoes Afins

Até aqui, os exemplos estudados foram construidos por meio de semelhancas con-
trativas. Entretanto, o Teorema permanece valido em um contexto mais geral: basta
que as aplicacoes envolvidas sejam contracoes. Em particular, podemos considerar trans-
formagoes afins contrativas, obtendo uma classe muito mais ampla de conjuntos fractais.

Em muitos casos, fractais sao obtidos pela aplicacao iterada de transformacoes
afins da forma

T(v) = Av + b,

onde a matriz A representa rotacoes, contracoes, reflexdes ou cisalhamentos. As transfor-
magoes afins sdo definidas como segue:

Definicao 3.29. Uma transformacao afim 7 : R? — R? ¢ a composicao de uma
transformacao linear com uma translacao e é dada por T'(z,y) = (ax+by+e,cx+dy+ f),
com a,b,c,d, e, f €R.

Definicao 3.30. Uma transformacao afim é uma contracao afim se a distancia euclidiana
entre a imagem de dois pontos quaisquer do plano pela transformacao é estritamente

menor do que a distancia euclidiana original entre esses pontos, ou seja,
1T (z,y) = T(a,b)]| < cll(z,y) = (ab)|,¥ (z,9), (a,0) €R*, 0 <c<1.

Definigao 3.31. Seja A € My.5(R). A norma matricial induzida pela norma euclidiana
é definida por
|All = sup [|Az]],

[lz]|=1
onde || - || denota a norma euclidiana em R?, ||(z,y)|| = /2% + 2.

Proposigao 3.32. Seja T(x) = Ax + b uma transformagao afim em R2. Se existir uma
norma matricial tal que

IA|l < 1, entdao T € uma contragao.

Demonstracao. Para quaisquer x,y € R? temos

T(z) — T(y) = (Az +b) — (Ay +b) = A(z — y).
Logo,

1T(z) =TIl = [[Alz = )| < [Allllz — yll.
Como || A|| < 1, segue que

1T () = TWI < [l =yl

mostrando que 7" é uma contracao. O]
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Exemplo 3.33 (A Samambaia de Barnsley). Um dos exemplos mais conhecidos de fractal
gerado por transformacoes afins é a Samambaia de Barnsley, proposta pelo matematico
britanico Michael Barnsley na década de 1980. Esse fractal tornou-se particularmente
importante por demonstrar que formas extremamente complexas encontradas na natureza
podem ser reproduzidas por meio da iteracao de poucas transformagcoes afins contrativas.

Diferentemente dos exemplos anteriores, nos quais todas as transformacoes eram
semelhancas, a construcao da samambaia utiliza combinagoes de contracoes, rotacoes,
reflexoes e cisalhamentos. Dessa forma, ela evidencia a importancia das transformacoes
afins na teoria dos fractais.

Considere o sistema iterado de fungoes (IFS)

f — {Th T2a T37 T4})

onde as transformacoes afins 7T} : R? — R? sao definidas por

0O O x
Tz, y) = (0 0.16) <y> !

oy — (05 004 () (0
Z, == )
2= Zooa 0ss5) \y 1.60
Fey - (020 026 (#) (0
xZ, = )
=023 022 ) \y 1.60
—0.15 0.28\ [z 0
Ty(x,y) = + .
9 =1 026 024 y <o.44>

Escrevendo explicitamente cada transformacao, obtemos

T1<~T,y) - (07 016y)7

Ty(z,y) = (0.85x + 0.04y, —0.04z + 0.85y + 1.60),

Ty(z,y) = (0.20z — 0.26y, 0.23z + 0.22y + 1.60),

Ty(z,y) = (—0.15z + 0.28y, 0.26z + 0.24y + 0.44).

Observa-se que cada transformagao é da forma

T(x) = Ax + b,
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onde A ¢ uma matriz 2 x 2 e b € R? é um vetor de translacio.

Analisemos geometricamente cada uma dessas transformagoes.

e A transformacao 1) produz uma forte contracao vertical, comprimindo todos os

pontos em direcao ao eixo y. Sua funcao é gerar o caule da samambaia.

e A transformacao T é responsavel pela maior parte da figura. FEla combina uma
contragao com uma pequena rotacao e uma translacao para cima, criando a estrutura

principal das folhas.
e A transformacao T3 gera os foliolos localizados & esquerda da planta.

e A transformacao T, produz os foliolos localizados a direita.

A Figura ilustra o papel geométrico desempenhado por cada transformacao.
Pela Proposicao anterior, basta verificar que todas as matrizes lineares possuem

norma estritamente menor que 1. De fato, pode-se mostrar que

0 0
0 0.16

enquanto as demais matrizes possuem autovalores de modulo inferior a 1, o que garante

=0.16,

que todas as transformacoes sao contrativas.
Consequentemente, pelo Teorema existe um unico compacto nao vazio B C
R? tal que

Esse conjunto é denominado Samambaia de Barnsley.

Para aproximar computacionalmente o atrator B, utilizamos o Algoritmo da Ite-
racao Aleatoria apresentado anteriormente.

Escolhe-se inicialmente um ponto arbitrario

po = (z0,y0) € R*.

Em seguida, constroi-se uma sequéncia de pontos

P1,DP2,---3DPny---

da seguinte maneira: em cada etapa escolhe-se aleatoriamente uma das transfor-
macoes do sistema e aplica-se essa transformacao ao ponto obtido na etapa anterior.

No caso da Samambaia de Barnsley, utiliza-se normalmente a distribuicao de pro-
babilidades
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P(Ty) = 0.01,
P(Ty) = 0.85,
P(Ty) = 0.07,
P(Ty) = 0.07.

Assim, se na etapa n for escolhida a transformagao T; , define-se

ins

Pn+1 = En (pn) .

Apobs um grande nimero de iteragoes, os pontos gerados passam a preencher regioes
cada vez mais proximas do conjunto invariante B. Dessa forma, a nuvem de pontos
produzida pelo algoritmo fornece uma aproximacao visual do atrator associado ao sistema

de transformacoes afins, revelando a forma caracteristica da Samambaia de Barnsley.

A construgao da Samambaia de Barnsley possui grande relevancia historica, pois
foi um dos primeiros exemplos a demonstrar que estruturas naturais complexas podem
ser modeladas por sistemas extremamente simples de transformacoes afins. Além disso,
esse exemplo evidencia a forte conexao entre Algebra Linear, Sistemas Dinamicos e Geo-
metria Fractal, uma vez que toda a geometria do conjunto é determinada pelas matrizes

associadas as transformagoes do sistema.
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Figura 3.15: Tlustracao da construgao da Samambaia de Barnsley a partir de transforma-
coes afins.

Sistema de transformacdes afins da Samambaia de Barnsley

T @ x 5

[ Ty(z,y) = 4 (y) +b Ta(z, y) = A, (y) + by Ti(z,y) = As (y) + b3 Ta(w,y) = Ag (y) + by
| 0o 0 0 0.85 0.04 0 0.20 —0.26 0 —0.15 0.28 0
‘ A (n 0.16) = (0) Au= (—0.04 0.85) » b= (1.60) A= (0.23 0.22 ) i *05i= (1.60) A= ( 0.26 0.24) b= (o.44)
‘ Gera o caule da planta. Forma a estrutura principal das folhas. Gera os foliolos & esquerda. Gera os foliolos a direita.

10 10 - 10 10 -
‘ 9 9 " 9 9 I

8 8 8 8
| 7 7 7 7 :

6 6 6 6 |

5 5 5 5 |

4 4 4 4

3 3 3 3
‘ 2 2 2 2
[ 1 1 1 1
| ) ettt | [l e 0 e 0 0
[ -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Aproximagoes do atrator obtidas pelo Algoritmo da Iteragao Aleatoria

102 iteragdes 10% iteracdes 104 iteragdes
10 : 10 i 10
Y %E%

J e
4 =
3 K et
i =
1
0 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Figura: No topo, observa-se o efeito geométrico de cada transformacio afim sobre o quadrado unitario @ = [0, 1] x [0, 1].
Na parte inferior, tém-se aproximagoes sucessivas do atrator da Samambaia de Barnsley obtidas pelo Algoritmo da Iteragdo Aleatéria
com as probabilidades P(T}) = 0.01, P(T3) = 0.85, P(T3) = 0.07 e P(Ty) = 0.07.

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descri¢ao da autora,
2026.
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Por fim, veremos um exemplo em R?, para evidenciar que o que discutimos neste

trabalho se estende para além do plano R?

Exemplo 3.34 (A Esponja de Menger). Considere o cubo unitario
Q=101 c R%.

A esponja de Menger ¢ obtida dividindo-se inicialmente () em 27 subcubos congruentes
de aresta 1/3 e removendo-se o subcubo central e os seis subcubos centrais das faces.
Restam, portanto, 20 subcubos. Repetindo esse procedimento indefinidamente em cada

subcubo remanescente obtém-se a esponja de Menger.

Essa construcao pode ser descrita por meio de um sistema de fungoes iteradas.
Seja

A—

O O wi=
O wir O
w= O O

Definimos o conjunto de indices
D= {(a,b, ¢) € {0,1,2)% : #{a,b, c iguais a 1} < 1}.
Equivalentemente,
D ={0,1,2P°\ {(1,1,1), (1,1,0), (1,1,2), (1,0, 1), (1,2,1),(0,1,1), (2, 1, 1) }.

Observa-se que
|D| = 20.

Para cada (a,b,c) € D, definimos

e a transformacao afim

Tope: RS — R?, Tope(r) = AT + by

Explicitamente,

xr 1 x 1 a
Ta,b,c Y = g Yy + g b
z z C
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Cada transformacao possui razao de contracao

Wl =

Além disso,

T00e(Q) = F a+1] y F bJr_l} y F c—i—l}’

37 3 37 3 37 3
ou seja, T, p(Q) ¢ exatamente um dos subcubos de aresta 1/3 obtidos na primeira
subdivisao de Q.
Consequentemente, a primeira etapa da construcao da esponja de Menger pode

ser escrita como

U Ta,b,C(Q) .

(a,b,c)eD

Pelo Teorema, [3.26] existe um tinico conjunto compacto nao vazio S C R? satisfa-

zendo

S = U Ta,b,c(s>‘

(a,b,c)eD
Esse conjunto é precisamente a esponja de Menger.

Observe agora que, para indices distintos

(a,b,c) # (a', ¥, ),

os interiores dos cubos

Ta,b,c(@) € Ta’,b’,c’(Q)

sao disjuntos. De fato, cada um deles ocupa uma posicao distinta na subdivisao regular

de @) em 27 subcubos congruentes. Assim,

int(Ta,bﬁ(Q)) N int(Ta/,b/,C/(Q)) = J.

Logo, as imagens s6 podem intersectar-se ao longo de faces, arestas ou vértices,
conjuntos cuja dimensao de Hausdorff é estritamente menor que a dimensao do atrator.

Em particular, o sistema satisfaz a condi¢gao do conjunto aberto. Basta tomar

U =(0,1)3,

pois

Tope(U)CU
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para todo (a,b,c) € D e

Ta,b,c(U) N Ta’,b’,c’(U) =g

sempre que
(a,b,c) # (a', V', ).

Portanto, a dimensao de Hausdorff de S ¢ dada pela formula de Moran. Se d =

=0

(a,b,c)eD

dimg(9), entdo

Como existem 20 aplicacoes, obtemos
1\
20( =) =1

log 2
d= 19820 o 796833,
log 3

Dali,

Concluimos que a esponja de Menger possui dimensao de Hausdorff nao inteira e,

portanto, é um fractal.
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Figura 3.16: Ilustracao da construgao da Esponja de Menger

Construgao da Esponja de Menger

Iteragao 0 Iteracdo 1
Cubo unitario Divisdo em 3x3x3 e remocao
dos T cubos centrais

Iteracao 2
Repeticao do processo em
cada um dos 20 cubos restantes

A 17

A [ 1]

Z 4l =

At 7 ==

[

7
'

;

A esponja de Menger é o limite desse processo iterativo.

- . e . h 1
E um conjunto autossimilar obtido por 20 contracgoes de fator s = g:

20
s=J 1s), T = 32+

=1

b € R3.

Fonte: Imagem gerada por inteligéncia artificial (ChatGPT, OpenAl) a partir de descri¢do da autora,

2026.
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Capitulo 4
Conclusao

Ao longo deste trabalho, foi apresentada uma introdugao aos principais conceitos
de Algebra Linear necessarios para a compreensio da construcdo de fractais por meio de
Sistemas Iterados de Funcgoes. Inicialmente, foram revisados os fundamentos relacionados
a0s espagos vetoriais, subespacos, bases, dimensao, combinagoes lineares e transformacoes
lineares, estabelecendo a base tedrica utilizada nos capitulos seguintes.

Na sequéncia, foram estudados os operadores matriciais em R?, enfatizando sua
interpretacao geométrica. Reflexdes, projecoes, rotacoes, expansoes, contracoes e cisa-
lhamentos foram apresentados como exemplos de transformacoes lineares capazes de mo-
dificar figuras no plano de maneira sisteméatica. Em particular, destacou-se o papel das
transformacoes contrativas e da iteracao dessas aplicacoes, conceitos indispensaveis para
a teoria dos fractais.

Posteriormente, foram introduzidos os conceitos fundamentais da geometria frac-
tal, incluindo autossimilaridade, dimensao topolégica, dimensao de Hausdorff, semelhan-
cas, transformacoes afins e Sistemas Iterados de Funcoes. Esses conceitos permitiram
caracterizar matematicamente diversos fractais classicos e compreender como estruturas
de elevada complexidade podem surgir a partir da repeticao de transformacoes relativa-
mente simples.

Os exemplos desenvolvidos, como o Triangulo de Sierpinski, o Tapete de Sierpiriski
e a Esponja de Menger, ilustraram de forma concreta a estreita relacdo entre Algebra
Linear e Geometria Fractal. Em particular, observou-se que transformacoes geométricas,
representadas por semelhancas e transformagoes afins, fornecem uma descricao precisa
dos processos iterativos responsaveis pela geragao desses conjuntos, enquanto o calculo da
dimensao de Hausdorff evidencia propriedades geométricas que nao podem ser descritas
apenas pela geometria euclidiana cléssica.

Assim, os resultados apresentados evidenciam como a combinacao entre transfor-
macoes geométricas e processos iterativos possibilita a geracao de conjuntos de grande

riqueza matematica, contribuindo para uma melhor compreensao das estruturas autossi-
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milares presentes tanto na Matematica quanto em diversos fenomenos da natureza. Mais
do que fornecer técnicas algébricas, a Algebra Linear oferece uma linguagem capaz de
descrever, interpretar e estudar objetos autossimilares por meio da composicao de trans-
formacgoes lineares, afins e de suas iteracoes sucessivas.

Por fim, espera-se que este trabalho sirva como material introdutério para estu-
dantes de graduacao interessados na teoria dos fractais, incentivando estudos posteriores
em temas como dimensao de Hausdorff, sistemas dinamicos, atratores, fractais auto-afins
e suas diversas aplicacoes em Matematica, Fisica, Computacao Grafica e processamento

de imagens.



64

Referéncias Bibliograficas

[

2]

13l

[4]

5]

[6]

7]

18]

19]

[10]

[11]

ARAUJO, Ana Cristina Barreto Sabino de. A dimensio de Hausdorff de fractais
auto-afins. 2020. Dissertagao (Mestrado em Matematica) — Universidade Federal de
Pernambuco, Recife, 2020.

HOFFMAN; KUNZE. Algebra linear. Traducao de Adalberto Panobianco Berga-
masco. Sao Paulo: Poligono, 1971.

ANTON, Howard; RORRES, Chris. Algebra linear com aplica¢ées. 10. ed. Porto
Alegre: Bookman, 2012.

BOLDRINI, José Luiz; COSTA, Sueli Irene Rodrigues; FIGUEIREDO, Vera Lucia
Xavier; WETZLER JUNIOR, Henry George. Algebra linear. 3. ed. ampl. e rev. Sdo
Paulo: Harbra, 1980.

STRINGHETA, Lorena Salvi. Sistemas iterados de funcoes e fractais. Boletim de
Iniciagao Cientifica em Matematica (BICMat), Rio Claro, v. 19, p. 26-35, out. 2022.

CALLIOLI, Carlos A.; DOMINGUES, Hygino H.; COSTA, Roberto C. F. Algebra
linear e aplicacoes. 6. ed. reform. Sao Paulo: Atual, 1990.

ALVES, Célia Maria Filipe Santos Jordao. Fractais: conceitos bdsicos, representacoes
grificas e aplicag¢oes ao ensino nao universitdrio. 2007. 324 f. Dissertacao (Mestrado
em Matemaética para o Ensino) — Faculdade de Ciéncias, Universidade de Lisboa,
Lisboa, 2007.

DELGADO, Jorge; FRENSEN, Katia. Introdug¢ao a dlgebra linear: um curso de
nivelamento. Universidade Federal Fluminense, 2005.

FALCONER, K. Fractal geometry: mathematical foundations and applications. 2. ed.
Wiley, 2003.

FALCONER, K. The Hausdorff dimension of self-affine fractals. Mathematical Pro-
ceedings of the Cambridge Philosophical Society, v. 103, n. 2, p. 339-350, 1988.

OPENAIL ChatGPT. Disponivel em: <https://chatgpt.com/>. Acesso em: 09 jun.
2026.



	Introdução
	Preliminares de Álgebra Linear
	Espaços e Subespaços Vetoriais
	Espaço Vetorial
	Subespaço Vetorial

	Base e Dimensão
	Dependência Linear
	Coordenadas

	Transformações Lineares
	Transformações Lineares e Matrizes


	A geometria de operadores matriciais de R2
	Tipos de operadores no plano
	Operadores de Reflexão
	Operadores de Projeção
	Operadores de Rotação
	Operadores de Expansão ou Contração
	Cisalhamento
	Funções Iteradas


	Fractais
	Preliminares específicos
	Terminologias Relativas a Conjuntos em R2
	Dimensões

	Semelhanças
	Sistema Iterado de Funções
	Algoritmo para achar Fractais
	Transformações Afins


	Conclusão
	Referências Bibliográficas

