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Resumo

O presente trabalho investiga as relacoes preliminares da integral de Lebesgue, utilizando
a teoria da medida e a o-algebra. Inicialmente, introduzimos as defini¢oes preliminares
de conjuntos e suas operagoes, além da abordagem sobre classes e familias de conjuntos,
abordamos algumas proposi¢oes e defini¢oes de semi-aneis e semi-algebras e sua gene-
ralizacao para contextos enumerdaveis, abordamos algumas propriedades e defini¢oes de
medida como foco de uma definicao simplista da integracdo, além de uma andlise das
fungoes mensuraveis que sao integraveis a Lebesgue. A seguir, mostramos a existéncia de
sequéncias de fungoes simples s, que convergem para uma funcao f mensuravel, permi-
tindo que a integral de Lebesgue seja definida como o limite da integral dessas fungoes
simples. Exploramos as propiedades das integrais para variadas hipoteses, o teorema de
convegéncia monotona e a integral de s, sob a medida de Borel e sua comparagao com a
integral de Riemann para s, enuciando que, as fungoes integraveis via Riemann sao inte-
graveis via Lebesgue. Com base nesses resultados, mostramos que a integral de Lebesgue
estende a integral de Riemann, garantindo que qualquer fun¢ao integravel no sentido de
Riemann também seja integravel no sentido de Lebesgue. O objetivo deste trabalho é
fazer uma breve introducao sobre as integrais de Riemann e Lebesgue, demonstrando que

a integral de Lebesgue complementa a de Riemann.

Palavras-chaves: Medida. Funcoes Mensuraveis. Integracao.






Abstract

This work investigates the preliminary foundations of the Lebesgue integral, utilizing mea-
sure theory and o-algebras. Initially, we introduce the preliminary definitions of sets and
their operations, as well as an approach to classes and families of sets. We address several
propositions and definitions of semi-rings and semi-algebras and their generalization to
countable contexts. We also cover properties and definitions of measure as the foundation
for a simplified definition of integration, in addition to an analysis of measurable func-
tions that are Lebesgue-integrable. Next, we show the existence of sequences of simple
functions, s,, that converge to a measurable function, f, allowing the Lebesgue integral
to be defined as the limit of the integrals of these simple functions. We explore the prop-
erties of these integrals under various hypotheses, the Monotone Convergence Theorem,
and the integral of s, under the Borel measure, comparing it to the Riemann integral for
sn. This leads to the conclusion that functions integrable via Riemann are also integrable
via Lebesgue. Based on these results, we show that the Lebesgue integral extends the
Riemann integral, guaranteeing that any function integrable in the sense of Riemann is
also integrable in the sense of Lebesgue. The objective of this work is to provide a brief
introduction to the Riemann and Lebesgue integrals, demonstrating that the Lebesgue

integral complements the Riemann integral.

Keywords: Measure. Measurable Functions. Integration.
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Introducao

A teoria da integragao ocupa um papel central na analise matematica, sendo essencial para
o estudo de fungoes, séries e varias areas da matematica aplicada e pura. No entanto, a
integral de Riemann, desenvolvida no século XIX, apresenta limitagoes significativas, es-
pecialmente no tratamento de fungoes com descontinuidade. As dificuldades encontradas
ao tentar aplicar a integral de Riemann em situagoes mais gerais levaram a necessidade de
uma nova teoria de integragdo. Nesse contexto, O estudo de Henri Léon Lebesgue sobre
a tedria da medida e integracao teve grande contribuicao para o ensino matematico como
uma solucao para as limitacoes da integral de Riemann. De acordo com Gambera (2017,
p.9), apds a publicagao da tese de doutorado de Lebesgue, em 1902, ele generaliza o novo
conceito sobre integral (o qual ele havia feito um ano antes), e que ja diferenciava-se do

conceito de integral dado por Riemann, até entao considerado o conceito mais geral.

A principal inovacao da integral de Lebesgue estda em sua abordagem para a medigao
de conjuntos e na forma como define a integral. Em vez de subdividir o intervalo de
integracao em subintervalos e somar as areas dos retangulos, como na integral de Riemann,
a integral de Lebesgue organiza as fungoes em termos de seus valores e mede os conjuntos
para os quais essas fungoes sao relevantes. Essa reformulacao da integracao torna a
teoria de Lebesgue mais robusta, permitindo a integracao de uma classe mais ampla de
funcgoes, incluindo aquelas que nao podem ser tratadas pela abordagem tradicional de
Riemann. Um exemplo cléssicos de fungoes nao integraveis no sentido de Riemann, como
por exemplo a fun¢do indicadora dos niimeros racionais em um intervalo, conhecida como
funcao de Dirichlet:

1, se x é racional,

fz) = (1)

0, se x é irracional.

Essa fungao pode ser vista como uma soma infinita de fungoes indicadoras de subconjuntos
disjuntos de R'. No entanto, ela nao é integravel no sentido de Riemann, pois a sua integral

superior e inferior sao diferentes para qualquer particao do intervalo.

O presente trabalho busca explorar as principais defini¢bes e proposi¢oes preliminares
da teoria da integral de Lebesgue, com énfase em suas bases tedricas e como ela resolve
problemas que a integral de Riemann nao consegue lidar. Com uma anélise dos conceitos
fundamentais, como defini¢oes de conjuntos, operagoes com conjuntos, limites, e indica-

dores, passando para a construcao da medida, o conceito de fun¢des mensuraveis, para,
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finalmente, apresentar a integral de Lebesgue e suas propriedades.
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Conjuntos

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos de conjuntos e suas operacoes, funda-
mentais para a construcao da teoria da medida além de trazer defini¢bes de limites e
indicadores que sao essenciais para o capitulo de classes de conjuntos. A motivacao para
esse capitulo é entender como conjuntos e suas operagoes formam a base para a constru-
¢ao de fung¢oes mensuraveis e medida, que sao essenciais para a definicdo e aplicacao da
integral de Lebesgue, além de deixar as notagoes mais claras e coesas e os textos menos

cansativos.

Definicao 1.0.1. Seja Q um conjunto, definimos:

1. Um conjunto é formado por objetos, chamados os seus elementos.
2. A C Q como subconjunto de ).

3. A notagdo w € A significa que w é um elemento de A. O fato de w ndo pertencer

a A, terd a notagio de w ¢ A.

4. Dado A e B dois subconjuntos de 2, a notacao A C B indicard que todos os ele-

mentos de A pertencem a B.

5. Dado A e B dois subconjuntos de 2, a notacao A C B indicard que A C B, porém

existe algum elemento de B que ndao € elemento de A.
6. Dado A e B dois subconjuntos de 2, a notacio A = B indicard que A C B e B C A.

Definicao 1.0.2. Existe um conjunto que ndao contém nenhum elemento, ao qual chama-

remos conjunto vazio, e denotaremos por (). De maneira mais formal:

) ={x € Qux#ua} (1.1)

Usaremos as palavras classe ou familia para um conjunto de conjuntos.

Exemplo 1.0.1. P(A) denota as Partes de A, o conjunto de todos os subconjuntos de A.

Observe que, P(A) € uma classe ou familia de A.
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Defini¢ao 1.0.3. A notagao {w : p(w)}, onde p(w) é uma proposicio concernente a w, e
o conjunto consiste de todos os elementos para os quais p(w) € verdadeira. Por exemplo

{w:w =2k k=1,2,..}, onde p(w) € a proposi¢io de w ser par.

Observacio 1.0.1. E importante distinguir entre o elemento w e o conjunto {w}, cujo

unico elemento € w.

Definicao 1.0.4. A reunido dos conjuntos A e B € o conjunto AU B, formado pelos
elementos de A mais os elementos de B, ou seja, se x € AU B, temos que v € A ou

x € B. Podemos escrever:
AUB={zx;x € A ou z € B} (1.2)

Definigao 1.0.5. A intersecio dos conjuntos A e B é o conjunto AN B, formado pelos
elementos comuns a A e a B, ou seja, sex € ANB temos quex € Ae x € B. Escrevemos
entao:

ANB={z,x € Aex € B}. (1.3)

Observacao 1.0.2. Pode ocorrer que nao exista elemento algum x tal quex € A ex € B.

Neste caso, tem-se AN B =) e 0s conjuntos A e B dizem-se disjuntos.

1.1 Operacoes com Conjuntos

Definic¢ao 1.1.1. Seja I' um conjunto de indices e, para cada v € I', consideremos A, C
Q. Chamaremos de unido da familia {A, : v € I'} o conjunto de todos os elementos que

pertecem a pelo menos um dos conjuntos A.. Esse conjunto serd simbolizado por:

U A, ={w:3y e, tal que w e A,}. (1.4)

el

Se T for enumerdvel, pode-se dizer que a familia {A, : v € I'} € uma sucessao {Ap}n=123....

Definigao 1.1.2. Se {A, : v € '} € uma familia de conjuntos de todos os elementos que

pertencem a todos os A, entdo, serd chamado intersecao da familia, e simbolizado por:

A, ={w:Vy,weA} (1.5)

yel

Definigao 1.1.3. Uma familia {A, : v € I'} se diz disjunta, se para todo par de elementos
7,7 €T, comy#+, A,nAL =0.

Definicao 1.1.4. Seja {A, : v € I'} uma familia disjunta. Neste caso, usaremos a

notagdo Y- .er Ay, no lugar de U,er A,
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Definicao 1.1.5. Dado A C Q, A¢ denotard o conjunto do elementos que nao pertencem
a A. Em simbolos, A ={w:w € Q ew ¢ A} é chamado complemento de A.

Definigao 1.1.6. A diferenca entre A e B, simbolizada por A — B, ¢é, pela defini¢io o

conjunto

A—B={a€ A;a ¢ B}

Tal diferenga é chamada prépria, se B C A; e simétrica, se AAB = (A—B)+(B—A).

Proposigao 1.1.1. Seja A, BC Q e A,B# 0. Entio que ANB=A—(A—B).

Demonstragao:

Mostraremos por dupla inclusao.

Se x € AN B, entdo z pertence a A e a B. Dai, note que x ¢ A — B que implica que
r€A—(A—B). Logo, ANBC A—(A— B).

Sex € A—(A—B),entaox € Aex ¢ A— B implica em x € B, pois caso contrario
terfamos que, com z € A e x ¢ B, © € A — B; sendo assim, = pertence tanto a A quanto
a B. Logo, A—(A—B)C AN B. |

Proposicao 1.1.2. Se A, BC Q e A, B # 0, entdo

A-B=ANB"

Demonstracao: Comecemos mostrando que A — B C AN BY. Seja x € A — B, entdo
r€Aex ¢ B,ouseja, v € B¢. Assimz € Aex € B¢ logo x € AN B*.

Note que as afirmagoes anteriores sao equivalente, assim também vale que se x € ANB°
entdo r € A — B. [ ]

Proposicao 1.1.3. Se, ACQ e A,B#0, entao AUD=A, AN)=10.

Demonstracgao:

De fato, A C AU por causa da definicao da uniao de conjuntos. Dado a € AU (). Note
que a € Aoua € (. Mas a ¢ (). Logo, a € A, ou seja, AUD C A. Portanto, AU = A.
Por outro lado, ) = AN(. Pois, caso contririo terfamos que existe a € AN o que implica
ac€Aeacl. Masaé¢ (. Logo, Va ¢ AN, ou seja, AND = 0. n

Proposigao 1.1.4. Seja A,B C Q e A, B # 0, entdo, A C B; se, e somente se, AUB =
B.

Demonstragao:

Se A C B, entao, pela definicdo de uniao B C AU B. Por outro lado, se x € AU B, temos
que z pertence a A ou a B como A C B, temos que z € B, logo AU B C B. Portanto,
AUB=B.

Se AUB=DB. Entao AUB C Becomoa € AU B temos que a € B. Logo, ACB. =
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Proposigao 1.1.5. Se A, B,C C Q e A,B,C # 0, entao AU(BUC)=(AUB)UC.

Demonstracao:
Se x € AU(BUCQ) isto implica que x pertence a A ou a BUC. Sendo assim, temos dois

Casos:

1. Sex € A, entdao x € AU B implicaem z € (AU B)UC.

2. Se z € BUC, entdo, = pertence a B ou a C, se z € B temos que = € (AU B), logo
r € (AU B)UC. Por outro lado, se z € C, entdo, z € (AU B)UC.

Logo, (AUB)UC C AU (BUCQ).

Por outro lado, Se = € (AU B) U C isto implica que = pertence a AU B ou a C. Sendo

assim, temos dois casos:

1. Sex € A, entao x € AU B implicaem z € (AU B)UC.

2. se x € AU B, entao, x pertence a A ou a B, se z € B temos que x € (BU (), logo
re AU(BUC). Esex € A temos que, z € AU (BUC).

Logo, AU(BUC) C (AuB)UC. |
Proposigao 1.1.6. Seja A, B,C C Qe A,B,C #0, entao AN(BNC)=(ANnB)NC.
Demonstragao:

Sex € AN(BNC), entdao x pertence a A e a BN C. Temos que x pertence a B, C e A,
onde implica que z € (AN B)NC. Logo, AN(BNC)C (ANnB)NC.

Por outro lado, Se x € (AN B) N C, entdao = pertence a C e a AN B. Temos que x
pertence a B, C e A; onde, implica em x € (ANB)NC. Logo, (ANB)NC C AN(BNC).
[ |

Proposigao 1.1.7. Seja A, B,C C Q e A, B,C # 0, entao AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
Demonstracao:

Sex € AN (BUC), entao x pertence a A e a BU C, ou seja, € pertence a B ou ¢

pertence a C. Sendo assim, temos dois casos:

1. sex € B, temos x € AN B, entdao x € (ANB)U(ANC).

2. sex € C,temosz € ANC, entdox € (ANB)U(ANC).
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Logo, AN (BUC) C (ANB)U(ANC).

Por outro lado, se, z € (AN B) U (AN C), entdo x pertence a (A N B) ou pertence
a (AN C). Dai, temos dois casos:
1. se x pertence a (AN B), entdo x pertence a A e a B o que implica em z € AN(BUC).

2. se x pertence a (ANC), entdao x pertence a A e a C o que implica em x € AN(BUC).

Logo, (ANB)U(ANC)CAN(BUC). |
Proposigao 1.1.8. Seja A, B,C C Qe A, B,C # (), entio AU(BNC) = (AUB)N(AUC).
Demonstragao:

Se, x € AU (BNC), entao x pertence a A ou a BN C. Dai temos dois casos:

1. Se z pertence A, entao z pertence (AU B)N(AUC) pois pertence a AUB e AUC..

2. Se x pertence BN C, entdo z pertence (AU B) N (AU C), pois x pertence tanto a
B quanto a C.

Logo, AU(BNC)C (AUB)N(AUCQ).

Por outro lado, se, z € (AU B)N (AU (), entdo = pertence a AUB e a AUC im-
plica em x pertencer a tais casos de conjuntos:
1. Se x pertence a A, entdo x pertence a AU (B NC)

2. Se x pertence a B, entdo x pertence também a A ou a C. Dai, sem perda de

generalidade, suponhamos que x pertence a C' implica em x pertencente a AU(BNC)).

3. Se x pertence a C, temos como caso analogo ao item 2.
Logo, (ANB)NC C An(BNC(C).

Portanto, AN (BNC)=(ANnB)NC. |

Proposigao 1.1.9. Seja AC Q e A#0, entio AU (U er Ay) = Uyer(AU A,).

Demonstragao:

Note que, se 7 € AUU,er Ay =x€ A ou x € Uyer A4

Em particular, se x pertence a A, temos que = € U,yep(A U A,y).

Por outro lado, se z € U,er Ay, temos que 3 7; tal que, v € AUA, UU,cr(AUA,) =
U,er(AU A,). Logo, AU (Uyer 4y) € User(A U A,). Por outro lado, Note que, se
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r € U,er(AUA,), entdo existe um v € I' tal que z € AU A,. Dai temos duas possibili-
dades:

1. Sex € A, entdo z € AU (Uyer 4).

2. Se da €T tal que x € Ay, entdo € Ay € Uyer 4y € AU (Uyer 44).

Logo, Uyer(AU A;) € AU (Uyer 45).-

Portanto, AUU,er Ay = U er(AU A,). n

Proposicao 1.1.10. Seja ACQ e A# 0, entao AN(,er Ay = Nyer(ANA,).

Demonstracgao:

Note que x € ANN,er Ay se, somente se x € A e XE (,er Ay se, somente se z € A e x€
Ay, Vv €T se, somente se z € (AN A,),Vy €I se, somente se v € N,er(ANA,).
Portanto, AN Nyer Ay = Nyer(ANA,).

[ ]

Proposigao 1.1.11. Seja A C Q e A # 0, entdo

A+A°=Q, ANA =0, 0 =Q, Q°=0. (1.6)

Demonstragao: De fato, A= — A, sendo assim, A+ A=A+ (Q—A) =Q.
Observe também que, z € A, se e somente, se x ¢ A°. Logo, AN A° = ().

Além disso, note que, Q¢ = Q — Q = 0.

[ |

Proposic¢ao 1.1.12. Seja A, B C Q ¢ A, B # 0, entdo

1. (A% = A

2. AC B se, e somente se, B¢ C A°.

Demonstracao: Para 1. temos:

Observe que, se © € A, entdo x ¢ A, dai, x € (A°)".
Logo, A C (A°)“.

Por outro lado, se, x € (A°)¢, emtao, x ¢ A°, dai, x € A.
Logo,(A°)¢ C A.

Portanto,(A¢)¢ = A.

Por outro lado, para 2, temos,
se A C B entdo, se x ¢ B temos que x ¢ A, entdao = € B¢, dai, x € A° .
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Logo, B¢ C A“.
Por outro lado, Se B¢ C A€ entdo x ¢ A°, entdao = ¢ B¢, ou seja, se © € A, entdo, z € B.
Logo, A C B. ]

Proposicdo 1.1.13. Seja A C Q e A# 0, entao (Uyer A7) = Nyer AS.

Demonstracao:

Seja z € (U,er 44)¢. Note que v ¢ U,cr A, isto implica em Vy € I'x¢ A,. Dai,
z & Myer Ay, ou seja, X€ Nyep A5 Logo, (User Ay)° € Nyer 45

Por outro lado, Seja € M, A5. Note que Vy € I'xe AS, logo # ¢ A, para todo v
o que implica em z € (U,er 44)¢. Logo, Nyer A5 € (Uyer Ay)¢. Portanto, (U,er Ay)¢ =

MNyer Ag. [

Proposigao 1.1.14. Seja A C Q e A # 0, entdo (ﬂ,},el“ A,Y)C = Uyer A5

Demonstracgao:

Seja © € (N,er 4,)¢. Note que x ¢ N,er A, isto implica em Iy € I'x¢ A,. Dali,
Jy € T'xe A3, ou seja, © € Uyer AS. Logo, (Nyer 44)°¢ € Uyer AS.

Por outro lado, Seja z € U,cr AS. Note que dy € I'x€ AS o que implica para algum

v € I'x¢ A,; sendo assim, x ¢ (,ep A, implica em z € (N,er Ay)¢. Logo, U,er A5 C
(Myer A4)¢. Portanto, (Nyer Ay)¢ = User 45 n
Proposigao 1.1.15. Seja A, B,C C Qe A, B,C # 0, entio AAB C (AAC)U(BAC), VC C
Q.

Demonstracao: Seja x € AAB. Note que z € (A— B)+ (B — A) implica em trés casos,
pois x pode esta em apenas A, apenas Be ANC,BNC:

1. Se x pertence apenas a A, entdo z € A — C implica em z € (A —C)U (C — A);
sendo assim, z € (AAC) U (BAC);

2. se x pertence apenas a B, entdo x € B — C implica em = € (B — C) U (C — B);
sendo assim, z € (AAC) U (BAC);

3. Mas, poderiamos pensar no caso de x pertencer a intersecao de um dos conjuntos
com o C; sendo assim, podemos perceber que x pertenceria a diferenca de C com o

conjunto contrario.

Logo, AAB C (AAC) U (BAC), VC C Q. n

Proposigao 1.1.16. Seja A, BC Q e A,B,C # 0, entio AUB = (AAB)U (AN B).

Demonstragao:

Sex € AUB, entdao x € A ou xz € B, implica em 3 casos:
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1. z € A— B, temos que x € AAB C (AAB)U (AN B);
2. x € B— A, temos que v € AAB C (AAB)U (AN B);

3. € AN B, temos que = € (AAB)U (AN B).

Logo, AUB C (AAB)U (AN B).

Por outro lado, Se x € (AAB) U (AN B), entao x pertence a AAB ou a AN B. Dai

temos 2 casos:

1. Para z € AAB temos que x pertence a A — B ou a B — A, dail podemos perceber
que x pertence apenas a A ou apenas a B que nesse caso podemos afirmar que x

pertence a AU B.

2. Parax € AN B, temos que x € AU B.

Logo, (AAB)U(ANB)CAUB u

1.2 Limites e Indicadores

Definicao 1.2.1. Se {A,,},—12,.. € uma sucessio de conjuntos, chamaremos limite supe-
rior da sucessdo {An}n:1,2,... ao conjunto de todos os pontos w que pertencem a A, para

infinitos valores de n; é simbolizado por lim sup A,,.

Proposigao 1.2.1. Seja {A, },—12.. uma sucessio de conjuntos, temos que

limsup A,, = ﬂ U Ap.

n=1k=n

Demonstracao:

Suponha que x€ limsup A,,. Isso significa que x pertence a infinitos conjuntos A,,, ou seja,
para qualquer indice n, existe algum k£ > n tal que x€ Aj. Mas isso significa exatamente
que x€ Up2,, Ax para todo n, pois sempre ha um A, contendo x para k > n. Portanto, x

pertence a todas as intersecoes ,°; Ur—,, Ak, mostrando que:

8

limsup A,, C ﬂ Ap.
n=1 n

k
Por outro lado, Suponha que xe N°7; U, Ak. Isso significa que para todo n, o elemento x
pertence a g, Ak, ou seja, para todo n, existe um k > n tal que x€ Ay. Isso implica que

X pertence a um numero infinito de conjuntos Ay, pois para cada n conseguimos encontrar
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um A contendo x para algum k& > n. Pela definicao de limsup A,, , isso significa que

x€ limsup A,,. Sendo assim,

oo o0

ﬂ U Ay Climsup A,.

n=1k=n

Logo, limsup 4,, = N2, Ure,, Ak |

Definicao 1.2.2. O conjunto de todos os pontos de ) que pertencem a todos os A,, a
menos de um nimero finito de tais Ay, € chamado limite inferior da sucessao {Ap}n=12...

¢ simbolizado por liminf A,,.

Proposicao 1.2.2. Seja {A, }no12,.. uma sucessio de conjuntos, temos que

liminf A,, = U ﬂ Ap.
n=1k=n
Demonstragao:

Seja x € liminf A,. Isso significa que = pertence a quase todos os conjuntos A, ou seja,

existe algum N tal que para todo k > N, x € A;. Isso implica que x pertence ao conjunto:
o0
N A
k=N

Portanto, como N pode ser qualquer niimero natural, temos que x pertence a pelo menos
um dos conjuntos 2, Ax e, assim, pertence a uniao:

(o ¢] o

U N A

n=1k=n
Logo,

o0 (o]
liminf A,, C U ﬂ Ap.

n=1k=n

Seja x € Uy, Ni2,, Ak Isso significa que existe algum ng tal que:

o
T e ﬂ Ap.
k=ng
Ou seja, para todo k > ng, temos © € Ag. Isso significa que x pertence a todos os
conjuntos A, a partir de um certo nimero ng, o que, pela definicao de liminf A,,, implica

que z € liminf A,,.

Portanto,
U ﬂ A; Climinf A,,.
n=1k=n

Logo,

liminf A,, = U ﬂ Ay

n=1k=n
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geee

(respectivamente, decrescente) se A, C Apy1, n = 1,2,... (resp. A, 2 Api1, n =
1,2,...).

gooe

que tal sucessao tem limite, e entdo empregaremos apenas a notagcdo lim A,,.

Observagao 1.2.3. Indicaremos sucessoes crescentes (resp. decrescentes) de conjuntos
com a notagio A, T A (resp. A, | A). Escreveremos A, T A (resp. A, | A) se
L A=A (resp. N2, A, =A).

Definicao 1.2.3. Dado A C (), chamaremos indicador de A a fungdo 14 definida por:

1, sewé€ A,

IA((U) =
0, sew¢ A.

Proposicao 1.2.3. Seja { A, nen, {Bn}nen € Q e Bj, A; # 0,Vi,j € N, entao (327, A;)N
( j=1 Bj) = (X i AN By)

Demonstragao:

Seja z € (31, A) N ( i Bj). Note que, 3i,5 € N, tal que x € A; e a B; isto implica
em z € A; N B; para algum 4,5 € N. Dai, de fato, z € (X7, Xir; AiN B;). Logo,
(S, A) N (X0 B) € Sy Sy (AN By).

Por outro lado, Seja z € (X1, > 1 (A; N B;), note que 3i, j € N tal que, x € (4;NB;) isto
implica em x € A; e x € b; para algum i, J € N. Dai, de fato, x € (3], 4;) N ( i1 Bj).
Logo, S0y X0y (A N By) € (S, 4) N (2 By).

Portanto, (X%, A;) N ( = Bj) = (P, Yt ANDB). []

Proposicao 1.2.4. Seja {A,}nen € Q e A; #0,Vi €N, entdo Y7, YL, Ay = Y01 A

Demonstracao:

Seja x € 377 Y7L, A;j temo que como A independe i, mas depende de j, entdao 35 € Njxe
Aj. Logo, 3505, X7 A © X0 Ay

Por outro lado, Seja x € 3772, A; como A; independe de 4, temos que = € 351 3770 Aj.

Proposicao 1.2.5. Seja {A,}nen, B € Q e B, A; # 0,Vi € N, entao B — Y7, Aj =
B — Z;n:l(Aj n B)

Demonstragao:

Sejax € B — 3T, Aj, entdo, v € Bex ¢ 371, Ay = UjL; A, ou seja, x ¢ Aj para todo
j. Como 371, (A; N B) = UL, (A; N B), e x ¢ Aj para todo j, entao = ¢ (A; N B) para
todo j. Logo, x € B — 377, (A; N B). Por outro lado, Seja x € B — 71, (A; N B), entao,
v € Ber ¢ YL, (A;NB) =UjL (A;NB), ouseja, v ¢ A;N B para todo j. Sex ¢ A;N B,
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entdo ou x ¢ B (o que é falso) ou x ¢ A; para todo j. Isso implica ¢ UjL, A;, logo
Logo, B — YL, Aj = B — YL, (A; N B). u

Proposicéo 1.2.6. Seja A, {B}nen € QA e B; # 0,¥i € N, entio A — Y7, (B;NA) =
"L (A (B; 0 A))

Demonstracao:

Sex € A=, (BjNA), entdo, z € Aex ¢ 371, (B;NA) =UL (BjNA). Isso significa

que, para cada j, temos x ¢ B; N A, o que implica que z € A — (B; N A). Como isso vale

para todo j, segue que, x € N7, (A — (B; N A)).

Por outro lado, Seja x € /2, (A — (B; N A)), entdo, para todo j, x € A — (B; N A), ou

seja, v € Aex ¢ B;N A. Como isso vale para todo j, temos que z ¢ UL, (B; N A), ou

seja, v € A — 371, (B N A).

Logo, A =", (B;NA) =N, (A—(B;jNA)). |

Proposi¢ao 1.2.7. Seja {A,} nen € Q e A; # 0,Vi € N, temos que U2, A = Ay +
2, (A —UZL4)).

Demonstragao:

Seja x € U2, A;, entao existe algum indice £k € N tal que v € A;. Se k = 1, entao
r € Ay, logo z € Ay — U2y(A) — A;), por outro lado, se k& > 2. Como z € Ay,
verificamos se € pertence a algum dos conjuntos anteriores Ay, Ao, ..., Ay_1; Se x ¢ A,
para todo j < k, entdo x € Aj — Uf;ll Aj, ouseja, x € Y72, (Ai — U;;ll Aj). Sendo assim,

RiAC AT IR, (A Uz A -

Por outro lado, seja z € Ay — U2, (A1 — 4;). Se x € Ay, entao claramente x € U2, A;.
Por outro lado, se x € A; — ;;11 A; para algum i > 2, entdo, x € A;, e x ¢ A; para todo
J <, o que implica que z € |2, A;. Sendo assim, A; + 372, (Ai - Ué;ll Aj) C Uz, A
Logo, U2y A; = Ay + X232, (A; — UIZ) 4;) . n
Proposicao 1.2.8. Seja {A,}nen € Q e A; # 0,Vi € N entdao N2, A = Ay — UZ, (A —
A;)

Demonstracao:

Se x € N2, A;, entao, x € A; para todo ¢ > 1. Em particular, z € A; e z € A; para
todo i > 2, o que implica que = ¢ A; — A; para qualquer i > 2. Como isso vale para todo
i > 2, temos x ¢ Uiy(Ar — Ai). Assim, z € Ay — U2, (A1 — A)).

Por outro lado, seja x € A; — U2,(A; — 4;), entdo, x € A e x ¢ UZ,(A; — A;), ou seja,
xr ¢ Ay — A; para todo ¢ > 2. Isso significa que = € A; para todo i > 2, Como ja sabemos
que x € Ay, temos que z € A; para todo ¢ > 1, ou seja, x € (2, A;.

Logo, N2, A; = Ay — U, (A — A)). ]
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Proposigao 1.2.9. Seja {E,}nen € Q e A E; # 0,Vi € N entio, (AN (UpenEy) =
UANE,)

Demonstracao: Seja x € AN (Upen Ern). Entao:

e v € Aentao x € U,en(ANE,).

o = € Uyen EnEntaodng € N tal que z € E,,, dai, © € U,en(AN EL).

Logo,
AnfUE. ) S UMANE,)
neN neN
Seja © € Upen(A N E,). Entdo, Ing € N tal que x € AN E,,, implicando que, z € A e
x € E,, entdo x € U,eny Fr Logo, x € AN (Upen En)-

UAnE,)CANn| U E.
neN neN
Portanto,

AH(UEn)ZU(AﬂEn)

neN neN
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Classes de Conjuntos

Neste capitulo, discutiremos as diferentes classes de conjuntos que surgem no contexto da
medida e como elas sao utilizadas para formar o-algebras. A construcao de o-algebras é
central para a formalizacao do conceito de medida, e a motivagao desse capitulo é mostrar
como esses conjuntos sao usados para organizar e classificar os eventos de interesse na

teoria da medida.

Definigao 2.0.1. Seja Q um conjunto nao vazio, S C P(Q2) € uma classe nao-vazia de

subconjuntos de Q.

Definicao 2.0.2. S ¢ um semi-anel se, e somente se:

i) ABES = ANBES;

it) AABeS = A—B=Y",C;, para algumn € N e para alguns C; € S, 1 < i < n.
Observagao 2.0.1. O sinal Y indica unido disjunta. Decorre de i) que () € S.
Exemplo 2.0.1. Q =R!,  S={(a,b]: a,b € R,a < b}. Observe que ) €S, pois basta
tomar a = b. Note que, dividindo em dois pontos

1. Tome a,b,c,d € R tal que A = (a,b] e B = (c,d|. Note que,

a) Seb < coud<atem-se que ANB =10, entio ) € S;
b) Se AN B # 0, entio

AN B = (max(a, c), min(b, d)]. (2.1)

Como a < b e ¢ <d, seque que max(a,c) < min(b,d) sempre que AN B # ().
Assim, ANB ainda é um intervalo da forma (z,y|, o que implica que ANB € S.

2. Tome a,b,c,d € S, tal que A = (a,b] e B = (¢,d]. Note que, A— B pode ser escrito

como uma unido finita disjunta de elementos de S:

a) Se AC B, entio A— B =10, que pertence a S.
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b) Se ANB =1, entio A— B = A, que jd pertence a S.
c) Se AN B # 0, entdo a diferenca A — B pode ser expressa como uma uniio
disjunta de no mdaximo dois intervalos da forma (z,y):
i. Sea<c<b<d, entaio A— B = (a,c] €S.
i. Sec<a<d<b, entaio A— B = (d,b] €S.
iii. Sea<c<d<b, entio A— B = (a,c]U(d,b], que é uma unido disjunta

de dois intervalos em S.

Observagio 2.0.2. Q =R! | S={[a,b]:a,b € R,a < b}. Nio é considerado um semi
- anel. Pois, tome A = [1,3] e B = |2, 3] subconjuntos de S; note que, A— B =[1,2) ¢ S.

Observacao 2.0.3. Veja que R™ é a representacdo do conjunto dos nimeros reais em
n-uplas. E denotaremos R como uma classe de conjuntos; tal que, ) # R C P(QQ). Além

disso, definiremos R = R' U {+o00} com os reais estendidos.

Exemplo 2.0.2. Q =R", S ={(a,b1] X+ X (an,by) : a;,0; € Rya; < b;,1 <i < n}.

Observe que,

1. Se A,B €S, entao ANB €S. Com efeito,
Seja A = (a1,b1] X -+ X (ag,bq] € B = (c1,d1] X -+ X (¢q,dq]. Entdo a intersecio é

dada por:
ANB = (max(al,cl),min(bl,dl)] X +ee X (maX(ad,cd),min(bd,dd)D.

Como cada intervalo (max(a;,c;), min(b;, d;)] continua sendo um intervalo fechado
(ou vazio), entao AN B € S.

2. Se A, B €S, entdo A — B pode ser expresso como uma unido finita de elementos de
S:
Seja A = (a1,b1] X -+ X (an,by] € B = (c1,d1] X -+ X (¢p,dy,]. A diferenca A — B
pode ser escrita como uma unidao de produtos cartesianos de intervalos fechados, que

pode ser denotado como:
A=B=((A = By) x -+ x (A4, — By))

Sendo A; — B;, com 1 < 1 < n as componentes desse diferenca. Note que, pelo

exemplo anterior cada componete é um semi-anel, implica que A — B € S.

Logo, S = {(a1,b1] X «++ X (an,by] : a;,b; € Rya; < b;,1 <i<n} éum semi-anel.

Exemplo 2.0.3. Dado um conjunto Q qualquer, S ={AC Q: A é unitdrio ou vazio}.
No caso de A ser vazio temos que S é um semi-anel, pois a intersercdo é vazia e a diferenca
¢ vazia e ) € S. Por outro lado, tome A = {a} e B ={b};a,b €S. Observe que:
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1. No caso da intesercao. Temos que,
ANB={a}, sea=hb.

ANB =1, se a # b.
Sendo assim, AN B € Q) implica em AN B € S.

2. No caso da diferenca. Obtemos que,
A— B =10, se a=Vb.
A—B=1{a}, sea#b.
Sendo assim, A — B € Q) implica em A — B € S.

Logo, S € um semi-anel.
Definicao 2.0.3. S ¢ semi-dlgebra se é semi-anel e ) € S.
Observacao 2.0.4. S ¢ semi-algebra se, e somente se:

i) QeS;

ii) A, BeS = ANBeS.
i) AeS= A°=3",C;,C; € S(A® é o complementar de A em relagao a €2).

Proposicao 2.0.1. Sao equivalentes as sequintes afirmagoes:

R € fechada com relagdo a:
i) unido finita e diferenca;
i) uniao finita e diferenca propria;
ii1) diferenca simétrica e intersecgio finita;
i) unido finita disjunta, diferenca prépria e intersegao finita.

Demonstragdao: Vamos provar que as quatro afirmagoes sao equivalentes, mostrando as

implicacoes entre elas.

i) = 1i) Se R é fechada por uniao finita e diferenca, entao em particular é fechada

pela diferenca propria, pois a diferenca propria € um caso particular da diferenca.
i1) = 1i1) Sabemos pela 1.1.6 que a diferenca simétrica pode ser escrita como:
AAB=(A—B)U(B—A).

Se R ¢é fechada por unido finita e diferenca propria, entao também é fechada por diferenca
simétrica, pois ambas as diferencas A—B e B— A pertencem a R, e a unido delas também.

Além disso, a intersecao finita pode ser escrita como:

ANB=A—(A-B).
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Como assumimos que R € fechada pela diferenca propria, entao A — B € R e, como R

também € fechada por diferenca e unido finita, seque que AN B € R.

iii) = iv) Se R € fechada por diferenca simétrica e interseg¢do finita, entdo jda sabemos
que € fechada por intersecdo finita.
Além disso, uma unido finita disjunta pode ser escrita como uma soma de diferencas
simétricas e intersegoes:

AUB = (AAB)U (AN B).

Se R € fechada por intersecao finita e diferenca simétrica, entdo € fechada por uniao finita
disjunta.

A diferenga propria ja faz parte das condigoes de iii), entdo seque que iv) também é vdlido.

iv) = i) Se R € fechada por uniao finita disjunta, intersecao finita e diferenca propria,
entdo a unido finita arbitraria pode ser obtida como uma soma de unides disjuntas e
intersecoes. Além disso, como a diferenca é uma composicdo da intersecao e da diferenca
propria, seque que R também é fechada pela diferenca.

Assim, fechamos o ciclo de equivaléncias e a proposicio estd demonstrada. [

Definicao 2.0.4. R é um anel se satisfaz alguma condi¢ao da 2.0.1 (e consequentemente

das quatro condigoes). R € dlgebra se € anel e 2 € R.

Proposicao 2.0.2. Se S é um semi-anel (resp. semi-dlgebra), entdao a familia R(S) das
somas finitas disjuntas de elementos de S é um anel (e resp. uma semi-dlgebra) gerado

por S.

Demonstracao: Provaremos apenas para anel, pois para dlgebra o raciocinio é andlogo.
Vamos ver que R(S) € um anel, o que prova uma das inclusées. A outra é imediata. Vamos
usar a proposicao 2.0.1(iv). pela defini¢io, R(S) é fechado por unido finita disjunta. Que

R(S) ¢é fechado em relagio a intersecio finita seque da identidade:

(ZC)(Z) SSens),

e do fato de que S é fechado por intersecio finita.

Vamos mostrar agora que R(S) € fechado por diferenga propria. Sejam Y-, C;, 3°; B; com
C;, Bj € S tais que:

> B; C ) C.

j=1 i=1
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Como (B;NC; € 5), C; — (B;NC;) € uma soma finita de elementos de S, ou seja, um
elemento de R(S). Agora basta usar o fato de que R(S) € fechado em relagao d soma
finita. [ ]

Definicao 2.0.5. S ¢ o0 — anel se, e somente se, é fechado por diferenca propria e uniao

enumeravel. Se'S é o —anel e ) €S, dizemos que S é uma o — algebra.

Proposigao 2.0.3. S € c—anel se, e somente se, é fechado por intersecao finita, diferenca

propria e soma enumerdvel. (Isto é, uniao enumerdvel disjunta.)

Demonstragdao: Suponhamos que S seja um o-anel. Como ) #Q € S, S é fechado por
diferenca prépria, A— A =0, para todo A. S é fechado por unido finita, pois toda unido
finita € igual a uma uniao enumerdvel disjunta de conjuntos, menos um numero finito,
isto €, soma finita. Entao S €, portanto, fechado por intersecio finita. Além disso, como
S é fechado por soma enumerdvel disjunta, também é fechado por intersecao finita. Para
provar que S € fechado por intersecdo finita, diremos que para cada intersecao finita had
uma soma enumerdvel disjunta equivalente. Fxatamente como € provado que S € fechado
por unido enumerdvel disjunta, podemos provar que € fechado por unido finita disjunta.
Agora para provar que S € fechado por soma finita.

A uniao enumerdvel basta usar a identidade:

00 00 i—1
UAZ»:A1+Z(AZ~— UAj).
i=1 =2 j=1

]
Proposicao 2.0.4. Todo o-anel é fechado por interse¢io enumerdvel.
Demonstragcao: Basta ver que
i=1 =2
]

Proposicao 2.0.5. & € o-dlgebra se, e somente se, é fechada por unides enumerdveis e

complementos.



32 Capitulo 2. Classes de Conjuntos

Demonstragao:

Suponha que </ seja uma o-dlgebra. pela definicio, </ contém o conjunto vazio e €
fechada por complementos e unides enumerdveis. Assim, a condi¢io dada na proposicao
¢ satisfeita. Pois Q) € <.

Por outro lado, Suponha que <f seja fechada por unides enumerdveis e complementos.
Como a uniao vazia € apenas o conjunto vazio, e &/ € fechada por unioes enumerdveis,
entdo o conjunto vazio pertence a /. Além disso, como < ¢é fechada por complementos,
também contém todos os complementos dos seus elementos, e mais, 2 € &/. Assim, a

definicao de o-dlgebra € satisfeita, o que completa a demonstracao. [

Observacgao 2.0.5. A interse¢io de uma familia qualquer de o-anéis (o-dlgebras) é um o-
anel (o-dlgebra). Portanto, dada uma classe nao-vazia € de subconjuntos de 2, podemos
definir o o-anel (o-dlgebra) gerado por € como o menor o-anel (o-dlgebra) que contém

€, e que coincide com a interse¢io de todos os o-anéis (o-dlgebras) que contém € .

Notagdo: Adotaremos o simbolo o(€) (6(€)) para denotar a o-dlgebra (o-anel) ge-

rada pela familia de conjuntos € .

Exemplo 2.0.4. Seja € = N. Temos que o conjunto
o(¢)=1{0,{1,3,5,...},{2,4,6,... },¢}

¢ uma o-dlgebra. Pois, basta observar que o O € o(€); em outro elemento, dado qualquer
conjunto de o(€) o seu complentar estd nele. E de fato, tomando uma sequéncia constante
ou alternante dos pares com impares ou somente uma paridade teremos que o conjunto

gerado pela unidao dos termos(conjunto-sequéncia) estard na o(€).

Exemplo 2.0.5. Seja € = X um conjunto qualquer. Se o(€) é o conjunto P(¥) das
partes de X, entio o(€) é uma o — &lgebra. De fato, é evidente que 0,xc P(€). Além
disso, dado arbitrariamente A € P(¥€), € imediato que €\A € P(¥). Por fim, dada uma
sequéncia (A,) em P(€), temos que A,, C € para todo n € N e portanto (Upen An) C €,
ou seja, (Unen An) € P(F).

Proposigao 2.0.6. Se 7 € uma colegao nao vazia de subconjuntos de €, entao existe uma

o-dlgebra o(€; 1) de € que satisfaz as sequintes propriedades:

1. 1Co(¥;T);
2. Se 0(€) € uma o-dlgebra de € tal que T C 0(€), entdo o(€;7) C 0(F).

Demonstragdo: Seja (0(6)\))ren a familia das o-dlgebras de € que contém 1. Temos
que esta familia é nao vazia, pois P (€) é uma o-dlgebra de € que contém 7. Conside-

rando

o(€;7) = ﬂ (b)),

AEA
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temos que o(€;7) € uma o-dlgebra de € que evidentemente satisfaz as propriedades 1 e
2. [

Definigao 2.0.6. A o-dlgebra o(RY;7), em que 7 = {(a,b) : a,b € R'}, é denominada
dlgebra de Borel e denotada por B. Um conjunto A C R é dito um conjunto de Borel se
AeB

Definicao 2.0.7. &/ ¢ uma classe o — aditiva se, e somente se, ) € &7, &/ ¢ fechada por
diferenga propria, soma finita, e uniao crescente (i.e., Ay C Ay C ..., A; € o7, Vi, implica
U2, A € ).

Observacao 2.0.6. Vale a observagdao 2.0.5 com classe o-aditiva em lugar de o-anel.

Proposigao 2.0.7. Se € ¢é uma classe nao-vazia de conjuntos, fechada por intersecdo

finita, entdo a classe o-aditiva gerada por € ¢é igual a o(%).

Demonstragao: Seja F a classe o-aditiva gerada por €. Como o(€) é uma classe
o-aditiva, o que € facil de verificar, F C o(%). De modo andlogo, se provarmos que
F ¢é o-dlgebra, teremos o(€¢) C F, terminando a prova. Observemos inicialmente que
toda classe o-aditiva fechada por intersecao finita, é uma o-dlgebra pela Prop. 2.0.3 para

provar isso basta usar o fato de que

A; = U ZAj (note que no membro direito temos uma uniao crescente).
1 i=1j=1

n n 1
1=

Portanto, basta provar que F € fechada por intersecio finita. Seja H = {A C Q :VB €
F, AN B € F}. € suficiente provar que F C H. Ao mostrarmos, porém, que H é uma

classe o-aditiva e H O €, temos que H estard provada. Usando as identidades:

1.

(A1 = A))NB = (AN B)— (42N B),
2.

(At +A)NB=(ANB)+ (AN B),
3.

<QAi> nB={JAnB),

i=1

vemos que H € classe o-aditiva.

Para mostrar que H = F, Considere C' € € e construimos a cole¢io:
D={ACQ:ANC eTF}.

E suficiente provar que F C D para obtermos C' € H. Novamente isso se reduz a mostrar

que D € uma classe o-aditiva (modo andlogo ao que usamos para H) e que D D €. Este
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ultimo fato decorre da hipdtese de € ser fechada por intersecio finita. [ ]

A uniao enumerdvel basta usar a identidade:

00 00 i—1
UA=4+> [A-UA4,|.
i=1 =2 j=1
Definigao 2.0.8. & ¢ uma classe monotonica se € fechada por unido enumerdvel cres-

cente e por intersecio enumerdvel decrescente.

Observagao 2.0.7. Andloga a observagio 2.0.5 com classe monotonica em lugar de o-

anel.

Proposicao 2.0.8. Se R ¢ uma dlgebra (anel), entao a classe monotonica gerada por R
¢ o(R)( 6(R)).

Demonstragdo: Seja M a classe monotonica gerada por R. Como o(R) € uma classe
monotonica (o que é facil de verificar, pois é fechado por unido enumerdvel e intersegao
enumerdvel e em particular crescente e decrescente), seque que M C o(R). Para concluir
que M = o(R), basta mostrar que M é uma o-dlgebra.

Sabemos que uma classe monotonica que também é uma dlgebra é uma o-dlgebra. Por-
tanto, € suficiente provar que M € uma dlgebra, ou seja, que M € fechada por complemento
e intersecao finita.

Seja H ={A C Q: A° € M}. Se mostrarmos que H é uma classe monoténica contendo
R, concluiremos que Ml = H, ou seja, M € fechada por complemento.

Para isso, verificamos que:

1. Se A, é uma sequéncia crescente em H, entao AS € decrescente e, como M € mo-

notonica, temos ooy AS € M, o que implica ;> A,, € H.

2. Se A, € uma sequéncia decrescente em H, entao AS € crescente e, pelo mesmo

raciocinio, y—y A, € H.

Logo, H € monotonica. Além disso, como H contém R, seque que M = H, provando
a estabilidade por complemento.
Agora, para a estabilidade por intersecao finita, basta notar que se A, B € M, entao

A¢, B¢ € M, e, pela estabilidade por uniao crescente, temos:
(AUB°)=ANBeM.

Portanto, M € uma dlgebra. Como também é monotonica, seque que M é uma o-dlgebra.
Assim, temos:
o(R) CM
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. Como jd tinhamos M C o(R), concluimos que:

M = o(R)
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Medida

A medida é uma ferramenta essencial para a definicio rigorosa da integral de Lebesgue,
e neste capitulo discutimos as definicoes e propriedades que ela deve satisfazer e apresen-

tamos alguns exemplos.

Definigao 3.0.1. Uma medida é uma fungio p: o0(€) — R que satisfaz:

1. p(0) =0;
2. W(E)>0,VE € 0(%);

3. Se existe uma sequéncia (E,)nen em o(%) tal que E; N E; =0 para i # j, entdo

oo k
z (U En) = > u(En) = lim > u(E
neN n=1 n=1

Como permitimos que [ assuma valores reais estendidos, pode ocorrer que Y oo | p(Ey) =
+00. Neste caso, ou pu(E,) = +oo para algum n € N ou Y00, u(E,) € uma série de
termos nao negativos que diverge. Uma medida é chamada de finita quando ndo assume
+o0. Dizemos que uma medida é o-finita se existe uma sequéncia (E,) de conjuntos em
(%), com

¢ =] B,

neN

tal que p(E,) < +oo para todo n € N.

Exemplo 3.0.1. Sejam € =R e 0(€) a dlgebra de Borel. Neste trabalho, vamos assumir
a existéncia e unicidade de uma medida p : B — R tal que, quando E € o(€) é da forma
E = (a,b), tem-se

w(E)=">b-—a.

Observe que realmente temos uma medida. Pois,
L p(@)y=b—0b=0
2. n(E)=0b—a>0, tal que b > a.

3. Tome uma sequéncias (Ey,)nen de intervalos dijuntos. Note que,

w( U E,) = u( U A, by) il (b — ay) = limg 100 Z (b, — ay) (3.1)

neN neN n=1
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FEssa medida é frequentemente chamada de medida de Lebesgque ou medida de Borel.

Observacao 3.0.1. Sejam € =R, o(%) a dlgebra de Borel e p a medida de Borel. Se
o conjunto E € o(€) é enumerdvel, entao u(F) = 0. De fato, se E é enumerdvel, entao
podemos representar E = {x1,xa,...}. Dado arbitrariamente £ > 0, podemos considerar

a familia (E,) em que

£ £
En = (iL‘n — ﬁ,xn_‘_ 2n+1>

para todo n € N. Dag,

+oo +oo c

0<pu(E) <> mEn) =3 5o =¢

n=1 n=1
e consequentemente u(E) = 0.
Exemplo 3.0.2. Seja € um conjunto ndo vazio e o(€) a o-dlgebra contendo todos os
subconjuntos de €. Sejam py e uy definidas para todo E € o(€) por ui(E) =0 e

0, se B =),

pa(E) =
+oo, se B # 0.

E facil ver que py € ps sio medidas, pois para:

De fato, para p; temos que,

1. (0) =0

2. m(E)=0>0

3. Observe tomando uma sequéncia (F,) reais qualquer entdo, 1y (Upen En) = >oeq 1 (Ey) =
limy, oo S8, g1 (E,) = 0.

E para py; temos que,

1. pa(0) =0

2. ps(E) = 400 >0

3. Observe tomando uma sequéncia(E,, ) reais qualquer entdo py (Unen En) = Yoneq 1 (En) =
limy, oo 8 g1 (Ep) = +00.

Sendo assim, note que |y € finita e o nao € finita.

Exemplo 3.0.3. Sejam (¢,0(€)) como definidos no Exemplo 1 e p um elemento fixo
em €. Tome uz definida para todo E € o(%) por
0, sepé¢ E,
ps(E) =
1, sepe k.
Temos que p3 € uma medida finita, chamada de medida unitiria concentrada em p. Pois,
observe que ps3(0) = 0, levando em consideragao que p ¢ 0. Além disso, dado E € (%),

observe também que:
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1. Sep € E, entao, us(E)=12>0;

2. Sep ¢ E, entao uz(E) =0 > 0. Note também que tomando uma sequéncia (Ey,)nen
em o(%) tal que E; N E; =0, temos que,

H (U En) = i n(E,) = klggo > u(En).
neN n=1 n=1

E teremos como resposta 1 se existe um E; para algum ¢+ € N, tal que p € E;. Por

outro lado, o resultado seria 0, se Vi € N,p ¢ E;.

Exemplo 3.0.4. Sejam € =N e 0(€) a o-dlgebra que contém todos os subconjuntos de

z. Definamos p: 0(¢) — R por

#E, se E ¢ finito,

+o0, se E é infinito.

u(E) =

observe que,

1. pu(@)=0
2. W(E)=+#F ou +002>0

3. Dada a Sequéncia (Ep)neny em o(€) tal que E;NE; =0 para i # j, observe também

que;

w(U E,) = il,u(En) = limy—oo Y p(En) = +00. (3.2)

neN n=1

FEssa medida é chamada de Medida Contagem nos Naturais. Note que pu nao é uma medida
finita.

Lema 3.0.1. Seja o uma medida definida em o(%). Se E,F € o(¥) e E C F, entao:

1. w(E) < p(F);
2. Se u(F) < +oo, entao (F — E) = p(F) — p(E).

Demonstracgao:
1. Como F=EU(F—FE) e EN(F—E)=1, seque que

() = p(E) + p(F — E) > p(E).

2. Note que, u(F) = p(E) + pu(F — E) e u(E) < +oo, entdo

u(F = E) = p(F) — p(E).
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Lema 3.0.2. Seja p: 0(%) — R uma medida.

1. Se (E,) C 0(€) ¢é uma sequéncia crescente, entao

1 (L_OJOEn> = lim u(E,).

n—-+00

2. Se (F,) C o(¥) é uma sequéncia decrescente e ju(Fy) < +oo, entdo

u(@an> = lim u(F,).

n——+00
Demonstragao:

1. Note que, B4 C Ey C ... C E,, o que implica que, £1 U Ey; U ...U E, = E,. Dat,

/L(DO E,) =limy_yoopu(Ey). (3.3)

n=1

2. Por outro lado, temos que, se F,, C o(€) é uma sequéncia decrescente, ou seja,
F1 N F2 n...N Fn = Fn Entdo,

n—-+o0o

w(N7) = 1o () (3.4)
n

Definicao 3.0.2. Seja p uma medida em o(€). Dizemos que uma sequéncia (f,) de
fungoes em € converge em quase toda parte para uma fungao f quando existe um conjunto
N € 0(%¢), com p(N) = 0, tal que f,(x) — f(z) para todo x € € — N. Neste caso,

denotamos
f=lim f, qtp.

Definigao 3.0.3. Seja 0(€) uma o-dlgebra do conjunto €. Dizemos que a fungao X :
o(€¢) — R é uma medida com sinal quando:

1. X0) = 0;

2. Se existe uma sequéncia (E,)nen em o(€) tal que E; N E; =0 para i # j, entdo

0 ok
A (nLEJN En) = nz::l ANE,) = 1}1—{207;)\(}?”)

Proposigao 3.0.1. Seja p : 0(€¢) — R uma medida. Se A € o(€), entio a fungio
A :0(%) — R definida por \(E) = n(AN E) é uma medida.

Demonstragdo: Como p é medida, temos que (@) = 0. Dai A\(0) = p(ANQ) = u(0) =
0. Temos ainda que, dado E € (%), tem-se

AE) = u(ANE) > 0.
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Finalmente, note que pela proposi¢io 1.2.9, a defini¢io 3.0.1 e como p € medida e(A N
E)N(ANE;) =0,

A (U E) = WAN((UnenBa) = p(UANE,)) = 3 w(ANE,) = 3 p(ANE,) = - A(E)

neN neN
Portanto, A é uma medida. [
Proposicao 3.0.2. Sejam py, ..., u, medidas definidas em o(€) e aq,...,a, nimeros

reais nao negativos, entio a fung¢io A definida para E € (%) por
ME) = ajp(E)
j=1
¢ uma medida.

Demonstracdao: Como pi; sao medidas, note que
AO0) =D ajp;(@) =>_a0=0.
j=1 j=1

E ainda, como a; > 0 e p;(E) > 0, temos que

Finalmente, note que

J

oy 3 () = 32 D (B = 3 M)

1 n=1 n=1j=1

Portanto, A é uma medida. [
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Funcoes Mensuraveis

Discutiremos, neste capitulo, as propriedades das fungoes mensurdveis, ou seja, aquelas
que podem ser integradas no contexto da medida de Lebesque, fornecendo a base para a

construcao da integral.

Definicao 4.0.1. Uma funcgio f : € — R é mensurdvel quando
{r €€ f(x) >a} € 0(¥), Va € R..

Observagao 4.0.1. Uma fungio f : € — R é dita Borel mensurdvel quando ¢ = R
eo(€¢)=B.

Proposicao 4.0.1. Toda funcao constante é mensurdvel.

Demonstragao: Sejam ¢ € R e f: ¢ — R a funcao definida por f(zx) = ¢, para todo
€ €. Se a > ¢, entdo
{r e€: f(x)>a}=0¢€0(F).
Se a < ¢, entdo
{re¥: flx)>a}=Fco(¥).
Concluimos com isto que {z€ € : f(x) > a} € o(€) para todo o € R, ou seja, f é

mensuravel. ]

Lema 4.0.1. Sejam [ : € — R uma fungio e (%) uma o-dlgebra de €. As afirmagoes

a sequir sao equivalentes:

1. Ay ={z €€ : f(z) >a} €o(¥), Ya € R;
2. Bo={xe€%: f(z)<a}ea(?¥)

3. Co={2€%: f(x) %), Va € R;
4. Do ={2€%: f(zx) <a} €o(¥), Va e R.

(
(

Y

, Va € R;
al € 0(%),
Y

2
<

Demonstragao:

i) <=>ii) Note que, A, = € — B,. Sendo assim, pela defini¢io de o — algebra temos
que, Ay € 0(€) se, e somente se, B, € 0(%).

i) <=> iv) Note que, Co, = € — D,,. Sendo assim, pela definicio de o — algebra temos
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que, C, € 0(F) se, e somente se, D, € o(F).

i) => iii) Note que A, 1 € o(%€) e observe também que Co = Npen A,_1, pois dado
x € Cy pode-se observar gue re{e€: flr)>a}C{xe?: f(x) > o — 1} = A,
por outro lado se x € Npeny Aq_1Vn € N temos que x € {x € € : f(x) > sup{a — +} =
a} CC, , como (%) éfechadonpam intersecao enumerdvel, temos que Cy, € 0(%).

i) <= i) Note que Cy 1 € o(€) e observe também que Ay = U,enC,pr, Pois se
z € Upen Coy 1, entao existe k € N tal que x € Cpy1 C {r €¥: f(x) > &}n: A,, por
outro lado, de fato Ay C Upen Ca+% basta tomar n suficientemente pequeno, como o(€)

¢ fechado por uniao enumerdvel temos que A, € o(%). ]

Exemplo 4.0.1. Seja 4 = R! e consideremos o(€) = B. Temos que toda fungio continua
f R — R! é Borel mensurdvel. De fato, como f é continua para todo o € RY, o conjunto
{z e R': f(z) > a} € aberto, pois, nao existe z € RY; f(x) = a e, consequentemente, é a
unido de uma sequéncia de intervalos abertos. Por isso, o conjunto {z€ R : f(z) > a} €

B, para todo o € R*.

Exemplo 4.0.2. Seja ¢ = R! e consideremos o(€¢) = B. Temos que toda fungio mo-
nétona crescente é Borel mensurdvel. De fato, se f : Rl — R é uma funcio monédtona
crescente, entdo para todo o € R o conjunto {x € R' : f(z) > a} é um intervalo da

forma (o, +00)

s

Proposicao 4.0.2. Seja c € R'. Se f: € — R' ¢ mensurdvel, entdo (c- f) : € — R é

mensurdvel.

Demonstragdo: No caso em que c =0, temos que (c- f) : € — R é a fungio definida
por

(c- f)(x) =0, paratodox €€,

ou seja, (c- f) € uma fungdo constante, que € mensurdvel.

No caso em que ¢ > 0, se [ é mensurdvel, entdo dado arbitrariamente o € R, temos que

{xE‘K:(c-f)(a:)>oz}:{x€(€:f(x)>%}€J((€).

Proposicao 4.0.3. Se f : ¢ — R! é mensurdvel, entdo f?: € — R é mensurdvel.

Demonstragdo: Se f é mensurdvel, entdo dado arbitrariamente \/a € R, a > 0, temos
{reb:fP(x)>ay={z€¥C: f(z)>Va}U{x eb: f(x) < —/a} € o(¥).
Dado arbitrariamente o € R', o < 0, temos que, como f?(x) >0 e 0 > a, vale que,

{x €€ : f*(z) > a} €a(F).
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Proposigio 4.0.4. Se f; : € — R e f, : € — R! sdo mensurdveis, entio (f1 + fo) :

¢ — R é mensurdvel.
Demonstracdo: Dado ai,ay € RY, tal que fi(x) > ay, fo(x) > ag,ze€ RY. Note que,
a=a; + ay entdo fi(z) + fo(x) > a,Vre R Logo, (fi + fo) : € — R é mensurdvel. m

Observacao 4.0.2. Seja fo uma fungdo mensurdvel. Note que pela proposicao 4.0.2 —1. fy

¢ mensurdvel. Sendo assim, se fi, fo sdGo mensurdveis, entdo f'— f? é mensurdvel.
Proposigao 4.0.5. Se f; : € — R e fy : € — R! sdo mensurdveis, entdao (f1-f2) : € —

R é mensurdvel.

Demonstracao: Suponhamos que f1 e fa sejam mensurdveis. Notemos que
1
fi-fo= g [+ R = (= 1))
Seque entdo das proposicoes 4.0.2, 4.0.4 e 4.0.4 que (f1 - f2) € mensurdvel. [ ]
Proposigao 4.0.6. Se f: € — R! é mensurdvel, entio |f|: € — R' é mensurdvel.
Demonstragdao: Seja f uma fungao mensurdvel, note que |f| > f. Sendo assim, pela

defini¢ao de fungao mensurdvel, {z € €,|f(z)| > f(z) > a} € 0(¥),Ya € R. Logo, [f] €

mesuravel. ]

Proposicao 4.0.7. Se f; : € — R e fy : € — R sdo mensurdveis, entdo as fungoes
hi : % — R ehy: % — R definidas por

hi(z) = max{f(2), fa(x)} e ho(z) = min{fi(z), fo(2)},

840 mensurdveis.

Demonstracao: Notemos que

(@) = S [(@) + (@) + [file) ~ H@)]

ha(a) = 3 1A1(@) + ola) — file) ~ S]]

Entado, pelas proposicoes 4.0.2, 4.0.4 e 4.0.6, concluimos que as funcoes hy e hy sao

mensurdveis. ]

Definicao 4.0.2. A parte positiva da funcio f : € — R' é a funcio f+ : € — R!
definida por:
fH(z) = max{f(x),0}.

A parte negativa da funcdo f: € — R é a funcio f~ : € — R definida por:

[ () = max{—f(z),0} = —mim{ f(z), 0},
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Proposicao 4.0.8. Seja f : € — R uma funcido. Se f+ e f~ sdo, respectivamente, as

partes positiva e negativa de f, entdo
f==f, fl=r+f,

Além disso, [ é mensurdvel se, e somente se, 1+ e [~ sdo mensurdveis.

Demonstragao: Vamos primeiramente mostrar que f = f* — f~. De fato, se x € {x €

€ : f(z) > 0}, entio
fl@)=f(z) = 0= fT(x) = f(2) = (f" = f7)(2).

Sex e {r €@ f(z) <0}, entio
fla) =0+ f(z) = fT(x) = [ () = (T = 7))

Vamos agora mostrar que |f| = f* + f~. De fato, se {x € € : f(x) > 0}, entdo,
[f(@) = f(@)+0=fT(x)+ [ (x) = (f7 + f)(2).

Sex € {z e f(x) <0}, entio

[f(@)] =0—flz) = fT(2)+ f ()= (/" + /7))

Se f é mensurdvel, sendo f™(x) = maz{f(x),0} e f~(x) = mazx{—f(x),0}, seque das
Proposigoes 36, 38 e 41 que [+ e f~ sdo mensurdveis. Se fT e [~ sdo mensurdveis,

sendo f = [ — f~, seque das Proposicoes 4.0.2 e 4.0.4 que [ é mensurdvel [

Definig¢ao 4.0.3. Denota-se por M(€,0(%)), a colegio de todas as fung¢oes mensurdveis

definidas em € e assumindo valores reais estendidos, ou seja,
M= M(€,0(€)) :={f: ¢ — RL: f é mensurdvel}.

Definig¢ao 4.0.4. Denota-se por M (€ ,0(€)), a cole¢io de todas as fungoes mensurdveis

e nao negativas definidas em € e assumindo valores reais estendidos, ou seja,
Mt =M*Y€,0(¢)):={f € M: f ¢ ndo negativa}.
Proposicao 4.0.9. Se f: € — R! é uma funcio mensurdvel, entdo

1. Sejam A,B € 0(€) com A ={2€ € : f(x) = +oo} e B =,en{z€ € : f(x) > n}.
Entio, A= B

2. Sejam A',B' € 0(€) com A = {z€ € : f(z) = —o0} e B = Upen{z€e € : f(x) >
—n}. Entao A" = (B')°.

Demonstracgao:
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1. Seja x € A. Como f(x) = 400, temos que f(x) > n para todo n € N. Assim,
€ B=Npen{zr €€ : f(z) >n}.
Por outro lado, Dado arbitrariamente x € B, temos que f(x) > n para todo n € N.
Portanto f(x) > limy,—1o.on = +00 e dai, f(x) =400, ou seja, x € A.

Logo, {x € € : f(x) = +0} =Mheniz € € : f(x) >n} € 0(F).

2. Seja v € A'. Como f(x) = —o0, temos que f(x) < —n para todo n € N. Assim,
¢ B =Upen{r € € : f(x) > —n} implica em x € (B")° = (Upen{zr € € : f(x) >
—n})<.

Por outro lado, Dado arbitrariamente x € (B'), temos que f(x) < —n para todo
n € N. Portanto f(x) <limy 100 —n = —00 € dai, f(z) = —o0, ou seja, x € A.

Logo, {x € € : f(x) = —o0} = (Upen{z € € : f(x) > —n})".

Lema 4.0.2. Uma funcio f : € — R é mensurdvel se, e somente se, os conjuntos
A={2€ € : f(x) = +o0} e B={2€ € : f(xr) = —o0} pertencem a o(€) e a fungdo
f:% — R definida por

s flz), sex¢ AUB

/ 0, sex e AUB

é mensurdvel.

Demonstracdo: Sejam f : € — R uma funcio mensurdvel e « € RY. Note que pela
proposi¢io anterior A, B € o(%). Considere os conjuntos C; = {x € € : f(x) > a} e
Cy={x €€ : flx) >a}nA°. Vamos mostrar que C; = Cy. De fato, suponha o > 0
ex e Cy. Temos que f(x) >a >0= f(z)= f(z)#0>a. Entiox ¢ AUB e assim
x ¢ A. Logo, © € A° e portanto x € Cs.

Reciprocamente, dada © € Cy, temos que © ¢ A e f(z) > a. Da mesma forma,
mostramos que f(z) = f(xr) # 0 € AU B. Portanto, f(z) > a e assim z € C).
Portanto, Cy = Cy. Como f é mensurdvel e AC € (%), seque que Cy € o(€). Logo, f

é mensurdvel.

Por outro lado, se a < 0, considere os conjuntos D1 = {x € € : f(z) > a} e
Dy ={x € € : f(x) > a} UB. De forma andloga, mostramos que Dy = Dy. Note que
como f ¢é mensurdvel ¢ B € o(€), seque que Dy € 0(€). Logo, Dy € a(€) e portanto f

€ mensurdvel.
De mesma forma, prova-se a reciproca. ]

Observacao 4.0.3. Quando ¢ = 0, o produto c - f poderia ser indeterminado. Desta

forma, adotamos a convengao 0 - (00) = 0, que contorna esta dificuldade.
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Observagao 4.0.4. Quando f,g € M(€,0(€)), a soma [+ g, definida por (f+g)(x) =

f(z)+ g(x), nao estd bem definida sobre os conjuntos

Ei={ze€%: f(x) = —o0,9(x) = +o0}

Ey={x €% : f(xr) =+00,9(x) = —o0}.

Note que Ey, Ey € 0(%). Esta dificuldade é contornada convencionando (f+g)(x) =0

para todo x € Ey U Ey, que resulta em uma fungao mensurdvel definida em € .

Lema 4.0.3. Seja (f,) uma sequéncia em M(€,0(€)) e defina as fungies

f(x) = inf fo(x),  F(z) = sup fu(2),
f*(z) = liminf f,(z), F*(x)=limsup f,(z).

Temos que as funcgoes f, F, f* e F* sao mensurdveis.

Demonstragdo: Mostremos que para todo o € RY, os conjuntos A ={x € € : f(z) > a}
e B=weniz € € : fu(x) > a} sdo iguais. De fato, dado x € A, temos pela definigio
queinf f,(x) = f(x) > a. Note que f,(x) > inf f,(z) > a para todo n € N, assim z € B.
Reciprocamente, se x € B, entdo f,(x) > « para todon € N. Como f(x) = inf f.(z) > a,
temos que x € A.

Mostremos agora que para todo o € R, o0s conjuntos C = {x € € : F(x) > a} e D =
Unen{z € € : fo(x) > a} sao iguais. De fato, dado x € C, temos que supf,(x) = F(z) >
a e ainda, sup fp,(x) > fu(x) > « para algum n € N. Logo x € D. Reciprocamente,
se v € D, temos que x € {x € € : fu(r) > a} para algum n € N. Como F(z) =
supfn(x) > folz) > «, sabemos que F(x) > « e assim, x € C. Em viturde de termos f;,
mensuravel, seque que f e F também sdo. Utilizando argumentos andlogos e notando que
() = supmeninfosmfa(z) € F*(2) = infmenSupnsmfn(z), mostramos que as fungoes

f* e F* sao mensurdveis. ]
Corolario 4.0.1. Se (f,) € uma sequéncia de fungoes em M(€,0(%)) que converge para
f, entao f € M(€,0(%)).

Demonstragdo: Note que f(x) = lim f,(x) = liminf f,(x). Como f, é mensurdvel,
seque do Lema 4.0.3 que a funcdo f € mensurdvel. ]

Definicao 4.0.5. Dado n € N, definimos f,, como o truncamento de f, por

f(x), se|f(x) <n
maz{min{f(z),n}, —n} = fu(z) = {n, se f(z) > n,

—n, se f(x) < —n.
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Definigao 4.0.6. Diz-se que uma propriedade vale em quase todo ponto (q. t. p.) em €,

se o conjunto dos pontos em que ela ndao se verifica é mensurdvel e tem medida nula.

Definicao 4.0.7. f, converge a f quase uniformemente se, e somente se, para todo € > 0

eriste A € o tal que p(A) < € e f, = f uniformemente em A°.

Definicao 4.0.8. Se as funcoes f, e f sao finitas, diz-se que f, converge a f em medida

se, e somente se, para todo € > 0,

lim p({|fn — f| = €}) = 0.

n—oo

Notacédo. f, 5 f indicard que a sequéncia f, converge em medida a f.

Defini¢ao 4.0.9. {f,} € dita quase uniformemente fundamental se, e somente se, para
todo € > 0 existe A € o, tal que:

(i) 1n(A) < =
(ii) Para todo § > 0 existe ng € N, tal que n,m > ng = |fn(w) — f(w)] <6, para todo
w e A°.

Proposigao 4.0.10. Se f, converge a f quase uniformemente, entio f, — f q. t. p.

Demonstragao: Para todo n eziste A,, € €, tal que u(A,) < 1/n e f, = f uniforme-
mente em AS. Seja A= (N A,. Entao u(A) =0 e
n=1

fo(w) = f(w), para todo w € A°.

Proposicio 4.0.11. Se f, converge a f quase uniformemente, entio f, = f.

Demonstracgao: E necessdrio mostrar que para todo & > 0, para todo € > 0, existe
no € N tal que n > ng = p({|fn — f| > 0}) <e.
Sejam €,9 > 0. Entao existe A € o, tal que u(A) < ¢, e existe ng € N, tal que
n>ng=|fulw) — flw)| <9,
para todo w € A°. Tomemos este ng. Entao
n>ng={lfu—fl 20} C A= u({lfa — f1 2 0}) < u(4) <e.
]

Defini¢ao 4.0.10. Diz-se que uma funcao f(x) é continua em um ponto a se, dado um
e >0, existe 0 > 0 tal que se 0 < |z —a| < 9, entdo |f(z) — f(a)| <e. Ou, seja,

lim f(z) = f(a).

T—a
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Integral

Neste capipitulo, demonstramos os resultados mais impactantes desta teoria, como o Te-
orema da Convergéncia Mondtona e o Lema de Fatou. FEsses teoremas estabelecem con-
dicoes robustas sob as quais podemos intercambiar os operadores de limite e integral, uma
propriedade crucial que confere a integral de Lebesque sua forca e ampla aplicabilidade na

andlise moderna.

Definicao 5.0.1. Uma funcio ¢ : € — R' € simples quando seu conjunto imagem é

finito. Uma fungdo simples pode ser representada na forma

n
=72 alg, (5.1)
j=1
onde a; € R' e I, € a fungio caracteristica do conjunto E; € o(€).
Entre as representacoes para a funcao simples p, existe uma unica representacao com
todos os a; distintos e todos os F; dois a dois disjuntos. Esta representacio é chamada

de representacao padrao.

Note que se p(€) = {ai1,as,...,a,}, com ay,as,...,a, distintos, e se E; = {x € € :

©(€) = a;}, entdo os conjuntos E; sio dois a dois disjuntos e € = U, Ej.

Exemplo 5.0.1 (Funcao Indicadora de um Conjunto). A fun¢do indicadora de um con-

junto mensurdvel E, denotada por Ig, € definida como:

1, ek,
Ip(x) =
0, z¢FE.

Essa € a funcao simples mais bdsica, pois assume apenas os valores O e 1. Podemos

escreve-la como:

Ig(x)=1-Ip(x) +0- Ig(x).

Como 0 - Ige(x) =0, obtemos:
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Exemplo 5.0.2 (Fungao por Partes Constantes). Seja o espago de medida (RY, B(RY), i),

onde |1 € a medida de Lebesque. Definimos a func¢ao ¢ por:

2, xe€]|0,1],
(r) =43, z¢€(1,2],
0

, caso contrdrio.

Essa fungdo assume apenas os valores 0,2 e 3, e cada um deles estd associado a um

conjunto mensurdvel. Podemos escrevé-la como:

QO(.CE) = 2[[0’1] ($) + 3[(1’2] (.T) + OI]Rl\[OQ}(x)'

Eliminando o termo com 0:

gO(ﬁL') = 2][071](1') —|— 3_[(1’2] (IL’)

Exemplo 5.0.3 (Combinagao Linear de Fung¢oes Indicadoras). Sejam E; = [0,1] e Ey =
(1,2]. Definimos a fungio:

() =4, (z) + Tlg, ().

Ezplicitamente, temos:

4, x€10,1],
() =47, ze(1,2],
0,

caso contrdrio.

Essa funcio é simples porque pode ser expressa como uma soma finita de funcoes

indicadoras multiplicadas por constantes. Podemos escrevé-la como:

Qﬁ(l‘) = 4]{071} (I) + 7](172] (ZE) + O]Rl\[og](l’).

Eliminando o termo com 0:

¢<I) = 4[[071]<l’> + 7](1’2} (.CL’)

Definicao 5.0.2. Seja ¢ uma fungio simples em M1 (€,0(€)) com a representagdo

padrao

o=y ajlg,. (5.2)
j=1
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A integral de ¢ com relagdo a p é um numero real estendido definido por

[ i =3 g, (5.3)

A expressao anterior é empregada convencionando que 0 - (+o00) = 0. Note que o
valor da integral de uma fungdo simples, mensurdvel e ndo negativa estd bem definida
(embora possa ser +00), visto que todos a; sao ndo negativos e por isso ndo encontramos

expressoes do tipo (+00) — (400).
Exemplo 5.0.4 (Fungao de Dirichlet). Seja f: [0,1] — R! definida por

fla) = 1, sexe€l0,1]N(R'—Q)

0, sexel0,1]NQ.

Temos que f € integrdavel e [ fdu = 1. De fato, como 0 - Lo 1)n0) + 1 - Ijoin®i-q) € a

representacao padrao para f, a integral de f com relagdo a p € dada por

[ fdi=0-p(0.110 Q) + 1+ (0,11 (R ~ Q)).

Observe que a medida de Lebesque de um conjunto enumerdvel é nula (vide observagdo
3.0.1), dai, u([0,1] N Q) = 0 e, como p adimite classe fechada para soma enumerdvel
disjunta, temos que p([0,1]) = u([0,1] N Q) + u([0,1] N (R' — Q)), entdo,

[ Fdu =1 (0,110 (R = @) =1 p([0,1)) = 1- (1 -0) = 1.

Lema 5.0.1. Sejam o, fungoes simples em MT(€,0(€)) e c > 0.

/w@wwfww;

/W+¢Mu=/wm+/ww;
3. Se X:0(€) — R € definida por \(E) = [ plgdu, entdo \ é uma medida.

Demonstracao:

1. Sec=0 entdo cp =0 e assim
/cgpdu:/Odu:O:c/godu.

n
Quando ¢ > 0, entao cp = 3 ca;lp, € a representagao padrao de cp. Daf,
j=1

/c<p dp=> caju(E;) =c¢> aju(E;) = c/gpdu.
j=1

j=1
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2. Suponha que ¢ e Y sejam funcoes simples da forma

¥ = ZGZ‘IEZ-, Y= ijIFj7
i=1 j=1

onde a;,b; > 0 e E;, Fj € 0(¢). Entao,

m

+w:Z (aj + br)IE,nF,-

j=1k=1

Note que as fungoes simples ¢ e ¢ sao definidas sobre particoes disjuntas E; e F;. Para

expressar ¢ + 1 como uma nova fungdo simples, precisamos de uma particio que refine

ambas as particoes originais. A intersecio E; N Fj gera conjuntos disjuntos, pois E; e F)

sao disjuntos dentro de suas proprias particoes.

Contudo, essa representacao para ¢ + 1 é uma combinacao linear de fungoes caracteristi-

cas, nao necessariamente a representacdo padrao para @ + 1, pois a; + by podem nao ser

distintos.

Tome cp, com h =1,2,...,p, nimeros distintos do conjunto {a;+by:j=1,2,...,n;k =

1,2,...,m} e defina

G, = U (E; N F).
(4,k) s aj+br=cp,

Assim, ((Gr) = Xk #(E; N Fy), e temos que:



%)

= zn: a;pu(Ej) + i bep(F).
=1 k=1

Portanto,

/(w+¢)du=/wdu+/wdu-

3. Como plp = aj]Eij, seque que
j=1

j=1 j=1

Como p € medida e E; € o(%), temos pela Proposicio 3.0.1 que p; : o(€) — R
definida por p1;(E) = p(E; N E) € medida. Podemos escrever A como combinagdo linear

das medidas pj. Dai, seque da Proposi¢io 3.0.2 que A é medida. [

Antes de definir a integral para uma funcao mensurdvel qualquer, vamos demonstrar

um resultado que relaciona as fungoes simples com as funcoes mensurdveis.

Lema 5.0.2. Se f é uma funcio de € em R, entdo existe alguma sucessao (gn)nen de

fungoes simples tal que f = lim,cn g,. Além disso:

1. Se f > 0, pode-se tomar (g,)nen mondtona crescente e tal que, para cada n € N,
gn Z 07'

2. Se [ for mensurdvel, pode-se tomar (gn)nen tal que cada g, seja mensurdvel.

Demonstracao: Basta demonstrar o lema no caso em que f > 0, pois, uma vez de-
monstrado isto, a validade do lema no caso geral resultard de fato que f = f+ — f~ e
de fT,f= >0, pois se (gn)nen € (g, nen forem sucessoes de fungoes simples tais que

f+ = hmnEN gn € fﬁ = hmnEN g;;,; entao f - hmnEN(gn - g;)
Seja entao f: € — RL. Para cadan € N, seja
Fo={ze?| f(x) 2n}

e, para cada k € {1,2,...,2"}, seja

k—1 k
Enjk:{$€‘€|n§f(x)<}.
Define-se entio g, : € — R por

k-1
k=1 2
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e resulta de defini¢ao de (gn)nen que se f for mensurdvel, entdao cada fungio g, (n € N)
também o é e que a sucessio (gn)nen € mondtona crescente. Para se provar que f =
lim,en gn, tome-se v € €. Se f(x) = 400, entio Yn € N: g,(x) = n e, portanto,
limpen gn(z) = f(2). Caso f(z) € RL, entdo, para cada n € N tal que f(z) < n, tem-se

que f(x) pertence a um sé intervalo da forma [k;nl, %} e que gy(x) = k2_n1, pelo que

0< f(x) —gn(x) < 2171
Logo, limpen gn(z) = f(z). |

Definicao 5.0.3. Seja f € M1 (€,0(%)). A integral de f com relagio a p é um nimero
/f@wzam{/ww&,

/fdu = sup {/apdu | o€ Mt ¢ simples e () < f(x)}

Proposigao 5.0.1. Sejam f € M+ (€,0(€)) e E € 0(€). Temos que fIgp € M*(€,0(%)).

Podemos definir a integral de f sobre E com relagdo a p por

éﬂWz/ﬂMw

Demonstracao: Pela definicio da integral para fungoes mensurdveis e ndao negativas,

real estendido dado por

temos que

/ fdp = sup{/god,u | ¢ € simples e 0 < p(z) < f(z) para todo x € E}
E

Por outro lado, queremos mostrar que

/fIEd,u = sup {/wdu | ¥ € simples e 0 < (x) < f(z)Ig(x) para todo x € CK}

Se provamos que os dois supremos acima coincidem, a iqualdade da integral estard de-

monstrada.
Seja ¢ uma fungio simples tal que 0 < @(x) < f(x) para todo x € E. Definimos uma
nova fungdo simples 1) como:
p(r), x€k,
0, r¢ E.
Ou seja, ¥ = plg, que é também uma funcdo simples. Além disso, para todo € :0 <
U(z) = p(z)lp(z) < flz)lp(z).

Portanto, ¢ pertence ao conjunto das funcgoes simples usadas para definir [ flgdpu,

logo:
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[ fdn< [ flsdn.

Agora, seja 1 uma fungio simples tal que 0 < ¢(x) < f(x)Ig(x) para todo x € €.
Como Ig(x) =1 para v € E e Ig(x) =0 para x ¢ E, temos que () =0 para z ¢ E, e
para x € E, temos () < f(x). Assim, 1 pode ser vista como uma fungdo simples ¢ tal

que 0 < () < f(x) para todo x € E, o que implica que:
/fIEdu < [Efdu.
Como obtivemos as desigualdades:
[ ddu< [ fisan e [ fisdp< | fap.

seque que

[ fdi= [ flzdn.

n

Lema 5.0.3. Sejam f,g € M+ (€,0(%)). Se f < g, entio

[ fdn < [ gdn.
Demonstracao:
Como
{pe M" :p ésimples e p(x) < f(x)} C{p € M*: ¢ ésimples e p(z) < g(x)},
temos que
/fdu = sup {/gpdu | o€ M ¢ simples e p(z) < f(x)}
< sup {/@du | o € M ¢ simples e () < g(:c)} = /gd,u.

n

Lema 5.0.4. Sejam f € M+ (€,0(€¢)) e E,F € 0(¥¢). Se E C F, entdo,

[ sdn< [ s

Demonstracdao: Como as funcgoes fIg e fIrp sio mensurdaveis e nao negativas e flg <
flr, seque que
[ s = [ pisdy < [ fivdyp= [ sdn

O proximo teorema é um dos principais resultados obtidos com a Integral de Lebesgue,

pois exibe condicoes para comutar o limite com a integral.
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Definicao 5.0.4. Seja € = R! e dada f, : € — R, f : € — R fungdes mensurdveis.

Considera-se convergéncia pontual, quando para todo x € € fizado, tem-se

lim f,(x) = f(x).

Teorema 5.0.1. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Se (f,) € um sequéncia mondtona

crescente de fungoes pertencentes a M*(€,0(€)) com convergéncia pontual para f, entdo

[ fdu= Jim [ fudp.

Demonstragdo: Seja { fnm}m wma sucessao de fungoes simples > 0, tal que frm — fu,
para todo n. Seja

gm = Sup fn,ma

1<n<m
para todo m. Entao as g, sio fungéoes simples > 0 e a sucessao {g,,} € crescente. Vamos
mostrar que g, T f. Se 1 <n < m, temos que fom < gm < fm, note que f,, € a fungao

onde m > n. Tomando o limite quando m — oo, obtemos

fo <lim gy, < f.
Fazendo agora n — oo,

f<limg, < f.
Entao, seque que

/wﬂuT/ﬂm
Para 1 <n <m, temos que

/thS/%WS/M@.

Fazendo m — oo, obtemos

[ fudie < [ < tim [ frdp.

E, quando n — oo,
lim [ fudpe < [ <Timm [ s

Portanto, concluimos que Se (f,) é uma sequéncia mondtona crescente de fungoes per-

tencentes a M+ (€ ,0(€)) com convergéncia pontual para f, entdo,

/ﬂMZﬁQ/hW~
Corolario 5.0.1. Seja f € Mt ec >0, entiocf € Mt e

/cfd,u:c/fdp.
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Demonstragdao: Quando ¢ =0 o resultado é imediato. Suponha ¢ > 0 e tome (p,) uma
sequéncia mondtona crescente de fungoes simples em M (€, 0(%)) com convergéncia para
f. Entao (c-p,) € uma sequéncia mondtona que converge para cf. Segque do teorema

5.0.1 e do teorema 5.0.2 que
/cfdu = ,}grgo/c-wndu = cggrgo/¢ndﬂ = c/fdu.

Corolario 5.0.2. Sejam f; € Mt ei=1,...,m, entdo % fie Mt e
i=1

/ZfidM:Z/fidﬂ-

i=1 i=1

Demonstracdao: Vamos primeiramente provar o resultado para o caso em que m = 2.
Sejam (o) e (¢?) sequéncias mondtonas crescentes de fungoes simples que convergem
respectivamente para fi1 e fo. Como (@l + ¢2) € uma sequéncia mondtona crescente que

converge para f1 + fa, seque do teorema 5.0.2 e do teorema 5.0.1 que

/(f1 + f2)dp = gggo/(wi + o )dp = lim (/ Pndp+ /widu>

n—o0

= lim / ndp+ lim / wrdp

:/fld/ﬁ‘f‘/fzdﬂ'

Agora, suponha por hipdtese de indugdo que o resultado € vdlido para um certo k, ou

seja,

[+t fap = [ fdt ot [ pdp

Seque entao, pelo que provamos para m = 2 e pela hipotese de inducdo, que

/(f1+"'+fk+fk+1)dﬂz/(f1+"'+fk:>dﬂ+/fk+1dﬂ-

Por indugdo, temos que

[t fiot fuadn = [IG o+ + o)+ fildp
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:/(f1+---+fk)d,u+/fk+1d,u

:/fldu—l—“'—l-/fkdu—i‘/fkﬂd/i-

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema da Convergéncia Mondtona e

permite que trabalhemos com sequéncias de fungoes que ndo sao mondtonas.

Lema 5.0.5. (Lema de Fatou) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes pertencentes a M (€ ,0(%))

com convergéncia pontual para f, entao

/(lim inf f,)dp < lim inf/fndu.

Demonstragao: Tome g,, = inf{f,, fms1,...} de modo que g, < f. quando m < n.

Assim,
/ gmdp < inf / Jndp

< sup inf / Fudpy = lim inf / Fods,

Como gm = WH{fos frnstr- } € Gt = IE{frnsns frgan -}, temos que gu(s) <
gm+1(x), ou seja, (gn) € crescente. Note que

lim g,,(z) = sup gm(z) = sup igf fn(z) = liminf f,(x).

m— 00 meN

Assim, utilizando o teorema 5.0.1, obtemos
/ (liminf £,)du = lim_ / gmdy < lim inf / Fadp.

Corolario 5.0.3. Seja f € MT(€,0(€)). Se A:0(€) — R é definida por

NE) = [ fdp.

entado \ € uma medida.
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Demonstragdao: Provemos que A é medida. Como Iy(x) = 0 para todo x € €, temos
que N(0) = [y fdu = [y fIpdp = 0. Se E € 0(%¥), entio

ME) = [ fdp= [ flpdp >0,
E
pois Ig(x) =1 para todo x € E e f € nao negativa. Seja (E,) uma sequéncia de conjuntos
em o(%), dois a dois disjuntos, tal que U E, = E. Defina f, == > flg,. Note que,
neN k=1

para todo x € X,
n+1

fn+1(x) = Z f(‘r)[Ek = fIEn+1 + zn: fIEk’
k=1 k=1

em que flg,,, > 0. Logo, (f,) € monétona crescente e, como é soma de mensurdveis, é

mensurdvel. Note ainda que (f,) converge para flg. Dai, seque pelo teorema 5.0.1 que

NE) = [ fap= [ fisdp= lim [ fud
- lim kzl [ Fe,dn = ,i [ Fe,d

= > AEy).
k=1
|
Corolario 5.0.4. Seja f € MT. Temos que f(z) = 0 q.t.p. em € se, e somente se,
J fdp = 0.

Demonstragao: Suponha f(x) =0 q.t.p. e tome E = {x €x: f(x) > 0} e f, = nlg.
Temos que f <liminf f,, e u(E) = 0. Da,

0< /fdu < /hminf fudp < liminf/fndu

= lim infn/[Ed,u = liminf nu(E) = 0.

Reciprocamente, suponha que [ fdu = 0. Tome E, = {x €z f(z) > L}. Entdo f >
(%) Ig, , e dai

1 1

/fdu > /—IEndu = —p(Ey).

n n

Note que 0 = [ fdu > tup(E,) > 0 e portanto p(E,) = 0. Como 0 < p(A) =
“+o0o
o < U En> < Y ulE,) =0,¢eA={z ecx f(r) >0} = U E,, concluimos que A
neN n=1 neN

tem medida nula. Logo, f(x) =0 g¢.t.p. [

Coroléario 5.0.5. Suponha que f € M* e defina \ : o(€) — R por

AE) = /E fdu.

Entdo a medida \ é absolutamente continua com rela¢io a u, ou seja, se E € o(%) e

u(E) =0, entao \(E) = 0.
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Demonstragdo: Se u(E) =0, para algum E € o(€), entao fIg =0 q.t.p. Daf,

A@»:éﬁm:/fngo

Corolario 5.0.6. Se (f,) € uma sequéncia mondtona crescente de fungoes em M™* com

convergéncia q.t.p. para f € M™, entdo

/fdﬂ = T}grgo/fndw
Demonstragdo: Tome N € o(€) tal que un(N) =0 e (f,) converge para f(x) para todo

r € M=% — N. Entio (f,I,) converge para fI, para todo x € €. Logo, pelo teorema
5.0.1, seque que

[ findu = lim [ fuly.
Como u(N) =0, as fungoes fIy e foIn sao nulas em quase todo ponto.

Note que quando N e M pertencem a o(€) tais que NNM =0 e NUM =%. Logo,
Iy(z) = In(x) + Iy (2) e seque do Coroldrio 5.0.4 que

f(@) = f(x) - 1= fla)l@) = f(2)(In(x) + Iu(z)).

Como f= fly+ fIn e fr = foln + oy, temos

[ fau= [ fivdu = tim [ fidp = lim [ fadp.
Corolario 5.0.7. Se (g,,) € uma sequéncia em M, entdo

S =)

m

Demonstragao: Defina fr, = > gn = g1+ -+ + gm. Como g, € M™, temos que
n=1

fm < frs1 € ainda, como f,, € soma de mensurdveis ndo negativas, temos que f,, € M.

Visto que

lim f(z) = i gn(2),

m——+00
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temos

[ 3 gni = Jim [ = Jimg 3 [

=y /gndu-
n=1

Observacao 5.0.1. Seja f é uma funcad continua. FEntao pelo teorema 5.0.2, existe

alguma sucessao de fungoes simples (s,) mesurdveis e s, — f.

Nesta finalizacao, estabelecemos a conexao fundamental entre as teorias de integracao
de Riemann e de Lebesque, demonstrando que esta ultima constitui uma generalizacao da
primeira no caso de uma funcao continua. O objetivo central é provar que toda fung¢do
continua que € integrdvel no sentido de Riemann em um intervalo fechado e limitado [a, b],

como € o caso das fungoes continuas, também € integrdvel no sentido de Lebesgue.

Fundamentalmente, mostraremos que para essa classe de fungoes, os valores numéricos
obtidos por ambas as integrais sao precisamente os mesmos. Ou seja, se f € uma fungdo

continua em [a,b], entdo:

b
/ f(z)dz (Integral de Riemann) = [ ]fd,u (Integral de Lebesgue)
a a,b

Isso confirma que a teoria da integral de Lebesque ndo apenas abrange os casos cldssicos
cobertos pela integral de Riemann, mas também a estende de forma consistente para uma
classe muito mais ampla de fungoes, solidificando sua importancia e poder na andlise

matemdtica moderna.

Sendo assim, tome f é uma funcao continua. Entdo pelo lema 5.0.2, existe alguma
n

sucessao de fungoes simples (s,) mesurdveis e s, — f. Seja s, = > rilg. Se F :
K=1

la,b] — R tomando a medida de Borel temos que,

n n b
/sn)\(Ei) =S rAE) =S ri(b; — a;) = / sn()dz.
i=1 i=1 a
Onde E; = |a;, b;]. Ou seja, se temos fungoes simples as integrais coincidem.
Mas, verifiguemos o que acontece com o sequinte limite,

b
lim [ s,du= lim/ Sp(x)dx

n—00
[a,b]
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Observacao 5.0.2. Como f é continua, podemos mostrar que s,, converge uniformemente

para f em |a,b]

Sendo assim, observemos o sequinte resultado, o qual iremos apenas enunciar e sua

demonstracao pode ser encontrada em [

Teorema 5.0.2. Se uma sequéncia de fungoes integrdveis f, : [a,b] — R converge uni-

formemente para f : [a,b] — R, entio f € integrdvel e vale
b
/ f(z)dx = hm / folx

b b
/ lim f, = lim/ fn, desde que lim f,seja uniforme.

Em resumo:

Como s, € uma sucesao de fungoes simples temos pelo teorema convergéncia mondtona

que

n—oo

[a,b] (a,b]

lim [ spd\ = / FdA.

Por outro lado, temos que (s,) é definida em um intervalo fechado e converge monoto-
namente para f no que implica pela observacao anterior que S, € uniforme, sendo assim,

pelo teorema 5.0.2,

lim /ab Sp(x)dx = /abf(:n)d:v.

[ 1= [ 1o

[a,b]

Logo,

Portanto, podemos concluir que para fungoes continuas a integral de Lebesgue também

abrange integracao por Riemman.
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Consideracoes Finais

Com o estudo introdutorio de medida e intregacio exploramos a relacao entre as integrais
de Riemann e Lebesque, analisando suas diferencas e conexoes. Observamos que existem
fungoes que nao sao integrdveis no sentido de Riemann, mas que podem ser integradas
pela abordagem de Lebesque. Além disso, demonstramos que toda fungdo integrdavel no
sentido de Riemann também o é no sentido de Lebesque, preservando o mesmo valor da

integral, o que nos mostrar que a integral de Lebesque generaliza a integral de Riemann.

A partir dessa ampliagdo do conceito de integral, foi possivel expandir as possibilidades
de estudo para fungoes que antes nao podiam ser analisadas sob a otica da integragao de
Riemann. Essa nova abordagem abre caminhos para a investigagcdo de espacos de fungoes
que ndo sio Riemann-integrdaveis, permitindo o desenvolvimento de novos conceitos e

aplicagoes.

Outro aspecto relevante identificado ao longo do estudo foi a semelhanca entre certas
propriedades das medidas definidas por Lebesque e os conceitos presentes na integral de
Riemann, ainda que os processos de integracio sejam fundamentalmente distintos. Isso
demonstra como a integral de Lebesque complementa a integral de Riemann, oferecendo

um panorama mais abrangente da teoria da integragao.

Por fim, ressaltamos a importancia do questionamento proposto por Lebesque, que,
mesmo apos a consolidacao da integral de Riemann, levantou novos problemas e reflexoes
que resultaram em contribuicoes significativas para a comunidade cientifica. O desenvol-
vimento da teoria da medida e da integral de Lebesque ndo apenas aprimorou a andlise
matemdtica, mas também influenciou diversos campos do conhecimento, consolidando-se

como um marco fundamental na evolucao da matemdtica moderna.
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