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Resumo

Este trabalho apresenta a transformada de Laplace de forma simplificada e apli-
cada, mostrando como essa ferramenta pode simplificar a resolucao de equacgoes diferenci-
ais ordinérias e problemas de valor inicial. Ap6s uma breve motivacao sobre nosso estudo,
comegamos a nos aprofundar nos conceitos e propriedades fundamentais da transformada
de Laplace, bem como o teorema de existéncia e unicidade da transformada, que assegura
a passagem do dominio do tempo para o dominio complexo via transformada e do domi-
nio complexo para o real via transformada inversa, garantida por esse teorema. Também
sao exploradas fungoes descontinuas e propriedades que tornam possivel analisar deriva-
das e sistemas de maior ordem sem a necessidade de resolver diretamente a equagao no
tempo. Também iremos nos aventurar pela area da farmacocinética, onde estudaremos o
comportamento de uma substancia no sangue e no tecido apoés ser injetada no corpo.

Palavras-Chave: Transformada de Laplace; Equacoes Diferenciais; Problemas de Valor
Inicial; Fungoes Descontinuas; Farmacocinética.



Abstract

This work presents the Laplace transform in a clear and applied manner, showing how
this tool can simplify the solution of ordinary differential equations and initial value pro-
blems. After a brief motivation for our study, we delve into the fundamental concepts
and properties of the Laplace transform, as well as the existence and uniqueness theorem,
which ensures the transition from the time domain to the complex domain through the
transform and from the complex domain back to the real domain through the inverse
transform. Discontinuous functions and properties that make it possible to analyze de-
rivatives and higher-order systems without directly solving the equation in time are also
explored. We also venture into the field of pharmacokinetics, where we study the behavior
of a substance in the blood and in tissue after being injected into the body.

Keywords: Laplace Transform; Differential Equations; Initial Value Problems; Discon-
tinuous Functions; Pharmacokinetics.
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Introducao

A transformada de Laplace surgiu como uma ferramenta matematica capaz de
traduzir problemas que se apresentam no tempo para uma linguagem mais simples de
analisar. Suas ideias iniciais aparecem no século XVIII com Pierre Simon Laplace, que
estudava fendmenos ligados a probabilidade, ao comportamento de sistemas fisicos e a
analise de mudancas ao longo do tempo. Para Laplace, transformar uma fungdao em
outra forma era um recurso que permitia enxergar padroes ocultos e resolver questoes
que, sem esse artificio, se tornariam extremamente dificeis. Ao longo dos anos seguintes,
varios matemaéticos contribuiram para que essa ferramenta ganhasse a forma moderna e
solida que usamos hoje. Entre os mais importantes estd Gustav Doetsch, responsavel
por organizar e sistematizar as propriedades da transformada de Laplace no século XX,
tornando-a acessivel a engenheiros, fisicos e matematicos. Também se destacam Oliver
Heaviside, que aplicou ideias semelhantes em equagoes diferenciais mesmo antes da teoria
estar formalmente estabelecida, e outros estudiosos que ajudaram a consolidar o uso da
transformada em problemas praticos da ciéncia. Assim, a transformada de Laplace que
utilizamos hoje é resultado de um processo historico que envolve curiosidade cientifica,
refinamento tedrico e a necessidade de resolver problemas do mundo real.

No primeiro capitulo deste trabalho o objetivo é apresentar a base necessaria para
compreender a transformada de Laplace. Como a transformada é usada principalmente
para resolver equacoes diferenciais ordinarias, comegamos revisando esse tipo de equacao,
observando seus casos mais comuns, suas caracteristicas e as técnicas fundamentais de
solucao. Também sao discutidos alguns resultados cléssicos da anélise que justificam a
existéncia e a unicidade de soluc¢oes, de modo que possamos entender por que certos
métodos funcionam. O propoésito deste capitulo é criar uma base sélida, permitindo que
o leitor avance para a transformada sem lacunas conceituais.

O segundo capitulo concentra-se no estudo da transformada de Laplace. Neste
ponto sao apresentados sua definicao formal, o raciocinio que motiva seu uso e as prin-
cipais propriedades que tornam a transformada uma das técnicas mais eficientes para
resolver equagoes diferenciais. Discutimos como o processo transforma operacgoes dife-
renciais em expressoes algébricas, simplificando significativamente a analise de sistemas
lineares. Sao trabalhadas transformadas de fungoes elementares, propriedades operacio-

nais como a linearidade e a inversao da transformada, além de condi¢oes que garantem
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sua existéncia. Também introduzimos a ideia de convolugao, uma ferramenta que auxilia
na manipulacao de produtos de transformadas. A intencao deste capitulo é mostrar de
maneira clara como a teoria se organiza e como cada propriedade contribui para a eficicia
da transformada na resolucao de problemas.

Por fim apresentamos no terceiro capitulo algumas aplicacoes diretas da trans-
formada de Laplace em problemas na area da Farmacocinética. Iniciamos com funcgoes
descontinuas e observamos como a transformada lida com mudangas bruscas e compor-
tamentos definidos por partes, algo muito comum em sistemas reais. Em seguida exa-
minamos como a transformada enxerga derivadas, o que nos permite analisar sistemas
de ordem mais alta sem resolver a equacao diretamente no tempo. Por fim aplicamos
a ferramenta a um modelo farmacocinético simples, estudando como uma substincia se
comporta no organismo ao longo do tempo. O objetivo deste capitulo é evidenciar que a
transformada vai além da teoria e se conecta de maneira natural a fendémenos presentes

em diversas areas.
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Capitulo 1

Equacoes Diferenciais Ordinarias:

Conceitos e Resultados Preliminares

Este capitulo tem como objetivo apresentar os conceitos teéricos fundamentais que
servirao de base para o desenvolvimento dos contetidos posteriores, especialmente para a
aplicacao da Transformada de Laplace na resolucao de Equagoes Diferenciais Ordinarias
(EDOs) e do problema do valor inicial. Para isso, serao revisitadas as principais técnicas de
solucao de EDOs de primeira e segunda ordem, com énfase nos casos lineares, amplamente
aplicados em modelos fisicos e de engenharia.

Além disso, por questao de completude, aqui apresentaremos alguns resultados
classicos da Analise, tais como o Teorema Fundamental do Célculo, e o Teorema de Picard-
Lindelof. Tais resultados nao serao demonstrados aqui, pois nao sao o foco principal
de estudo deste trabalho. De toda forma, o leitor interessado em ver os detalhes das
demonstragoes dos resultados encontrados neste capitulo podem ser averiguados em [, [3].

Dessa forma, o presente capitulo busca construir uma base matemética solida e
coerente, necesséaria para compreender o uso da Transformada de Laplace como ferramenta

na resolucao de EDOs e problema do valor inicial.

1.1 EDO de primeira ordem

O estudo das equagoes diferenciais ordinérias é introduzido nos primeiros cursos
de Calculo quando estudamos as primitivas de uma func¢ao, no qual a principal ferramenta

¢ o Teorema Fundamental do Céalculo.

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental do Calculo; Teorema 1, LIMA, 2012, p. 137). Seja
f i la,b] = R uma fungao continua. Entao, a funcao F : [a,b] — R definida por

F(z) = / oL
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¢ diferencidvel em todo x € (a,b) e vale que F'(z) = f(x).

Note que se f e F' sao como no Teorema (1.1, entao F' é uma solucao da seguinte

Equagao Diferencial Ordinéria

Exemplo 1.2. Determine uma solucao para
Y (z) = 2% + 23,
Note que, pelo Teorema , F(z) = %(x3 +2¢3%) é uma solucao para a EDO em questao.

No que segue, apresentamos algumas defini¢oes e resultados importantes para o

estudo da Transformada de Laplace e suas aplicagoes.

Definigao 1.3. A forma explicita geral da equacgao diferencial ordinaria de primeira ordem
¢ dada por
y = flz,y), (1.1)

onde f: €} — R é uma funcao real definida num aberto 2 do plano zy. Uma solucao de

(1.1) € uma fungao diferenciavel y = ¢(z) definida em um intervalo aberto I tal que

(z,¢(x)) € Q, paratodox € I,

o' (z) = f(x,p(x)), paratodoz € I.

Ao estudarmos uma EDO de primeira ordem, se impomos uma condigao sobre o
valor da solu¢gao em um determinado xj, obtemos o que chamamos de problema de valor

inicial. E um problema da forma

{y’(x) = f(z,y(x)) (1.2)

y(zo0) = Yo -

Dizemos que ¢ : I — R é uma solugao para se ¢ é uma solugdo para e se
©(x0) = Yo

Em muitas situacoes ao estudarmos a existéncia de solucao para a EDO
conseguimos determinar uma familia de solu¢des. J& ao estudarmos a solucionabilidade
para o , sob certas condigoes sobre f | garantimos a existéncia e unicidade de solugao
para este tipo de problema, como veremos o Teorema de Picard-Lindelof.

A seguir vejamos um tipo de EDO de primeira ordem muito importante, as EDO’s

lineares.
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Definigao 1.4. A EDO (|L.1) é dita linear se f(z,y(z)) = p(z)y(z) + ¢(x), ou seja, se
(1.1 se expressa da forma
y'(z) = p()y(z) + q(2), (1.3)

onde p: (a,b) > Re q: (a,b) = R sdo fungoes reais continuas definidas em um intervalo
aberto (a,b).

Observagao 1.5. Também podemos usar z(t) como fungao incognita e 2’ = dx/dt para

designar a derivada de x com relagao a sua variavel independente t.

Definicao 1.6. Considerando a equagao (1.3) e assumindo P(x) como uma primitiva de

p(x), isto é, P'(z) = p(x), definimos o fator integrante como

Vamos estabelecer a solugao geral para (1.3, para isto multiplicamos ambos os
lados da equagao (|1.3]) pelo fator integrante. Dai temos

e "y (x) — p(x)e™ "Dy (x) = e "g(x).

De onde obtemos y

T [ y(@)] = e g(a).

Assim podemos concluir que a solugao geral para (|1.3)) é dada por
y(z) = '@ /q(m)e‘P(x) dx + Cef'@, (1.4)
Exemplo 1.7. Determine a solugao geral para

y'(x) = —2zy(z) + 3.

Note que p(z) = —2z e q(x) = 3z. Entdo, P(z) = —z* ¢ uma primitiva de p(z) e assim

a solucao geral é dada por:

y(z) = e /3$6$2 dz + Ce™™
3
= 56_“7269”2 +Ce™

3 2
:§+C€_x .

Definicao 1.8. Se existem g : (¢,d) = R e h: (a,b) — R, g(y) # 0 para todo y € (c,d)
tais que f é dada por f(z,y) = h(z)/g(y) entdo a EDO (1.1]) é dita uma EDO de variavel

separavel.
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Note que se (1.1)) ¢ uma EDO de variavel separavel, entdao podemos reescre-la da

seguinte forma

>

r Mz com
V=0 9(y) #0 (1.5)

Assim, se G(y) é um primitiva de g(y), isto é, se G'(y) = g(y) para todo y, a partir da
equagao (|1.5)), sabendo que y = y(x) e usando a Regra da Cadeia obtemos

T (w(@)) = glwla))y/ (2) = h(a).

Desta forma, se H(z) ¢ uma primitiva de h(x), entdo pelo Teorema Fundamental do

Calculo, temos que as solugoes y(z) da equagao (|1.5)) sdo dadas implicitamente por
G(y(z)) = H(z) + C, (1.6)

onde C' é uma constante real qualquer.

Exemplo 1.9. Determine a solugao geral para

y = ay’. (1.7)

Note que (1.7) é uma EDO de variavel separavel, com h(x) = z e g(y) = y~2. Dai, por
(1.6), uma vez que H(z) = 2%/2 ¢ G(y) = —y~ !, a solugao geral para (1.7)) ¢ dada por

e portanto

y:x2+C’

Neste momento vamos enunciar o resultado mais importante da teoria das Equa-
¢oes Diferenciais Ordinarias, conhecido na literatura como Teorema de existéncia e uni-

cidade de solugoes de Picard.

Teorema 1.10 (Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard; Teorema 3.1, FIGUEI-
REDO; NEVES, 1997, p. 51). Considere o problema de valor inicial (1.2]) e suponha que

f € continua em Q C R? e que 90 existe e € continua em ). Entdo, existe um intervalo

I contendo xo e uma unica funcao y = p(x) definida em I satisfazendo (|1.2)).
Exemplo 1.11. Determine, se existe, uma solucao para o PVI

2 (t) — 22(t) = e
2(0)=0
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Note que o fator integrante ¢ u(t) = e . Multiplicando a equagao pelo fator integrante
e 22/ (t) — 2e 2 a(t) = €.
Usando a regra de derivada do produto e o Teorema Fundamental do Calculo, temos
e Ha(t) = /et dt =e"+ C.
Logo, a solugao geral é dada por
x(t) = e 4 Ce*.

Pela condicao inicial z(0) = 0, tem-se C' = —1, e portanto

e, pelo Teorema [1.10] z(¢) é a tnica solu¢ao do PVI deste exemplo.

Exemplo 1.12. Determine, se existe, uma solucao para o PVI

{ Yy = ysenx
y(m) =1

Note que a equacao iy = ysenz trata-se de uma EDO de variavel separével, assim a
solugao y satisfaz

Inly| = —cosz+C

De onde obtemos
y — Ce— COSI‘

Sabendo que y(7) = 1 temos que C' = ¢! e, pelo Teorema a Unica solugao para o

PVI deste exemplo é
—le—cos(r) _ e—cos(m)—l.

1.2 EDO de segunda ordem

Definicao 1.13. Uma EDO de segunda ordem é uma equagao da forma:

y'(x) = f(z,y,9) (1.8)
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onde f: Q C R® - R, em que Q ¢ um aberto de R?>. Uma solucao para (1.8) ¢ uma

funcao ¢ : I — R, em que I é um intervalo aberto de R, tal que

O"(x) = f(x,0(x),¢ (x)), paratodox € I.

Aqui vamos concentrar nossos estudos a respeito das Equacgoes Diferenciais Or-
dinarias de segunda ordem lineares com coeficientes constantes, isto é, vamos estudar

equacgoes da forma:
y' (@) + py'(2) + qy(z) = f(2) (1.9)

em que p, g sao constantes reais e f : [ — R é uma fung¢ao continua.
Em primeiro lugar vamos trabalhar com equagoes lineares com coeficientes cons-
tantes homogéneas, isto é, equagoes do tipo ((1.9) com f(z) = 0 para todo x € I. Ou seja,

vamos considerar a equagao
y"(x) +py () +qy(z) =0 (1.10)

Definigao 1.14. Duas fungoes f, g : I — R sao ditas linearmente independentes ([.i.) se
a equagao
a- f(x)+B-g(x) =0, paratodoxel

admite apenas a solucao nula, ou seja, « = g = 0.

Proposicao 1.15 (Teorema 4.5, FIGUEIREDO; NEVES, 1997, p. 98). Se ¢1 € s sdo

duas solugoes l.i. para (L.10]), entdo toda solugcio ¢ para (1.10) pode ser escrita como
combinacao linear de p1 e py. Isto €, se ¢ € uma solug¢ao para (1.10), entdo existem

C1,Cs € R tais que
o(z) = Crp1(z) + Copa(), para todo x € Dom(yp).

Assim, usando a Proposigao temos que para determinarmos a solucao geral
da EDO precisamos estabelecer duas solugoes [.7..

Para isto vamos buscar solugoes da forma y(z) = e
minado. Assim, a partir de ([1.10) temos

2 em que A € R a ser deter-

0=y"(x) +py'(x) + qy(x) = N2 + pAe™ + ge™* = [N + pA + g,
Uma vez que e’ # 0 para todo ¢t € R, entao
N+ pA+q=0, (1.11)

que é chamada de equagao caracteristica da EDO ([1.10]). Com isto temos que as solugdes
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[.i. desejadas sao determinadas a partir do sinal do discriminante A = p? —4¢q da equacao

caracteristica ((1.11]).

Proposicio 1.16 (Secio 4.2.2, FIGUEIREDO; NEVES, 1997, p. 101-105). (i) Se A >
0, entdo o1(z) = eM® e py(x) = 2% sao as solugdes L.i. de (1.10)), onde \; e Xy sdo

as solugoes distintas de (1.11]).

(ii) Se A =0, entio p1(x) = eM® e py(x) = 2eM® sdo as solugoes l.i. de (1.10)), onde

A1 € a unica solugao de (|1.11]).

(iii) Se A < 0, entdo @1(x) = e 2% cos(wx) e o) = e 2% sen(wx) sio as solugdes 1.i.

de (1.10), onde w =/ —A/2.

Exemplo 1.17. Determine a solugao geral das EDQO’s abaixo.

a) y"(x) + 5y (x) — 6y(z) = 0.
Note que A2 + 5\ — 6 = 0 ¢ a equacao caracteristica associada a esta EDO e que

A =49 > 0. Logo, a solugao geral é dada por

o(x) = Ore* + Che™%.

b) y"(z) — 6y'(x) + 9y(x) = 0.
Note que A\ — 6\ +9 = 0 ¢ a equacao caracteristica associada a esta EDO e que

A = 0. Logo, a solugao geral é dada por

o(x) = C1e°* + Cyze™.

c) y'(z) =2y (x) + 10y(x) = 0.
Note que A\ — 2\ + 10 = 0 é a equacao caracteristica associada a esta EDO e que

A = —36 < 0. Logo, a solugao geral é dada por
o(x) = Cre®cos(3z) + Cae”sen(3z).

Com o estudo da EDO homogénea podemos definir a solugao geral para (|1.9).

Teorema 1.18. Considere uma EDO da forma (1.9) e y”(x)+py'(x) +qy(x) =0 a EDO
homogénea associada a (1.9). Entdo, a solugdo geral para (1.9)) € dada por:

p(x) = Crpi () + Cowpa(w) +p(),

onde 1 € o sao solugdes l.i. da EDO homogénea associada a (1.9)) e vp € uma solugdo
particular de ((1.9)).
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Exemplo 1.19. Detemine a solugao geral para y”(x) + 5¢y/(x) — 6y(z) = 2 + 10x — 622
Note que do lado direto da equagao temos um polindmio de segundo grau, entao, ¢ natural

pensar numa solugao particular ¢p da forma
Yp(x) = Az®> + Bx +C |

com
Yo(r) =2Az+ B e ¢j(x)=2A.

Substituindo as derivadas de 1)p de primeira e segunda ordem na EDO, temos que

b+ 5 — 61p = 24 + 5(2Ax + B) — 6(Ax* + B + O)
= 2A 4+ 10Az + 5B — 6Az* — 6Bx — 6C
= (—6A)z* + (10A — 6B)x + (2A + 5B — 60C)
= —62% + 107 + 2.

Comparando os coeficientes das duas ultimas expressoes, obtemos

—6A=-6 = A=1,
10A—-6B=10 =10—-6B=10= B =0,

2A+5B - 6C =2 =2-6C=2=C=0.

Portanto,
Yp(x) = 2°.

Usando o item a) do Exemplo temos que a solugao geral ¢ dada por

p(z) = Cre” + Coe™ % + 22,



19

Capitulo 2
A Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace, desenvolvida pelo matemético francés Pierre-Simon
Laplace (1749-1827), é uma ferramenta bastante importante para a solu¢ao de problemas
que envolvem equacoes diferenciais. Usando essa ferramenta, conseguimos facilitar a
resolucao dessas equagoes, transformando-as em equagoes algébricas, o que simplifica a
solugao da equacao diferencial, visto que as equacoes transformadas sao mais faceis de
manipular e resolver.

Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria (EDO) de segunda ordem nao
homogénea

y" +4y' + 5y = f(x). (2.1)

Comecaremos a transformé-la em uma equacao algébrica. Escrevemos da
seguinte forma
@+4@+5y:f(x)
dz? dx
fazendo D = %, temos
D? +4D +5 = f(x).

Perceba que facilitard nossa vida se a solugao dessa EDO for dada pela seguinte

equacao algébrica
[

mas, matematicamente, isso nao faz sentido, pois nessa tentativa igualamos um termo

(2.2)

algébrico & uma notacao de derivada. No entanto, podemos nos basear nesse raciocinio
para construir algo que consiga algebricamente resolver esta EDO.

Neste momento, a ideia da transformada de Laplace nos ajuda basicamente como
uma ferramenta que atua na funcao, na EDO, transformando uma fun¢ao no dominio do
tempo e levando-a a um dominio complexo. Assim, conseguimos nosso objetivo: algebrizar

essa EDO para facilitar sua solugao. Segue abaixo uma imagem que exemplifica como a



Capitulo 2. A Transformada de Laplace 20

ferramenta £ age em algumas funcoes.

f(x) F(s)

_— s

af(x)+bg(x) aF(s)+bG(s) R
£(x) l SF(s)-f(0) ,

'(x) s2 F(s)-sf(0) - '(0)

A

Fonte: FIGUEIREDO; NEVES, 1997, p. 181, cap 5.

Perceba que transformamos fun¢des do dominio real x para um dominio complexo
s. Sejam f e g duas fungoes, denotamos sua transformada da seguinte forma. Trans-

formada de f(z) e g(z) é F(s) e G(s) respectivamente, também denotamos dessa forma
L(f(x)) e L(g(x)).
Definicao 2.1. (Transformada de Laplace) Seja f(x) uma funcao em [0, +00), definimos

sua transformada da seguinte forma

+o00
L(F(@))(s) = F(s) = / e~ () da. (2.3)

Supondo que a integral convirja, para pelo menos algum s, transformamos a funcao
f(z) na variavel x, na sua transformada F(s) na varidvel s. A vantagem de utilizar
a transformada ¢ que na maioria das vezes F'(s) é muito mais simples de manipular

algebricamente do que f(x).

Observagao 2.2. Daqui em diante quando dissermos que s > k, com k € R, estaremos

nos referindo a parte real de s.

Exemplo 2.3. Considere a fungao f(z) = e**. Calculando sua transformada

E{ek”‘“}(s):/ ek dy
0

_ / 6—(s—k)x dr
0

A
= lim e~ gy (2.4)
A—oo [
i ef(sfk):p A i ef(sfk)A -1
= l1m |(———7= = 11m ——F——
A—o0 —(S — ]{?) 0 A—o0 —(8 — k?)
1
= > k.
T e

Além disso, F(s) é mais regular que f(z), por exemplo. Considere a seguinte

funcao para ¢ > 0:
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0, z<eg,
fe(w) = (2.5)
1, z>c

aplicando a transformada, temos

L(pe) :/ e ldx

A
= lim e Tdx
A—o00
C
- A
) —e 5T
= lim
A—o0 S c

' '_e—As —e 8
= lim —
A—oo S S

) r e—As + e—cs:| e—Cs
= lim = ,
A—o0 L S S
Portanto,
e ¢s

Observe que a funcao obtida apds a transformada é bem mais regular que .

Dizemos que uma fungao é admissivel se nao cresce mais rapidamente do que uma
funcao exponencial. A transformada de Laplace L esté definida nesse espaco, e sua inversa
L1 cuja existéncia sera demonstrada adiante, esta definida no espaco das funcoes que

crescem assintoticamente como 1/s. Essas nogoes serao aprofundadas posteriormente.
Proposigao 2.4. A transformada de Laplace satisfaz as sequintes propriedades:

i) A transformada de Laplace é linear, isto €, se f e g sao fun¢des admissiveis entao

L{af(x)+bg(x)} = al{f(x)} +bL{g(x)}, para todos a,bec R.
it) A transformada de Laplace “destréi” derivadas, isto é, L{f(x)} = sF(s) — f(0),
para toda f admissivel e diferencidvel.

iii) A transformada de Laplace é inversivel, isto €, existe um operador L™ tal que se

L(f(x)) = F(s) entao LILT(F(s))) = F(s) e L7(L(f(x))) = f(=).

Demonstragao:
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Claf(e) + o)} = [ e (afa) + bota) do
= /000 e af(x)dr+ /000 e *bg(zr)dx

= a/ooo e f(x) dx—i—b/oooe_sxg(x) dx

= al{f(z)} +bL{g(x)}.
ii)

integrando por partes, temos

“+o00

LU @Y = [ f@)] s [ f)eda

= —f(0) + sF(s)

— sF(s) - J(0).

Note que a derivada f’ é “destruida” ao passar pela transformada.

iii) A demonstracao deste item se resume a mostrar que £ é injetor, o que veremos mais

adiante no Teorema 2.6

E agora depois de definirmos a transformada de Laplace e conhecermos algumas

propriedades, podemos voltar a pensar na equacao (2.1). Aplicando a transformada na

referida equacao temos
L{y" + 4y + 5y} = L{f(2)}.

Assumindo sem perda de generalidade que y(0) = 0 e ¥/(0) = 0 segue que

L{y"} = $’Y (s) — sy(0) — ¢/ (0) = s°Y (s);
L{4y'} = AL{Y'} = 4 (sY (s) — y(0)) = 4sY (s);
L{5y} =5L{y} =5Y(s) e

L{f(z)} = F(s).
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Usando a Proposicao [2.4] temos
sY (s) +4sY(s) +5Y(s) = F(s).

De onde concluimos que

F(s)
s2+4s+5’

Y(s) =

sempre que s # 1 +7e s #1—1. (2.7)

Veja que naturalmente a transformada nos trouxe a uma equagao parecida com a
equagcao ([2.2) aos poucos, agora ja conseguimos pensar em uma fungao )(s), que aplicando

a L71(Y(s)), obtemos y(x) que é a solugiao da nossa EDO. Definimos essa )(s) por

F(s)
s2+4s+5
No proximo passo da nossa construgao precisaremos saber sobre a inversa, dai consegui-

remos aplica-la e obter a solugao da EDO ({2.1)).

Agora estamos em uma fase super importante para nosso estudo sobre a Trans-

Y(s) =

formada de Laplace, que é a condicao de existéncia da transformada e da inversa. Para
garantir a existéncia, precisamos de uma fun¢ao que nao cresga rapidamente, pois para a
transformada existir é necessario que essa integral (2.3)) convirja.

Por exemplo, a funcao
flz) = e

~ . . . 2, . L.
nao possui transformada, pois quando |z| — 00, o crescimento de e é mais rapido do
1 aw . o . .
que o de qualquer exponencial e®*, com «a > 0, portanto, iremos nos limitar as fungoes
chamadas de admissiveis, que sao fungoes que admitem transformada, isto €, sao funcoes
definidas no intervalo [0, +00) e que ndo cres¢am mais que a func¢ao exponencial quando

T — 00, ou seja, existem constantes C' > 0 e K > 0, tais que
[f(z)] < Ce™,  xe0,+00). (2.8)

Uma funcado f(z) é continua por partes em [a, b] se conseguirmos dividir [a, b] em
uma quantidade finita de subintervalos, onde f(z) é continua em todos os interiores desses
subintervalos, e f(z) possui limites quando x — a e quando = — b.

Se f é admissivel, isto é, continua por partes e com crescimento menor que a
fungao exponencial, existe F(s) definida para todo s > k e para todo xy > 0. Observe
o que acontece quando aplicamos A transformada em em ambos os lados, temos o

seguinte.

X0 xo
/ e | f(x)|dx < / e 0 dx.
0 0



Capitulo 2. A Transformada de Laplace 24

Note que

/ e s CeMdr < ¢ ,
0 k

S —

pois

portanto podemos afirmar que

o xo C
/ e | f(x)|dx < / e Cefdr < :
0 0 s—k

Note que, do lado esquerdo temos, |F'(s)|, portanto,

(2.9)

essa estimativa funciona para funcoes que sao admissiveis.
Se f(z) ¢ admissivel, isto ¢, ela satisfaz (2.§)), entao uma g(x) definida por

o(x) = / " Fw)dw (2.10)

também ¢é admissivel, portanto também satisfaz . Com a mesma constante k, logo
G(s) existe para todo s > k.

Em relagao a existéncia da inversa £~! note que se f(z) e g(x) diferirem somente nos
pontos de descontinuidade, temos que F(s) = G(s), mesmo que f(x) # g(x), pois para
aplicar a transformada nao nos interessa os f(z) é diferente de g(x), com isso, temos
um resultado extremamente importante que nos garante a existéncia e a unicidade da
Transformada de Laplace. Para demonstra-lo usaremos o Teorema de Aproximagao de
Weierstrass enunciado como Lema abaixo, a demonstragao deste resultado pode ser vista
em [3].

Lema 2.5 (Teorema de Aproximagao de Weierstrass). Seja f : [a,b] — R uma fungdo
continua. Entdo, existe uma sequéncia de polinémios p,, : [a,b] — R tais que lim,,_, p, =

f uniformemente em [a,b].

Teorema 2.6 (Existéncia e Unicidade da Transformada de Laplace). Se f(z) e g(x),
forem fungoes admissiveis tais que F(s) = G(s) para s > so, entao f(x) = g(x), exceto

nos pontos de descontinuidades.

Demonstracao: Comegamos definindo uma fungao h(z) = f(z) — g(z), temos que
H(s) = 0 para todo s > so. Continuaremos a demonstracao supondo que h(z) seja
continua, caso h(z) tenha descontinuidades, as integrais abaixo devem ser desmembradas

em somas de integrais nos intervalos em que h(x) é continua. Logo paran = 1,2,3,...
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segue que
0=L(h)(so+n)=H(sg+n)= / e~ ot () dx
0

:/ e_me—sozh(x)dx:/ e " (z)de =0 . (2.11)
0 0

Onde v(z) = [ e *'h(t)dt. Integrando por partes ([2.11)
com

u=e "  du=-—ne "dzx, dv=1'(x)dr, v=uv(z)
temos

/ e " (z)dr = lim [emv(a:)}g‘—i—n/ v(z)e " dx
0 0

A—o00

A—oco

= lim [e "0(A) — e 0(0)] + n/ooo v(x)e "dx

Quando A — oo, temos e — 0. Além disso, como v é admissivel, seu crescimento é no
méaximo exponencial, o que garante que o termo e "4v(A) tende a zero. Como v(0) = 0,

o termo de fronteira se anula, restando apenas
/ e u(x)dr =0, n=1,23,... (2.12)
0

Nos pontos em que h(zx) é continua percebemos que v(z) é derivavel. Logo, se
provarmos que v(z) = 0 entao h(z) = 0. Para mostrar que v(z) = 0, precisamos fazer tal
mudanga de variavel em (2.12)): z = —In(¢) e u(t) = v(—1In(¢)). Fazendo a mudanga de

variavel | temos v(z) = u(t) com ¢t = e~*. Além disso,

1
dr = ——dt
t
e T — enln(t) — "

Em relacio aos limites de integracao, quando x = 0 temos t = € = 1, e quando = — oo

> = (. Portanto a integral se transforma em

/0 e (2) da /1 "t u(t) (-%) dt.

Note que precisamos inverter os limites de integracao e consequentemente o sinal da

temos t = e~

integral; multiplicando por (—1/t) torna a integral positiva novamente. Assim obtemos

o) 1 1 1
/ e—”%(x)dx_/ t”tu(t)—dt—/ t"tu(t) dt.
0 0 t 0
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Como a integral (2.11)) é zero, concluimos que

0= /1 t" () dt. (2.13)

Usaremos um resultado classico da anélise, o teorema da aproximacao de Weierstrass,
para chegar a conclusdo, que o fato da integral (2.13]) ser nula, implica em u(t) = 0. O
teorema de aproximagao de Weierstrass diz que qualquer func¢do continua u(t) pode ser

aproximada uniformemente por um polinémio p(t) tal que

lu(t) —p(t)| <e, te]0,1].

Logo,

/0 yu(t)—p(t)Pdt:/O (u(t))2dt—2/0 u(t)p(t)dt—l—/o (p(t))*dt < e.

Com isso, note que pelo teorema de aproximacao de Weierstrass as integrais semelhantes
a equagao (2.13)) sdo nulas, portanto a integral do produto de u(t) com p(t) se anula, e

como nos restam duas integrais positivas, as duas sao menores que ¢, logo

1
/ (u(®)2dt < <.
0
Para todo £ > 0, logo, (2.13]) temos que

/Ol(u(t))zdt = 0.

Como u é continua por partes em [0,00), se existisse zo > 0 tal que u(xg) # 0, entdo
existiria um intervalo [a,b] C [0,00) no qual v mantém o mesmo sinal. Nesse caso,

teriamos

/000 e "u(x)dr #0

para n suficientemente grande, o que contradiz . Portanto, conclui-se que u(t) = 0
para todo t > 0. Dai segue que v(z) = 0 e, consequentemente, h(x) = 0 para todo
x € [0,00). Assim, obtemos F(s) = G(s) e, portanto, f(x) = g(x), exceto possivelmente
nos pontos de descontinuidade, o que conclui a demonstragao.
|
Neste momento o foco do nosso estudo seré encontrar outras propriedades da trans-
formada de Laplace, utilizando da transformada inversa e algumas férmulas de recorréncia
que irao nos ajudar a encontrar solugoes para as equagoes diferenciais, além de demons-

trar algumas propriedades que nos ajudarao a determinar a Transformada de Laplace de
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outras fungoes. Em ([2.4)) calculamos a transformada de Laplace da fungao exponencial

1
£{€k$} = m, s > k.

Ao aplicar a transformada inversa, saimos do dominio complexo de volta para o

dominio real, assim, voltando ao dominio real obtemos

1
E_l{s_k}:em, s > 0.

Podemos usar esse procedimento para calcular a transformada e a inversa de di-

versas fungoes elementares. Assim como no calculo da transformada nos limitamos as
funcoes admissiveis, isto €, func¢oes que nao crescem mais rapido que a exponencial. No
calculo da transformada inversa iremos nos limitar a fungoes que respeitem a estimativa
(2.9). Em vista dessa estimativa, para s — 00, o termo dominante no denominador € s,

pois para valores grandes de s, o valor de k torna-se insignificante, segue que

C C
F < ~ —.
()| € —— ~ =
Denotamos .
F(s)zO(—), s — 00.
s

Percebe-se que F'(s) se comporta como a funcdo 1/s quando s assume valores
grandes, isso é importante pois, precisamos de fungdes que nao crescam rapidamente,
assim dizemos que F(s) tem ordem O(1/s). Portanto, para o célculo da transformada
inversa iremos levar em consideracao somente esse tipo de fungao quando aprofundarmos
nossos estudos sobre a inversa.

A primeira propriedade que decorre da defini¢ao [2.3], é que £ é um operador linear,
L(af+bg) =al(f)+ bL(g).

Iremos explorar a linearidade de £ a fim de encontrar transformadas de outras fungoes.

Proposigao 2.7. Sejam k,w € R e f(x) = e cos(wz) e g(z) = €

Tsen(wx) admissiveis,
tais que suas transformadas de Laplace existam. Entdao, as transformadas de Laplace

dessas fungoes sao dadas por

. s—Fk
E{ek COS((A)[E)} = m, S > ]{?,
€
x w
,C{ek sen(wx)} = m, s> k.

Demonstragao: Comegaremos em ([2.4)) colocando no lugar do k, um ntimero complexo
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k+iw, obtendo
“+o0o
L {e(k—i—iw)x} _ / e—sze(k—i-iw)mdx
0
+o0o
:/ 6_(S_k_iw)zd$
0
. e—(s—k—iw)x A
=lm |[———
Asoo | —(s =k —iw) |,
note que, quando A — 0o o termo e~ ~F= )T zera, dai
—(s—k—iw)0
Llekriway _ g (_©
{e } —(s — k —iw)
B —(s — k —iw)
B 1
(s — k —iw)
multiplicando o numerador e o denominador pelo conjugado do ntimero complexo
B 1 s—k+iw  s—k+iw
(s—k—iw)s—k+iw (s—k)?+w?
Lembrando da férmula de Euler,
e = cos(z) + isen(x)
elktiw)z — phegiwr — ok (o5 () + isen(wz))
= € cos(ww) + ie™ sen(ww) (2.14)
j& sabemos que
4 — k4w
L{ettiey o T2 2.15
le } (s — k)2 + w? (2.15)

aplicando a transformada em
L {e(k”“’)m} = L {e" cos(wz)} + il {** sen(wz)}

separando a parte real da imaginaria em ({2.15)) e depois comparando ([2.15) com (|2.14))

k+iw)z ) s—k . w
£{€(+ )}7 (s—k)2+w2+2(s—k)2+w2

temos
s—k

E{ekx Cos(wl’)} = m )
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w

L {e* sen(wz)} = [EEYSEE

(2.16)

|
Veja que partimos da transformada de uma fungao e através da linearidade conse-

guimos encontrar outras duas transformadas.

Proposicao 2.8. Sejam A, B, k,w € R, com w > 0. Entao, a transformada inversa de

Laplace da forma

£ As+ B
(s — k)? + w?

€ dada por

As+ B

- Ak + B
(s —k)? 4+ w?

W

sen(wx)

} — e [A cos(wzx) +

Demonstragao: A partir de uma combinagao linear das duas transformadas obtidas
na proposicao (12.16)), podemos deduzir a formula da transformada inversa de uma nova

funcao. Para isso, consideremos a seguinte combinagao:
As+ B=A(s—k)+ B
As+ B = As — Ak + B.
Substituindo s por s — k e somando o termo Ak, retornamos & expressao original As+ B,
As+ B = A(s — k) + (Ak + B).

Aplicando a transformada inversa de Laplace e utilizando da sua linearidade, temos

Retirando as constantes A e Akw—JrB

das transformadas, obtemos:

As+ B s —k Ak + B w
1l == — A -1 -1 )
£ {(3—k)2+w2} £ {(s—k)z—i-wz} w £ {(s—kﬁ—i—oﬂ]

Observe que foi necessario introduzir o fator w no numerador da segunda fracao para que
ela coincidisse com uma transformada ja conhecida, e incluimos também w no denomina-
dor, preservando a expressao anterior. Note que, ja foram conhecidas essas expressoes e

suas transformadas na proposicao anterior. Assim

As+ B

ﬁ_l e Ak‘—FB
(s — k)? + w?

W

ek:c

} = Ae*” cos(wz) + sen(wx),
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portanto,
As+ B Ak + B
[l e L | . 2.1
L {(s mysw uﬂ] e [ cos(wz) + - sen(wx) (2.17)
|
Teorema 2.9. Se f(z) € derivdvel em (0,00), com f'(x) admissivel, entio
L{f'(2)} = sL{f(x)} = f(07), s>F, (2.18)

onde f(0%) = lim, .o+ f(2).

Proposicao 2.10. A transformada de Laplace apresenta as sequintes propriedades fun-

damentais:

i) Se f(x) € uma funcdo n vezes diferencidvel em (0,00), com f™ () admissivel, temos

que
L{fM (@)} = s"L{f(x)} = 8" F(0F) = 8" 2F(0F) —--- = fF7D(0F), >0,
it) Seja f(x) uma fungdo admissivel, definindo g como

o) = | " flw)d,

seque que g(x) também € admissivel e vale a relagao
v 1
E{/ f(w) dw} = gﬁ{f(x)}, s> 0.
0

i) Sek € R en €N, a fungdo f(x) = x"e* ¢ admissivel para s > k, e sua transfor-

mada de Laplace é dada por

n!
ﬁ{x"elm} = m, s > k?

Demonstragao:

i) Vimos no Teorema que,

L{f'(x)} = sLL{f(x)} = £(OT).

Provaremos o resultado por indugao para a derivada de ordem n. Paran = 1, a

formula é véalida. Suponhamos que vale para n = k, isto é,

ﬁ{f(k)(l’)} _ Skﬁ{f(l‘)} . Sk—lf(o—i-) . 8k—2f/(0+> . f(k_l)(0+).
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ii)

iii)

Paran =k + 1, tem-se

L{fE D (@)} = sL{f P ()} — F2(0),

substituindo a hipétese de indugao,

L{FED (@)} = $ML{f (@)} = $"F(07) = s*71F(0F) — - = fO(07).
Portanto, a férmula é valida para todo n > 1.

Aplicando em ¢ a propriedade (i) e o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos

L1/ @)} = se{o)} - o0) = s { [ 1)}

como ¢'(z) = f(x), temos

L{f ()} = £19(@)} = 5 L{g(x)} — g(0 { | s dw}

e{ [ rwras} = 2etsn

Esse resultado é bastante interessante, pois nos diz que para encontrar a transfor-

logo,

mada da integral acumulada de uma fungao em [0, z| basta multiplicar sua trans-

formada pelo fator %

Aplicando (|2 e utilizando da linearidade de £, obtemos
L{nz"ter +kameb} = n L{z" e} +k L{z"e"} = s L{x"e"}, com f(0) = 0.
Portanto temos a seguinte formula de recorréncia

L{z"ek) = ﬁ L{z" ek, (2.19)

Aplicando ([2.19) sucessivamente, e (2.4]) temos

n=>0 .
kx __
L{e }_—s—k‘
n=1 .
kx kx
E{ZB€ }_ ‘C{ }_( —/{)2
n=2

2
2 kxy _ kzy
L{z"e }—S_kﬁ{xe } -
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3 kx\ __ 2 kx — °
L{z’e }——S_kﬁ{:ce } Gt
4 kx\ __ 3k :
L{xz" e }—S_kll{xe } Gk
5 kx\ __ 4 kry _ :
L{x’e }—S_kﬁ{xe } 5y

Portanto, temos a seguinte formula geral que pode ser msotrada por inducao

|
n _kxry __ n:
L{xz"e""} = —(s— Ry s> k.
[ |
Colocaremos a seguir uma tabela com a transformada de algumas funcoes sele-
cionadas e algumas formulas gerais. A tabela esta dividida em duas partes, a primeira
com transformadas de algumas fungoes usuais, e a segunda com transformadas de fungoes

mais gerais.
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Item Funcao Transformada
1 f(z) L(f(z)) = F(s) - Jo e fx)de
2 k -
i
3 T S—2|
N n!
4 x gntl
5 ke k
e = ) 5>
6 ek sen(wr) G it s>k
—k
7 ek cos(ww) G _Sk T >k
8 ek senh (wr) = kl)l; —, s>k
9 ek® cosh(w) sk s>k
(s — k)2 — w?’
Ak + B As+ B
kx
10 e"[A cos(wzx) + " sen(wz)] PEIEETER s>k
Ak + B As+ B
11 k2 A cosh(wz) + i senh(wz)] = Z; 0 5> k
mn—lekx
12 —_— >1 k
(n—1)! G-k T 07
13 f'(z) sL(f)(s) = f(0T)
14 f"(x) s?L(f)(s) — s£(0F) — f'(0%)
15 ek f(z) F(s—k)
1 S
. I ()
17 fax f(r)dr -F(s) — B Oa f(r)dr
d?’L
18 " f(z) (=1)" 7= (F(s))
19 ) [ZF(r)dr se lim, o+ existe
x
w
9 -
0 sen(wz) = ; —
21 -
cos(wx) "

Fonte: Adaptado de Figueiredo e Neves (1997, p. 188, cap. 5).

Agora veremos alguns exemplos de como usar a tabela no calculo das transformadas

inversas e nas resolugoes de equacoes diferenciais ordinaridas de primeira ordem.

Exemplo 2.11. Utilizando o item 6 da tabela, ou a formula (2.17), com A =0, B=1,

k = —2 e w = 3, retornamos rapidamente a sua fungao original

—1 1 _ pr—1
£ (32—1—43+13 =L (s +2)2+ 32

) = e *"Lsen(3x)
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Usando o item 18 da tabela, com n = 1, temos

L{xf(z)} = ——F( ), F(s)=L{f(x)}
(i) -
(o) -
£‘1(d8F(s)) = —2 L7Y(F(s)). (2.20)

Usando ([2.20) podemos calcular, por exemplo

35+6 1
—1 _ -1
£ ((s2+4s+13)2) =L ((3S+6) (52+4s+13)2)

_ ((38+6>j (m))
zﬁl((3s+6)( 2ty )

s?2 +4s+ 13)2

Dividimos (3s + 6) por (—2s + 4) para voltarmos ao que tinhamos no inicio e utilizando

:20), temos

£l 3s+6 _ (3s4+6) (—2s+4)

(s +4s+13)? (—2s+4) (s? + 4s + 13)?

_ (3s+6) d 1
B (—2s+4) ds\ s> +4s+ 13
_ —3(s+2) d 1
B 2(s+2) ds\s>+4s+13
=1 _§ a -
B ds\ s® +4s+ 13
) (3N e
= (=) ( 2)£ (32+4s+13>'

kx

Comparando com a tabela, temos uma funcao da forma: e"* sen(wx), com k = —2, w = 3.

Como no numerador deve aparecer o w, multiplicaremos por % para corrigir.

ﬁ_l( 35+ 6 )_§ £_1<1 3 )
(s +4s + 13)2 2 3(s+2)%+ 32

:%1 5—1(#).
2 3 (s +2)2 + 32

1

2

re * sen(3z)
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Exemplo 2.12. Considere a seguinte equacao

5 B k n 1
(s—k)?2 (s—k)? s—k

aplicando a transformada inversa e utilizando-se de sua linearidade, temos

“(wm) =+ (mmm) o ()

portanto, usando os itens 5 e 12 da tabela obtemos

L1 (ﬁ) = kx e + ek,
S —_—

Exemplo 2.13. Considere o problema do valor inicial

' +y=z, y0)=1 e y(0)=2

aplicando a transformada de Laplace em Y (s) = L(y(z)), obtemos uma equagao algébrica

Y (s)—s+2+Y(s) = 812 (2.21)

Agora iremos manipular algebricamente ([2.21)) para deixar a equagdo mais favo-

ravel para aplicar a transformada inversa e obter nossa solugao y(z). Isolando Y(s),

temos
1 1

Y(§) = ——|—= -2

(5) s24+1 S2+S ]
B 1 . S 2
Cos2(s241)  s24+1 0 s241
1 1 N S 2
82 241 s241  s2+41
1 S -3

?_32—1—1—1_32%—1

Aplicando a transformada inversa usando itens 3, 20 e 21 da tabela, temos

1 s 3 1 s 1
-1 (L _ I -1 _ap-l
£ (52+52+1 32—1—1) £ (82)+£ <32+1) 3L (524—1)'

De onde concluimos que

y(x) =z + cosx — 3senx.
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Exemplo 2.14. Considere o seguinte problema
y' + 4y +5y=ecosz, y(0)=2, #(0)=1 (2.22)
Aplicando a transformada, obtemos
9 . s+3
S Y(S) —2s—1 +4SY(5) — 8+ 5Y(8) = m
De onde concluimos que
1 s+3
Y(s) = 2s+9 2.23
(s) s2+ 4545 (s+3)2+1jL ot (2:23)
1 s+3
= 25s+9
(s+2)2+1|(s+3)2+1 e
s +3+(25s+9)((s+3)*+1)
(s+2)2+1D)((s+3)2+1)
5+ 3+ (25+9)(s* + 65+ 10)
(s +22+ D)((s+3)2+1)
5+ 34254 125% + 205 + 95° + 54s + 90
B ((s+22+1D((s+3)2+1)
B 253 + 215? + 755 + 93
(s +22+1D)((s+3)2+1)
Decompondo em fragoes da seguinte forma
As+ B D
il Cs + com A, B,CeDeR (2.24)

(8+2)2+1+(s—|—3)2+1’

As+ B Cs+D
<S+2)2+1+ (s+3)2+1
(As+ B)((s+3)*+ 1)+ (Cs+ D)((s +2)*+ 1)
(s+22+1)((s+3)2+1)
(As+ B)(s* 4+ 6s+10) + (Cs + D)(s* + 4s + 5)
(s+2)2+1D)((s+3)2+1)

As3 4+ 6As% + 10As + Bs? +6Bs + 10B + Cs® + 4Cs?> + 5Cs + Ds?> +4Ds + 5D _

(s+2)2+1D((s+3)2+1)

$*(A+C)+ s*(6A+ B+4C + D) + s(10A + 6B + 5C' +4D) 4+ 10B + 5D

(s+2)2+1D((s+3)2+1)

comparando as poténcias de s com seus respectivos coeficientes em ([2.24)), temos o seguinte

sistema
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A+C =2
6A+B+4C+ D =21
10A+ 6B +5C +4D =175
108 4+ 5D =93

\

resolvendo esse sistema econtramos os seguintes coeficientes

substituindo em (2.24]), obtemos

95+ 28 is+1
5 5 5 5
(3+2)2+1+(8—|—3)2—|—1

substituindo nas parcelas s por s 4+ 2 e s + 3 respectivamente,

2s+2)+%  Li(s+3)-2
(s+2)2+1 (s+3)2+1

9 (s+2) 28 1 1 (s+3) 2 1

5127 +1 5 (542°+1 5(s+372+1 513741

aplicando a transformada inversa obtemos a solucao da nossa equacao diferencial

28 1, 2

9
y(z) = Ze T cosx + Ee_ Tsenx + ge_ Tcosx — 56_ T senx

1 1
y(x) = 56_296(9 cos x + 28 senx) + ge_?’“(cosaz — 2sen(x)).

As situagoes vistas nos exemplos acima, nas quais precisamos inverter uma trans-
formada que esta escrita como um produto de duas expressoes é muito comum e nem
sempre féacil de resolver. Mesmo quando estamos trabalhando com fungoes racionais, te-
mos que enfrentar um trabalho algébrico magante, a fim de obtermos a expressao numa
maneira conveniente para a inversao. A pergunta natural é se existe uma maneira alter-
nativa para a obtencao da inversa nesses casos. Essa questao é o ponto central da préoxima

secao.

2.1 Produto de Transformadas e Convolucgao

Dadas duas fungoes admissiveis f(z) e g(z) queremos determinar h(x) tal que
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Temos entao formalmente que

onde
R2 = {(u,v) eR*:u>0ewv >0}

Fazendo a mudanca de variaveis z = u-+v e y = u, a regiao R% é transformada na seguinte
regiao,

A={(z,y) eR*: 2 >y > 0},
fazendo as mudancas necessarias na integral, temos que os novos limites de integracao

serdao : y € [0,z], e y € [0,00) e dudv = |J|dydz. Sendo o |J| o Jacobiano de mudanga de

variaveis. Calculando o Jacobiano temos,

e

= Gw gul=| [=1-1=1,
-7 7 10
ou Ov

dai nossa integral dupla

£i@) = [[ e fwata = wiyds

se torna,
/ / e f(x)g(z — y)dydu.
0o Jo

Segue abaixo o grafico que representa nossa regiao A.

y=x

Fonte: FIGUEIREDO; NEVES, 1997, p. 191, cap 5.

Escrevendo a integral dupla sobre A como integral iterada podemos retirar e 5%
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pois nao depende de y, dai

Lina)) = [ [ [ ot - y>dy] dr

Note que o termo entre colchetes é a propria fun¢ao h(x) dentro de sua transformada,

portanto, temos que
h(z) = / fW)g(z —y)dy. (2.25)
0

Como nossas fungoes estao definidas somente para valores positivos de x, podemos estendé-

las iguais a zero para valores negativos de z, definindo f e g da seguinte forma,

fly), y=>0, 9(y), y=>0,
fly) = 9(y) = :
0, y <0 0, y <0

portanto (2.25) pode ser escrita como
ba) = [ Fwote— o)y

Essa integral é conhecida como o produto de convolugao das fungoes f(x) e g(z), que é

escrito da seguinte maneira:

(Fe9)@) = [ Fwle =)y (2:20
Portanto, mostramos acima que

L(f xg)=L(f)L(g)- (2.27)

Proposigao 2.15. Sejam f, g e h fungoes integraveis em R, de modo que todas as con-
volugoes envolvidas estejam bem definidas, o produto de convolugao definido por ([2.26))

satisfaz as sequintes propriedades:
i) Comutativa: f*g=g=* f,
ii) Associativa: f* (gxh) = (f*g)*h
iii) Distributiva: fx(g+h)=f*xg+ f*h.
Demonstragao:

i) Queremos mostrar que

(f*g)(x) = /_OO 9(y) f(x —y)dy = /_OO f)g(x —y)dy = (9% f)(x).
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ii)

iii)

Fazendo a mudancga de varidvel u = x — y, temos que y = x — u e dy = —du, além

disso, quando y — —o0 ,u — +00 e quando y — 400, u — —o0. Assim

U*mm»:/“mﬂx—ngM—MA

[ee)

Note que o fator —1 multiplicando du nos permite inverter os limites de integracao,
dai

U*m@%=/wﬂwf@—UMU=@*ﬁ@)

o0

Portanto, concluimos que f xg =g * f.

Iremos demonstrar que f * (g * h) = (f * g) * h. Calculando primeiramente (g * h),

temos

W*MW%:/mﬂﬂh@—TMﬂ

o0

fazendo a convolugao de f com (g * h), obtemos

f*@*m—/ff@—w@*mww

_/_Zf(x—t) [/_Zg(T)h(t—T)dT di
:/_Z/_Zf(x—t)g(T)h(t—T)det.

Fazendo a mudancga de variavel u =t — 7, temos que t = u + 7 e dt = du. Assim

obtemos

f*(g*h)(x / / (z = (u+7)) g(7) h(u) dudr

Fetoen@ = [ [ f@=w -0 g ar| )

note que, o termo entre colchetes ¢ (f * g)(z — u), entao
frlgem)e) = [ (75 9)@—u)hwdu = (f +g) < hlz).

—00

Logo,
f(gxh)=(f*g)xh.

Demonstremos agora a distributividade da convolucao perante a soma. Fazendo a
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convolugao f * (g + h) e aplicando a distributiva dentro da integral, temos

Frlgrm) = [ F)g+h)E—r)dr
= _+OO f(m)g(t—7)dr + _+<>0 f(r)h(t —T1)dr
— (J 5 g)(t) + (f  h)(t).

[ |
Devemos também chamar a atenc¢ao, que na obtencao da férmula (2.27)), o ponto
mais delicado é passar da integral dupla para integrais iteradas, essa passagem é garantida

pela convergéncia absoluta da transformada de Laplace.

Exemplo 2.16. Considere novamente ([2.23|). Desta vez, ao invés de resolvermos por
fragoes parciais, iremos realizar a distributiva e aplicar (2.27)). Dai segue que,

25s+9 L 1 s+3
(s+2)2+1 (s242)2+1(s+3)2+1

Observando a tabela e usando ([2.27)), j4 conseguimos determinar a inversa de outra
forma, sem precisar aplicar o método das fragoes parciais. Utilizando a tabela para aplicar

a transformada inversa, obtemos
y(r) = e ¥ (2cosx + 5senx) + (e ** senz) * (e cos x) (2.28)
que ¢é a solucao do problema , onde
(e **senz)*(e 3 cosz) = /w e 2 senu e 3 cos(z—u) du = e /w e senu cos(z—u) du.
0 0

Calcular essa integral pode ser, na maioria das vezes, mais agradavel que o mé-
todo tradicional das fragoes parciais. Para calcula-la, usaremos a seguinte identidade
trigonométrica,

sena cosb = 1(sen(a + b) + sen(a — b)).

Fazendo a = u e b = x — u, temos

senu cos(z — u) = 1 (senz + sen(2u — x)).

N =

Substituindo em ([2.16)), obtemos

N

x
/ e" senu cos(r — u) du =
0

(sena:/ e du—l—/ e“sen(2u — x) du).
0 0
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Note que a primeira integral é imediata,
xX
senx/ e du = senx (e® —1).
0

Na segunda integral, fazendo a mudancga de variavel t = 2u — x, com du = %dt e

et = e(t+)/2 = 7/26t/2  ohtemos

T /2 T
/ e"sen(2u — x) du = ¢ / /% sent dt. (2.29)
0

Integrando ([2.29) por partes duas vezes, temos que
/ et? sent dt =

v 1
/ e"sen(2u — x) du = R (¢” senz — 2¢” cosx + senx + 2cos z).
0

(ew senx — 2e” cosx + senx + 2 cos x),

U] =

dai,

Juntando com a primeira integral que resolvemos, obtemos

’ 1 1
e" senu cos(r — u) du = 5 < senz(e® — 1) + = (¢” senz — 2¢” cosx + senz + 2 cos m))
0

Multiplicando pelo fator e=3*, que ocultamos para facilitar o célculo, chegamos a
—3x ’ u —3x 1 T 1 T T
e e senu cos(r—u) du = e 5 ( senz(e —1)+3 (¢” senz—2¢” cos x+ senz+2 cos x)) :
0

Organizando, obtemos

2 -3

T
e 3 / e"senu cos(z — u) du = — (3¢ senz — e~ ** cos ¥ — 2e” " senz + e~ " cos x)
0

2

(36‘235 senx — e “*cosx — 2senx + cos :E)

QU — Ol = O]

(cos T — 2 sen:c) + %(362“ senx — e 2% cos a:)

Voltando a (2.28)), finalmente obtemos a seguinte solugao

2

1 1
y(x) = e **(2cosz + 5senx) + R (cosz — 2senzx) + R (3¢ senx — e ** cos ).
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2.2 Obtencao de uma solucao particular de uma equa-

¢ao nao homogénea.

Um problema basico para a obtengao da solucao geral de equacgoes diferenciais

lineares, com coeficientes constantes
Y™+ anay" Y 4 ary + agy = G(x)

é encontrar uma solucao particular da equacao nao homogénea. No caso de equacoes

lineares com coeficientes constantes
Y™ 4+ a1y 4 b ay + agy = h(a), (2.30)

com o objetivo de determinar uma solucao particular, podemos tomar condi¢oes iniciais

nulas
y(0) =y'(0) = - =y (0) = 0. (2.31)

Segue do Teorema de Existéncia e Unicidade, que para cada h(z) continua, existe uma
tnica solugdo y(x) do problema — pertencente a C". Usaremos, neste ponto, a
notacao C' para designar o espaco das fungoes reais continuas definidas na reta, y : R — R.
A notagao C™ designa o subespaco de C' formado pelas fungoes que possuem derivadas
até a ordem n, com y™ : R — R continua. Isto é, o operador linear J : C™ — C, dado
por

J(y) = Y™ +a, 1y 4y +agy = h(x) (2.32)

possui uma inversa J ' : C'— C™, que associa a cada fungao continua h(z) a solugao y(z)

de (2.30)-(2.31)), ou seja J~(h) = y. Aplicando em ([2.30) a transformada de Laplace
para derivadas de uma func¢ao que vimos em (2.18)), e a condi¢ao (2.31]), temos

(s"L{y} — 5"y (0) — "2y (0) — - - — 4" 7(0))
+an-1 (s Ly} — 5" 2y(0) — - — y"2(0))
+ - +ar(sL{y} —y(0)) + aoL{y} = L{h}

agrupando os termos que multiplicam L£{y}, obtemos
(5" + ano1s" M+ ars + ag) L{y} — Q(s) = L{h},

onde,
Q(s) = " 'y(0) + "2y (0) + - - + y"1(0)

+ an1 (8" 2y (0) + -+ y"2(0)) + - + a1y(0)
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pela condigao (2.31)), temos que Q(s) = 0, dai

Se g(x) é uma fungao tal que
L(g(z)) = ]%, ou £ (}%) = g(x). (2.33)

Vimos em ((2.27)) que y(z) = g(x) x h(x). Usando a formula (2.26)), obtemos

y(x) = /Oxg(x — 7)h(T)dr. (2.34)

Exemplo 2.17. Aqui também, usando o método da transformada de Laplace, vemos
facilmente que g(x), dada por (2.33)), é a solugao de

Y+ an 1y -+ ay +agy =0,

pois com as seguintes condigoes

temos que,
p(s)L{y} —Q(s) =0, Q(s) =1,
segue que

£y =

p
Vimos em ([2.27) que y(z) = g(x) x h(x). Usando a formula (2.26)), obtemos
y(z) = / gz — T)h(r)dr. (2.35)
0

A funcao K(z,7) = g(z — 7). A funcdo K(z,7) que aparece nessa integral é chamada

Fungao de Green para o problema (12.30)-(2.31). No caso de equagoes de primeira ordem,

P(z)—P(r)

estudadas no Capitulo 1, a funcdo de Green ¢é dada por: K(z,7) =¢ , comparando

com a forma da equagao (|1.4]).
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Exemplo 2.18. Considere a equacao diferencial linear
y' () =ky(z) +q(z), y(xo) = o
Por ([1.4)), a solucao é dada por

y(z) = '@ / q(s)e P ds + o @,

zo

No caso homogéneo g(z) = 0 e y(0) = 1, obtém-se

y(z) = eP® /x 0-e PG dgs+1.eP@
= P@), 0
Exemplo 2.19. Considere a equacao diferencial linear de primeira ordem
y'(r) =2y(x) +z,  y(0)=0.
A fungao de Green associada a equagao é dada por

K(z,s) = eP@)=P(s), 0<s<uz.

Para k =2 e f(s) = s, a solugdo é dada por

y(x) = / eP@=PE) g ds
0

= F'@ / e Pe)sds.
0
Integrando por partes, temos

* 1
/ se POds = ——pe ™ —
0 2

1
—2x -
e +4 ,

substituindo na expressao de y(z), obtemos

portanto,

11 1,
y<x)__§$_z_1+16 :

Exemplo 2.20. Considere a equagao diferencial linear de primeira ordem
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A funcao de Green associada a equagao é dada por

Assim, a solucao da equacao pode ser escrita por meio da fun¢ao de Green como
ylx) = e y(0) + [T g(s)ds,
0
onde ¢(s) = s. Dai temos,
y(z) =@ 1+ /m eP@=PE)g s = @ 4 P /ﬂf se P ds.
0 0
calculando a integral por partes, obtemos

v z 1 [* x
—P(s) ds = |:_ f 735] + _/ 73sd — _ 7 -3 +
/0' se S 36 0 3 ; (& S 36

substituindo na expressao de y(z)

(1—e).

NeoN =

y(x) _ 6P(a[:) + eP(x) [ . ge—Sx +

(1-e)),

O

assim a solugao da nossa EDO é dada por

Py _ T 1@
3—|—9(e ).

Observagao 2.21. Observe que no Exemplo aparece explicitamente a parte homo-

génea da solucdo, dada por e”’®)y(0). Essa forma decorre da expressdo geral obtida pela

formula de variacao das constantes,

y(z) = eF@ /q(s)ep(s) ds + CeP @,

como apresentada em ([1.4). Comparando com a expressao do exemplo, nota-se que o

primeiro termo corresponde & solucao homogénea e o segundo ao termo particular obtido

pela funcao de Green.
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Capitulo 3
Aplicacoes da Transformada de Laplace

Neste capitulo reunimos trés aplicagoes que mostram, de maneira pratica, como a
transformada de Laplace pode simplificar problemas que, no dominio do tempo, se tor-
nariam bem mais trabalhosos de resolver. Comecamos analisando func¢oes descontinuas e
entradas definidas por partes, onde a transformada se mostra especialmente ttil por lidar
naturalmente com mudancas abruptas . Em seguida, exploramos como as propriedades
da transformada facilitam o tratamento de derivadas de ordem superior, tornando pos-
sivel estudar equagoes diferenciais mais complexas sem recorrer diretamente a métodos
sucessivos de integracao, o que torna o processo mais organizado e direto.

Por fim, aplicamos as ideias desenvolvidas ao longo do trabalho a um modelo far-
macocinético de dois compartimentos, que descreve o comportamento de uma substancia
no sangue e nos tecidos apos sua administracao. Essa aplicagao mostra claramente como a
transformada de Laplace ajuda a entender a dindmica de distribuicao e eliminacao do far-
maco, transformando um sistema de equacoes diferenciais em expressoes algébricas mais
faceis de manipular. Dessa forma, este capitulo retine exemplos que ilustram tanto o al-
cance quanto a praticidade da transformada de Laplace em situagoes reais e em diferentes

tipos de problemas mateméticos.

3.1 Funcoes Descontinuas

Na anélise de circuitos elétricos e de sistemas mecanicos é comum encontrarmos
modelos descritos por equacoes diferenciais lineares com coeficientes constantes, nas quais
o termo forcante f(z) apresenta descontinuidades. Essas descontinuidades podem repre-
sentar o acionamento repentino de uma fonte de tensao, a aplicagao instantanea de uma
forca externa ou outras variagoes subitas no sistema. A presenca de fungoes desse tipo
torna o tratamento analitico mais complexo, pois os métodos tradicionais exigem conti-
nuidade das fung¢oes envolvidas. A Transformada de Laplace, entretanto, permite tratar

de forma natural essas situagoes, convertendo funcoes descontinuas em expressoes mais
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simples no dominio de s e possibilitando a anélise e a resolucao de sistemas mesmo quando
as entradas atuam de maneira brusca ou irregular. E comum, por exemplo, funcées do
tipo,
1, sem <x<2m,
flz) = (3.1)
0, cc ,
mostrando que a influéncia do termo forcante ocorre somente num intervalo.
Quando trabalhamos com fungoes apresentando descontinuidades do tipo salto,
é favoravel utilizarmos a func¢ao u.(z) definida em ([2.5), afim de facilitar os calculos da

transformada.

Exemplo 3.1. Analisando (3.1)) por intervalos, sendo pi,(x) e por(x) fungoes definidas
da forma ({2.5). Obsveve a seguinte tabela

x NW(Q:) N27r(x> ,uﬂ(x> — /ng(x)
r<T 0 0 0
T<x <27 1 0 1
T > 27 1 1 0

Fonte: Autoria proépria.

Note que a diferenga entre 1, (x) e por(x) se comporta como (3.1)), logo, faz sentido

escrevermos (3.1)) como
f(@) = pa () = pox ().
Dessa forma a transformada de Laplace de f(z) segue imediatamente de ({2.6))

—Ts 67271'3

S S

Para funcoes descontinuas mais gerais, em geral obtidas por translagoes das fungoes
usuais, observamos que a translagao para a direita de uma fungao f(x), de uma quantidade

¢, pode ser obtida fazendo
9(x) = pe(x) f(z —0),

onde p.(z) “liga” e “desliga” a fun¢ao assumindo o valor de 1 ou 0 e f(z — ¢) é a fungdo
deslocada ¢ unidades para direita, isso serve para a funcao “ligar” em x = c¢. Portanto,

através de uma mudanca de variavel, podemos calcular sua transformada de Laplace

Clnele) fl — ) = / e o) f (o — o) de = / T e o — o) de.
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Note que, p.(z) = 1 para ¢ > 0. Fazendo a seguinte mudanca de variavel u = x — ¢, temos

amuvm—@w=AWJWHVWMu

=e /000 e " f(u)du

= e “L(f(x))
=e “F(s).

Logo
L7 (e F(s)) = pe(z) f(z — c). (3.2)

Exemplo 3.2. Para equagoes diferenciais com termo forgante descontinuo, como por

exemplo
y'+4dy = f(z), y(0)=0, y(0)=0,

com f(z) dada em (3.1]), definimos como solugdo uma funcéo y(z) que satisfaz a equagao
nos trés intervalos disjuntos (0,7), (m,27) e (2, 00), que satisfaz as condigbes iniciais
dadas, e tal que y(z) e y/(x) sdo continuas nos pontos de salto z = 7 e x = 27 (note que
nao podemos exigir a continuidade de y”). Podemos, em cada ponto de descontinuidade,
ajustar as duas constantes arbitrarias da solugao geral de modo a garantir a continuidade
de y(x) e y'(x). Mostraremos a seguir que o processo de calculo dessa solugdo é muito
mais simples utilizando a transformada de Laplace. Aplicando a transformada de Laplace

ao problema de valor inicial acima, obtemos

1
Y(s) = )
(5) = £/ ()

Como ) )

-1 o

L (52 n 4> = §sen2az,
temos que
1

y(zr) = 5 sen2z * f(x),

isto é,

y(x) = /090 % sen(2x — 27) f(7) d.

Como f é uma funcdo descontinua do tipo (2.5, que atua como um termo de ativagdo, a

solucao pode ser escrita de forma compacta como

() = () (1 cos22),

entendendo-se essa expressao no sentido de uma definicao por partes, a solucao é nula

fora do intervalo em que f é nao nula e coincide com }1(1 — cos 2z) nesse intervalo.
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Observacao 3.3. O fator f(z) que aparece multiplicando na expressao acima representa
o fato de que o termo forcante descontinuo ativa a solu¢ao apenas no intervalo em que

esta definido.

3.2 Comportamento da Derivada

Suponha que queiramos estudar o comportamento da derivada 2’(t) da solugao de

um problema de valor inicial

a" 4+ ax’ + br = f(t)
' (0) =z, x(0) = yo

(3.3)

Obviamente podemos resolver a equacao e depois derivar a solugao x(t). O que quere-
mos mostrar aqui é que, usando a transformada de Laplace, podemos obter x'(t) sem
necessidade de calcular z(t). Para isso, transformamos o problema (3.3)) num sistema de

equacoes diferenciais. Fazendo 2’ = y, obtemos

=y 2(0) = zg
y = —ay —br + f(t) y(0) = yo

Aplicando a transformada de Laplace nessas duas equagoes, obtemos o seguinte sistema

(3.4)

linear nas incognitas X = L(z) e Y = L(y)
sX —Y =ux

bX + (a+ )Y = F(s)+ v

onde F(s) = L(f). Portanto, pela regra de Cramer, obtemos

sF(s) 4+ syo — bxg
s2+as+b

Y = (3.5)

que aplicando a transformada inversa obtemos a solugao y(t) = z'(t).

Antes de apresentar o exemplo a seguir, introduzimos a funcao impulso que sera
utilizada. A funcdo 6(t — a) representa um impulso aplicado no instante ¢ = a, isto é, uma
forca concentrada em um tnico instante de tempo, de duragao desprezivel e intensidade

finita, sendo nula para todo t # a.

Exemplo 3.4. Considere o sistema modelado pelo seguinte problema do valor incial

'’ + 22+ 2x =26(t — m)
2'(0) =0, x(0)=0.
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Esse sistema esta em repouso até o instante ¢ = 7, nesse instante o sistema sofre um
impulso de intensidade 2. Montando o sistema como em ((3.4)) e aplicando a transformada

de Laplace, obtemos

sX—-Y =0
2X +(2+s)Y =3e™
Aplicando Cramer e usando (3.5]), temos que

28 —TSs
—— €
(s+1)2+1

Comparando o termo do lado direto da equagao com o resultado (3.2)) e aplicando a
transformada inversa, obteremos o produto da func¢ao f aplicada em (¢t —7 ) com a fungao
r também aplicada em (¢ — ), sendo u, uma fungao do tipo (2.5). Portanto, invertendo

Y, temos

2
£_1 (m) = €_t<2 cost — 28€nt).

Logo, pelo resultado ((3.2))

2’ (t) = ug(t)2e" " (cos(t — ) — sen(t — 7).

3.3 Aplicacao da transformada de Laplace a um modelo
farmacocinético corporal aberto de dois comparti-

mentos.

Neste momento iremos estudar como a transformada de Laplace pode ser em-
pregada na resolucao de modelos que descrevem a distribuicao e a eliminacao de uma
substancia no corpo humano. O modelo considera dois compartimentos interligados, re-
presentando o sangue e os tecidos, e permite compreender o comportamento da substancia
ao longo do tempo apo6s uma administracao da substancia. O modelo baseia-se nas se-

guintes defini¢des e parametros

X¢(t): quantidade de substancia no compartimento central (sangue)

Xr(t): quantidade de substancia no compartimento periférico (tecidos)

k1o: constante de eliminagao do compartimento central

kio: taxa de transferéncia do compartimento central para o periférico
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e ko1: taxa de retorno do compartimento periférico para o central

e /(t): fungao de entrada no compartimento central, podendo assumir
o I(t) = Xpd(t) para injegao instantanea (bolus)
o I(t) = kou(t) para infusdo constante
o I(t) = k,X¢(t) para absor¢ao gradual.

A variacao da substancia no compartimento central e no periférico sao modeladas

pelas seguintes equagoes

dX,
d—tc = — (k1o + k12) X (t) + koy X (t) + 1(2)
1Y (3.6)
d_tT - k12 Xc(t) - ]{321 XT<t)
Aplicando a transformada de Laplace e considerando as condigdes iniciais X (0) =
XC() e XT<O) = XT(), obtém-se
(S + klO + k‘lg) Xc(5> — ]{21 XT(S) = XC[) + I(S)

— kg Xo(8) + (5 + ka1) Xr(s) = Xro

Para o caso de injegao tipo bolus, considera-se I(t) = Xod(t), em que §(¢) é uma fungao
impulso, que atua em um tnico instante de tempo e é nula no restante do intervalo e cuja
transformada é I(s) = Xy, ou, de modo equivalente, X (0) = Xg e I(s) = 0. Assim, com

X7(0) =0, o sistema reduz-se a

{(S + klg + ]{512> Xc(S) — k?gl XT(S) = XO
— /{512 Xc(8> -+ (S -+ k?gl) XT(S> =0

O determinante do sistema é
D(S) = (S + klO + k12>(5 + k21) - k’glklg.

Note que pela regra de Cramer, temos que

Xo (s + ka1)
5% + 5 (k1o + k1o + ka1) + Kkrokar

As raizes do denominador sao chamadas de constantes hibridas « e 3, definidas por

a+f=kig+ ko + ko, af =kikan, ao>p.
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A equacao reescrita fica

. S+/€21
Xe(s) = Xo Grast+h)

decompondo em fragoes parciais, temos

S—f-k’gl . A B
(s+a)(s+ﬁ)_s+oz+s+ﬁ ' (3:8)

Apos aplicar o método das fragoes parciais, chegamos aos seguinte sistema

A+B=1
Aﬁ—l—Boz:kzl

Resolvendo o sistema encontramos os seguintes coeficentes:

_k21_0‘ B:k21_6

A=%Ta P

Invertendo a transformada (3.8)) , temos

£t A + B = Ae ™ 4 Be ™t
s+a s+

dai, obtemos
Xe(t) = Xo (A + Be_ﬁt) .

Substituindo os coeficientes A e B chegamos a seguinte solugao

Xe(t) = Xo (kgl__aaeat + %em) , t>0

As constantes « e [ representam as fases rapida (distribui¢@o) e lenta (eliminagao),
com meias-vidas ti5, = In2/a e t105 = In2/F. Os coeficientes A e B indicam a
participagao de cada fase e satisfazem A + B = 1. A quantidade total é X (t) = X¢(t) +
Xr(t), cuja variacao segue X'(t) = —k10Xc(t) + 1(t), indicando que apenas a eliminagao
e a entrada alteram o total.

A transformada de Laplace simplifica a resolucao do sistema e fornece uma solugao
analitica bi-exponencial, adequada para descrever processos de distribuicao e eliminacao

de substancias, permitindo estudar niveis de concentracao, tempos de depuracao e toxi-
cidade.

Exemplo 3.5. Apoés a aplicagdo de uma certa substancia em um paciente, observou-se
as seguintes taxas: k19 = 0,10 h™", k13 = 0,50 h™!, ko; = 0,40 h™! e Xy = 100 mg. Apods
5 horas qual seré concetragao dessa substancia no sangue do paciente?

Note que as constantes hibridas « e 3 sao raizes do polindbmio que aparece no
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denominador em ([3.7). Substituindo as taxas, temos
s+ 5(0,10 + 0,50 4 0,40) 4+ 0,10 . 0,40 = 0

Calculando as raizes, encontramos o =~ 0.9583 h™' e 8~ 0.0417 h™!'. Calculando

B 0.40 — «

A= ~ 0,6091, p_040-0

Substituindo os coeficientes na equacao, obtemos
Xe(t) =100(0,6091 e~ %% +0,3909 e ***'"") mg.

Para saber a concentracao apds 5 horas, substituimos ¢ = 5.

XC(5) =100 (0,6091 e~ 9535 40, 3909 e~ *0417%)
=100 (0,6091 e~*7'5 40,3909 ¢~*-20%5)
=100 (0, 6091(0,0083) + 0, 3909(0, 812))
= 100(0, 00506 + 0, 317)
= 100(0, 322)
= 32,2

Logo, apos 5 horas, ainda existe uma concentragao de 32, 2mg/L no sangue do paciente.

Apobs quanto tempo essa substéancia seréd eliminada totalmente da corrente sangui-
nea do paciente? A quantidade de substéncia na corrente sanguinea X¢(t) decai seguindo

o

o comportamento de uma funcao exponencial e~*. Seguindo esse raciocinio, iremos esti-

pular a meia-vida da quantidade de farmaco no sangue da seguinte forma

e 2 — L

[\

—Oétl/g = ln(%)

—Oétl/g =—In2
atl/g =1In2
tyjge = 22

A expressao meia-vida determina o tempo necessario para que o termo exponencial
reduza a metade de seu valor inicial. Esse tempo é chamado de meia-vida e depende

diretamente do parametro o. Veja na tabela a seguir, como se comporta esse decaimento.
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n (meias-vidas) (2)" 1-(3)"
1 0.5 0,5
2 0,25 0,75
3 0,125 0,875
4 0,0625 0,9375
) 0,03125 0,96875
6 0,015625 | 0,984375
7 0,0078125 | 0,9921875

Fonte: Autoria prépria.

A tabela mostra a fracao que resta apds n meias-vidas e a fracao que ja foi elimi-
nada. Apos sete meias-vidas, resta menos de um porcento da substancia, o que caracteriza

eliminagao pratica da substancia no corpo do individuo.
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