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RESUMO

Na engenharia estrutural, a obtencdo de solugdes exatas ¢ frequentemente inviavel devido a
complexidade nas relagdes entre materiais, esforcos e deformacdes. Esse desafio decorre da presenga
de nao linearidades associadas as propriedades dos materiais e aos grandes deslocamentos. Diante
disso, métodos numéricos e técnicas aproximativas tornam-se essenciais para a analise e previsao do
comportamento estrutural. Neste contexto, este trabalho apresenta o desenvolvimento de um
programa computacional em Python, baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF), para a analise
nao linear geométrica de porticos tridimensionais. A discretizagdo da estrutura em elementos finitos
permite a determinacdo dos esforgos internos, deslocamentos, tensdes e deformagdes, considerando
a influéncia de grandes deslocamentos sob a hipdtese de pequenas deformagdes. A visualizagdo
grafica das deformagdes e distribui¢des de esforcos ¢ integrada ao programa por meio de bibliotecas
do Python, como matplotlib e PyVista, facilitando a interpretacdo dos resultados e sua aplicagao no
dimensionamento estrutural. A ferramenta foi validada por meio de comparagdes com softwares
comerciais amplamente utilizados, como Robot Structural Analysis (RSA), ANSYS e Abaqus,
demonstrando resultados coerentes ¢ com baixos desvios em relacao as solu¢des de referéncia. Em
particular, os deslocamentos nao lineares apresentaram diferengas maximas de aproximadamente
0,11%. Além disso, o programa desenvolvido inclui um modulo de analise de estabilidade estrutural,
que demonstrou convergéncia para solugdes teoricas e apresentou um erro inferior a 5% em estruturas
mais complexas. Os resultados confirmam a precisdo do programa proposto, contribuindo para o
desenvolvimento de solugdes computacionais eficientes e acessiveis na analise ndo linear de
estruturas, ampliando a compreensdo de comportamentos complexos e auxiliando na previsdo de
falhas estruturais.

Palavras-chave: método dos elementos finitos; nao linearidade geométrica; engenharia estrutural;
python.

ABSTRACT

In structural engineering, obtaining exact solutions is often unfeasible due to the complexity of the
relationships between materials, forces, and deformations. This challenge arises from the presence of
nonlinearities associated with material properties and large displacements. Given this, numerical
methods and approximate techniques become essential for analyzing and predicting structural
behavior. In this context, this work presents the development of a computational program in Python,
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based on the Finite Element Method (FEM), for the geometric nonlinear analysis of three-dimensional
frames. The discretization of the structure into finite elements allows for the determination of internal
forces, displacements, stresses, and strains, considering the influence of large displacements under
the assumption of small strains. The graphical visualization of deformations and stress distributions
is integrated into the program using Python libraries such as Matplotlib and PyVista, facilitating the
interpretation of results and their application in structural design. The tool was validated through
comparisons with widely used commercial software, such as Robot Structural Analysis (RSA),
ANSYS, and Abaqus, demonstrating consistent results with low deviations from reference solutions.
In particular, the nonlinear displacements exhibited maximum differences of approximately 0.11%.
Additionally, the developed program includes a structural stability analysis module, which
demonstrated convergence to theoretical solutions and presented an error of less than 5% in more
complex structures. The results confirm the accuracy of the proposed program, contributing to the
development of efficient and accessible computational solutions for nonlinear structural analysis,
enhancing the understanding of complex behaviors, and aiding in the prediction of structural failures.

Keywords: finite element method; geometric nonlinearity; structural engineering; python.

INTRODUCAO

Em muitos campos da ciéncia e da
engenharia, certos problemas podem ser
resolvidos de forma analitica por meio de
relacdes matematicas lineares. No entanto, na
engenharia estrutural, a complexidade das
interagdes entre materiais, esforcos e
deformacdes frequentemente impede a
obtencao de solucdes exatas. Isso ocorre
porque as estruturas reais estdo sujeitas a
comportamentos nao lineares, seja devido as
propriedades dos materiais e/ou grandes
deslocamentos. Dessa  forma, torna-se
necessario recorrer a métodos numéricos e
aproximativos para a obtencdo de solugdes
aplicaveis a pratica.

Tais métodos tiveram seus principios
langados no século XVIII, quando Gauss
propos o uso de funcgdes de aproximagdo para
resolver problemas matematicos complexos
(Lotti et al., 2006). Durante o século XVIII e
XIX, o progresso foi limitado devido a
auséncia de tecnologias computacionais
adequadas para processar as equagdes
algébricas resultantes dos métodos de
aproximacao. Isso mudou na década de 1950
com o advento da computacao, possibilitando
a resolu¢do de problemas complexos e o
surgimento do Método dos Elementos Finitos
(MEF) como ¢ atualmente conhecido. O
desenvolvimento moderno do MEF ocorreu ao
longo do século XX, principalmente com os
trabalhos de Courant, Turner e Clough, que

formalizaram a metodologia para aplicacdes
em engenharia (Vaz, 2011).

O MEF ¢, essencialmente, uma técnica
numérica que envolve a discretizacdo (ou
subdivisdo) de um meio continuo em
elementos finitos, onde cada elemento mantém
as propriedades do material e obedece as
mesmas equagdes diferenciais (Lotti et al.,
2006).

Na engenharia estrutural, essas
equacdes permitem determinar as tensoes,
deformagdes e outros parametros relevantes,
como deslocamentos e esforcos internos. A
formulacao do MEF pode ser derivada a partir
de diferentes métodos, como o Principio da
Minima Energia Potencial, o M¢étodo dos
Residuos Ponderados ou o Principio dos
Trabalhos Virtuais (Vaz, 2011).

Neste artigo, a estrutura ¢ tratada como
um meio continuo e discretizada em elementos
de portico (frame elements), que foram o foco
da analise. No entanto, o MEF engloba
também outros tipos de elementos, tais como:
barra, casca, placa, membrana e sélido, cada
um adaptado a diferentes necessidades de
modelagem  estrutural, aumentando a
abrangéncia das aplicagdes do método.

A analise estrutural pode ser dividida
em linear e ndo linear, dependendo do
comportamento da estrutura sob carregamento.
Na analise linear elastica, assume-se que o
material ndo atingiu as tensoes de escoamento
e suas propriedades permanecem constantes,
de modo que as relacdes entre forgas,
deslocamentos e deformacdes sd0



proporcionais, dada que as deformacgdes sdao
pequenas. Assim, as equagoes de equilibrio sao
obtidas a partir da geometria indeformada da
estrutura (Foletto et al., 2019).

A andlise ndo linear ¢ subdividida em
geométrica e fisica. A ndo linearidade
geométrica (NLG) ainda pode tratar o material
como elastico, contudo, o equilibrio das forgas
¢ obtido considerando-se o estado atual da
estrutura, isto ¢, na sua configuracdo
deformada, de modo que a compatibilidade
entre deslocamentos e deformagdes nao ¢ de
natureza linear.

J& a ndo linearidade fisica (NLF)
refere-se ao comportamento constitutivo dos
materiais, em que a relag@o tensdo-deformacao
ndo ¢ mais linear. Esse tipo de ndo linearidade
abrange materiais com diferentes respostas
mecanicas, permitindo a distingdo entre
estruturas frageis e ducteis, dependendo da
capacidade de redistribuir tensdes antes da
ruptura.

O objetivo deste trabalho ¢ desenvolver
um programa computacional em Python,
utilizando o MEF para determinar os esforcos
internos (axiais, transversais € momentos) € 0s
respectivos  deslocamentos de estruturas
tridimensionais, levando em conta a nao
linearidade geométrica, quando aplicavel. Os
resultados obtidos foram comparados com os
de  softwares  comerciais amplamente
utilizados na engenharia estrutural, como o
Robot Structural Analysis, ANSYS e Abaqus,
e as estruturas foram visualizadas graficamente
no proprio programa por meio do PyVista,
facilitando a interpretacdo dos dados e
auxiliando em calculos subsequentes, como o
dimensionamento de armaduras longitudinais,
transversais ¢ de tor¢do em eclementos de
concreto armado.
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Os elementos sdo definidos em funcao
dos nodés que os conectam, devendo-se
especificar os nds inicial e final. Dessa forma,
todos os elementos sdo, de maneira
simplificada, elementos de barra (bar
elements) com seis graus de liberdade em cada
nd, os quais descrevem os graus de liberdade
que o elemento tem ao longo dos eixos.

Tais graus de liberdade sao referentes a
translacdo ao longo dos eixos X, y € z; € a
rotacdo em torno dos eixos x, y € z. Os eixos e
respectivos esforcos sdo expressos na Figura 1.

Figura 1 - Deslocamentos nodais de um elemento
de barra tridimensional.
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Fonte: Adaptado de Pan et al., 2022.

Principio do Trabalho Virtual

Para o propdsito deste artigo, o
Principio do Trabalho Virtual (PTV) foi
utilizado, visto que ¢ facilmente aplicado e
valido tanto para estruturas simples como para
estruturas complexas envolvendo a NLG. O
PTV afirma que o trabalho virtual realizado
por forgas externas ¢ igual ao trabalho virtual
realizado pelas forgas internas (Vasilescu,
2000), assim como mostra a Eq. (1).

W, = 6W; (1

Trabalhos virtuais sdo denotados pelo
simbolo 6, com o subscrito indicando sua
origem. Assim, oW; ¢ o trabalho virtual
interno; e oW, o trabalho virtual externo, que
consiste nos trabalhos virtuais exercidos pelo
carregamento externo na estrutura, como
mostra a Eq. (2).

SW, = ] (d) {b}dv
%4

@)
+ [ (@ t@)aa + (@) e,
A



Onde {&} ¢ o vetor de deslocamentos
virtuais, impostos no meio continuo (portico
formado por varios elementos de portico),
satisfazendo as condi¢des de contorno; {b} o
vetor de forgas de corpo, sendo, nesse caso, o
peso proprio; {q} o vetor de forcas
distribuidas; e {P} o vetor de forcas
concentradas. Ja 6W; ¢ dado pela Eq. (3).

W, = f (&7 (o}dv 3)

Onde {o} ¢ o vetor das tensoes
internas, e:

{&} = [L){d} (4)

Sendo {€} o vetor das deformacdes
relacionadas aos deslocamentos virtuais em
funcdo do gradiente de deslocamento, [L].

A fim de discretizar o elemento de
portico, deve-se aproximar o vetor de

deslocamentos do elemento através de um
conjunto de fungdes de interpolagdo, chamadas
de fungdes de forma, [N], que descrevem os
deslocamentos do elemento finito, levando-se
em  consideracido as  condi¢cdoes de
compatibilidade, dada por {d} (Vasilescu,
2000). O vetor do campo de deslocamentos
virtuais ¢ dado, entdo, por:

{d} = [N]{d} (5)

Onde {d} refere-se aos deslocamentos
nos noés do elemento.

Por se tratar do somatério das
influéncias de todos os elementos finitos para,
entdo, obter o comportamento global da
estrutura, e substituindo as equacdes (3), (4) e
(5) na Eq. (2), tem-se o resultado expresso na
Eq. (6). Essa expressdo deve ser valida para
cada deslocamento nodal virtual, {&}, e
fazendo [B] = [L][N], obtém-se a Eq. (7).

i | ([L][N]{&})T{U}dve=§ | @"wrea, +§ | {&}T[N]T{q}dAﬁi{d}T{Pi} ©
e=1"Ve e=1"Ve e=1"4e e=1

:Zel ]V e[B]T{a}dVe = Z fv e[N]T{b}dVe + 2 fA e[N]T{CI}dAe + :Zel{Pi} (7)

A matriz [B], conhecida como matriz
deformacao-deslocamento,  estabelece  a
relacdo entre as deformacdes, & em um
elemento e os deslocamentos nodais, d.

Em estruturas onde se aplica a teoria
das pequenas deformagdes, ou seja, para
comportamento estrutural linear, a matriz [B] ¢
composta pelas derivadas de primeira ordem
das funcdoes de forma [N] e se mantém
constante ao longo da analise. Nesse caso, [B]
independe dos deslocamentos nodais, o que
simplifica o célculo e permite que as equagdes
de equilibrio sejam estabelecidas na
configuragdo inicial, ndo deformada, da
estrutura.

Por outro lado, em analises ndo lineares
geométricas, onde os deslocamentos sdo
relevantes para o equilibrio, a matriz [B] ndo
permanece constante. Nesse cenario, [B] passa
a depender dos deslocamentos nodais, e as
equagoes de equilibrio precisam considerar os

deslocamentos da estrutura. Isso introduz
maior complexidade ao problema, exigindo
técnicas iterativas € modelos mais sofisticados
para se obter uma solu¢do precisa (McGuire;
Gallagher; Ziemian, 2000; Vasilescu, 2000).
J4 o vetor de tensdes internas pode ser
definido segundo a Lei de Hooke, tal que:

{0} = [D]{e} (8)

Onde [D] ¢ a matriz constitutiva do
material; e {€} ¢ o vetor de deformacdes reais
da estrutura, que pode ser dado de maneira
similar a deformacdo virtual apresentada na

Eq. (4):
{e} = [L]IIN}{d} = [Bl{d} (9
Onde {d} corresponde ao vetor de

deslocamentos reais.
Substituindo a Eq. (8) na (7), obtém-se:
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Onde [K] corresponde a matriz de
rigidez estrutural, e {F} ao vetor das cargas
nodais equivalentes.

A Eq. (11) pode ser obtida, de maneira
simplificada, ao representar a estrutura elastica
como um sistema de mola de rigidez k, como
mostra a Figura 2.

Figura 2 - Sistema de molas para um elemento
elastico.

Fonte: Parreiras, 2019.
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Campos de deslocamentos

As fungodes de forma, [N], conforme
mencionado, descrevem o deslocamento do
elemento finito em fun¢ao dos deslocamentos
nodais. Inicialmente, a analise sera conduzida
para um elemento de treliga sujeito a
deslocamento axial. Em seguida, serd
considerado um elemento de viga submetido a
flexdo no plano x-y, para, por fim, estender a
formulacao ao plano x-z de maneira analoga.

Os deslocamentos do elemento
deformado estdo representados na Figura 3.
Para deslocamentos axiais, assume-se um
campo linear da forma:

u,(x) =ay + ax
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le

Chegando, dessa maneira,
apresentada anteriormente.

Isolando os deslocamentos
equacao, chega-se a Eq. (12):

{d} = [K]7'{F}

a Eq (11

nodais nessa

(12)

Como o elemento considerado possui 6
graus de liberdade em cada n6, a matriz de
rigidez  estrutural resultante  apresenta
dimensdo 12x12, o que reflete as interagdes
entre os dois nds, cada um com seus 6 graus de
liberdade. Essa matriz inclui os efeitos dos
deslocamentos translacionais e das rotagdes
em torno de cada eixo.

Além disso, tanto o vetor de forgas
nodais, {F}, quanto o vetor de deslocamentos
nodais, {d}, tém dimensdo 12x1. Dessa forma,
cada componente do vetor de forgas representa
uma carga aplicada em uma dire¢do ou um
momento aplicado em torno de um eixo,
enquanto os componentes do vetor de
deslocamentos indicam as translagdes e
rotagdes dos nds. Tais vetores sdo dados nas
Eq. (13) e (14).

Uy Uy Wy Oy 0)/2 9z2}T (13)

Fao Fya Fzz Myp My, Mz}t (14)

Essa func¢ao deve concordar com os
deslocamentos nodais u, € u,, variando de x =
0 ax=L, onde L é o comprimento do
elemento.

Figura 3 - Deslocamentos de uma viga submetida a

flexao.
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Fonte: Adaptado de Gavin, 2012.



Realizando o devido desenvolvimento
algébrico da funcdo, chega-se ao campo de
deslocamento axial, N,,, tal que:

u(x) = (1 —%) Uy +%u2

u(x) = Nyjug + Nyou, (15)

A andlise da flex@o segue as hipoteses
da teoria de Euler-Bernoulli, na qual a deflexao
¢ modelada por meio de equagdes diferenciais
parciais lineares. Dessa forma, considera-se
que:

e Os planos perpendiculares a linha
neutra  permanecem  planos e
perpendiculares apos a deformacao;

e Pequenas rotagdes, permitindo o uso
das aproximagdes sin(f) =6 e
cos(@) = 1; além disso, admite-se que
a rotacdo nodal ¢ igual a derivada do
campo de deslocamentos no ponto, ou
seja, 0 (x) = v'(x);

A Figura 4 representa o campo de
deslocamentos de uma viga submetida a
flex@o. A parcela y corresponde a deformagao
por cisalhamento, a qual ¢ desprezada.

Figura 4 - Campo de deslocamentos de uma viga.
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Fonte: Adaptado de Rodrigues; Burgos; Martha, 2021.

Realizando o mesmo procedimento
para os deslocamentos transversais ao longo do
plano x-y, tem-se a funcdo ctbica dada pela
Eq. (16). A curvatura do elemento ¢ dada pela
sua derivada, v'(x, y), como mostra a Eq. (17).

v(x) = ag + a1 x + ax? + azx®  (16)
v (x) = a; + 2a,x + 3azx? (17)

Aplicando as condi¢des de contorno da
Figura 3 e adotando um dominio unitério,
& = x/L, obtém-se as fun¢des de forma para o
deslocamento transversal (Eq. (18)) e rotagdo

(Eq. (19)).

V(&) = Np1vy + Nypbz1 + N30, (18)
+ M}4822

92(5) = NBZlvl + N9229z1 + (19)

NozzVz + Nogza822

Os termos dos campos de

deslocamento sdo definidos da seguinte
maneira:

Moy =1-3¢% +2¢°
Moo = L(§ — 262+ %)
Nys = 3¢% - 26

Nyg = L(=E2+&3)
6
Noz1 = Z(—f +&%)

Ny = =1+ 4€ — 37

6
Nozz = —Z(—f+fz)
Nyzq = 28 — 382

J& no plano x-z, os calculos sdo
analogos, com alteragdes na orientagdo dos
termos associados & rotacdo. As expressdes
para a translacdo e rotacdo nesse plano sao,
portanto, dadas por:

w(&) = Nywy + Nw29y1 +

20
Nwzwy + Nyy,40y, 29)



0, (&) = Ngy1wy + Npz10y1 +

21
Noz1Wz + Npz10y, @D
Sendo:
N1 Nt
Nwz — sz
Nw3 Nv3
Nw4 V4
Neyl_ Noz1
N9y2 _ —Noz2
Noys Nozs
N9y4__ N@Z4

De tal modo que, matricialmente, a
relacdo cinemadtica entre os nos ¢ dada por:

{ulex1 = [Nlex12{d}12x1 (22)

Nao linearidade geométrica

Em problemas ndo lineares, como
aqueles com grandes deslocamentos, a
equacao de equilibrio mostrada na Eq. (11) ndo
¢ satisfeita de imediato. Por isso, é necessario
utilizar métodos incrementais e iterativos,
como o Método de Newton-Raphson, para

o{R(d)} 0
a{d}  a{d}

HR(D)) < 9
0{d) =‘Z(f<

Como mencionado anteriormente, a
matriz [B] é composta por duas parcelas, uma
contribui¢do constante, [By], € uma parcela
variavel, [By ], tal qual mostra a Eq. (26).

[B] = [Bo] + [BL] (26)

O incremento na matriz deformacao-
deslocamento, d[B]/d{d}, depende, portanto,
apenas da componente [B) ], resultando em:

0[B] 0

FIETaT e, [B.]

5 (Bol +[B.D = 55

resolver o problema (McGuire; Gallagher;
Ziemian, 2000; Vasilescu, 2000).

Para assegurar o equilibrio estrutural,
define-se o vetor de forcas residuais {R}. As
forcas internas em cada elemento sao
determinadas conforme a Eq. (23).

asW;

{ mt} a{d}

] BI"(o}dV,  (23)
Ve

J& o vetor {R}, dependente dos
deslocamentos nodais do sistema, ¢ calculado
como sendo a diferenca das forcas externas e
internas, como expressa a Eq. (24).

{R(D)} = {Fexe} = Fine(@)}  (24)

Aproximando o vetor {R(d)} através
de uma série de Taylor de 1* ordem, para um
incremento Ad, tem-se:

o{R(d)}

{R(d +Ad)} ={R(d)} + oD

{Ad}

Como apenas as forcas internas
dependem dos deslocamentos nodais, a
equagdo acima ¢ reescrita conforme a Eq. (25).

aFint (d)

({Fext} - {Fint (d)}) = —

— a S T
= ;L[B]e{a}dve

r9la}

e{O’}-l— [B e@) dVe> (25)

A formulagdo ndo linear exige a
consideracdo das deformagdes de segunda
ordem, representadas pelas deformagodes de
Green-Lagrange, as quais permitem relacionar
deslocamentos e deformacgdes de forma mais
abrangente (Rodrigues; Burgos; Martha,
2021). Essa relagao ¢ analisada através do
campo de deslocamentos, ilustrado na Figura 4
para o plano x-y e descrito pelas equagoes:

av(x) 27

u(x,y) = uo(x) -y

v(x,y) = vo(x) (28)



Analogamente, para o plano x-z:

ow(x)

u(x,z) = uy(x) + z (29)

w(x, z) = wy(x) (30)

Sejam &, € 1, as parcelas linear e ndo
linear das deformacdes de Green-Lagrange ao
longo do eixo x, tem-se:

_Ou_dug 0%v  0%*w
fxx T 5% T ox yaxz 2 ox?

w3 + ) +G) e

As demais deformagdes normais ao
eixo do portico, &,y € £,,, s30 desconsideradas,

e as componentes transversais  de
cisalhamento, ¥y, € Yy, 40 pequenas € podem

ser desprezadas. A deformacado do elemento &,
entdo, reescrita como:

{e} = {exx} +1{77xx}
= (&) = (IBo] + 3 [B.1) (@)

€2))

(33)

Reescrevendo a Eq. (32), tem-se:

(0w
ox
_1<6v {au ov aw}
o 2|ox| x ox ox
ow

\ox/

—1A 0
= {A}(6)

Onde {6}T = {4}.
Na sequéncia, pela regra da cadeia, a
derivada acima em funcao de & ¢ dada por:

U (Ou (ON,

ox 0§ 0§
ov o¢ | ov 0¢ | 0N,

J— = —r — ) = —

{ dx (396< 0¢ 696< a¢ ( {d}
w ow oN,,

\dx/ \9¢ \ 3¢ )

{4} = [G]{d} (34)

Comparando as equagdes (33) e (34), a
matriz [B, ] pode ser reescrita como:

[B.] = [G]{6} (35)

Sendo [G] a matriz de gradientes do
vetor campo de deslocamentos e {d} o vetor de
deslocamentos nodais do elemento.

Analisando separadamente o primeiro
integrando da Eq. (25), com base nas equagoes
(8),(9), (26) e (35), tem-se que:

a[Bl; = . 0[B.]¢
o {o} = o) {o}
R 6({9}[6])T{ }_6({9}T[G]T){ )
oty T ey ¢
9{4) o{[G1{d}}
~ (6] 5y (0} = [617 =5 = (o)
a[Bl; .
5 @ = 16re 66

Jé para o segundo integrando:

oo} _  pyr 9UDIBIAY

[B]Zm = [B] o}
d{o}
[B]gm— [B]"[D][B] (37)

Substituindo ambos os termos na Eq.
(25), pode-se reescrever o incremento de forgas
internas, dado por:

MR} _ N
T =_;<Ve([G]T{"}[G]

+ [B]T[D][B])dVe>

MR} <
0 ——;(Kawe) (38)




Onde K, ¢ a matriz de rigidez
geométrica, ou matriz de tensao inicial, e K, a
matriz de rigidez elastica, sendo dadas por:

K, = f BI'DIBIAY, (39
V,

e

K, = | [G]"{o}[G]dV., (40)

Ve

E a soma de ambas as parcelas ¢
chamada de matriz de rigidez tangente, Kr:

Kr =K, + K, (41)
Integracido numérica

Devido a complexidade dos termos que
compdem as matrizes de rigidez, a resolucao
por métodos analiticos pode ser ineficiente do
ponto de vista computacional. Desse modo, foi
adotada a integracdo Gaussiana para a
resolucdo de tais integrais.

De maneira simplificada, a quadratura
de Gauss-Legendre ¢ um método numérico
para a aproximacao de integrais definido com
base na escolha otimizada de pontos de
integracao (nds) e pesos associados (Suescun-
Diaz; Chala-Casanova; Goémez-Noguera,
2022).

O método consiste em aproximar uma
funcdo através de uma soma de n pontos de
integragdo, definidos em um novo dominio |[-
1, 1], tal que:

dt =~ i i 42
f_lf(t)t m;wﬂt) “2)

Onde w; e t; sdo o i-ésimo peso e ponto
de Gauss, respectivamente; e [J] € o Jacobiano
do novo dominio de integracao.

Sendo tal dominio definido como:

b—a a+b
x(t) = > t+ >

E sua respectiva derivada:

dx_b—a
dt 2

b—a
- dx :Tdt = [J]dt

No caso do MEF, as integrais a serem
modificadas sdo as expressas pelas Eq. (39) e
(40). Por se tratar de elementos de portico,
onde a dimensdo de interesse ¢ unicamente o
comprimento do elemento (eixo x local), as
integrais volumétricas apresentadas podem ser
simplificadas para uma unica dimensao. Isto
posto, para uma matriz volumétrica, K:

L
K= dve=j(fd,4>dx
Ve 0 A

Transformacao para o dominio padrio:
L L
x() =5+ 1) > dv = df

Assim, a integral no novo dominio ¢
dada por:

K=]_11<LdA>gd§ (43)

Ressalta-se que, como a matriz do
campo de deslocamento, [N], € a matriz
deformagdo-deslocamento, [B], dependem
diretamente da posicdo x ao longo do
elemento, seus termos devem ser avaliados nos
pontos de integragdo da quadratura de Gauss.

Métodos iterativos-incrementais

Como ja comentado, a fim de prever a
resposta estrutural nao linear, ¢ utilizado um
procedimento incremental-iterativo, sendo o
método de Newton-Raphson adotado neste
trabalho devido a sua eficiéncia computacional
€ acuracia.

A formulagdo do método admite
algumas abordagens distintas em relacdo ao
carater iterativo, como: Newton-Raphson
Completo e Modificado, ¢ Quase-Newton.
Além disso, o processo incremental pode ser
conduzido por meio do controle de
deslocamentos ou de cargas (Vasilescu, 2000).

Independentemente da formulagdo
adotada, todos os métodos visam determinar o
incremento de deslocamento em cada passo da
analise, {Ad}', até que o critério de
convergéncia estabelecido seja satisfeito.



Na abordagem de Newton-Raphson
Completo (NRC), a matriz de rigidez tangente,
[Kr], é recalculada a cada iteragdo e utilizada
na obten¢do do proximo vetor de incremento
de deslocamento. Essa abordagem tende a
proporcionar uma convergéncia mais rapida,
porém com um alto custo computacional.

No método de Newton-Raphson
Modificado (NRM), [K7] € recalculada apenas
no inicio de cada incremento (seja de carga ou
deslocamento). Assim, esse método precisa de
mais iteragdes até atingir a convergéncia,
contudo, com menor esfor¢o computacional.

Ja o método Secante (ou Quase-
Newton) busca um equilibrio entre eficiéncia e
custo computacional. Nesse caso, a matriz de
rigidez [K]**! ¢ atualizada com base na
posi¢do anterior da curva de equilibrio. Por
exemplo, cita-se o método conhecido como
BFGS (Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno)
(Nonlinear..., 2025). Os métodos podem ser
visualizados nas figuras a seguir.

Figura 5 - Representagdo grafica do Método de

Newton-Raphson Completo.
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Fonte: Nonlinear..., 2025.

Figura 6 - Representagdo grafica do Método de
Newton-Raphson Modificado.
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Figura 7 - Representagdo grafica do Método
Quase-Newton.
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Fonte: Nonlinear..., 2025.

Quanto aos métodos incrementais, ha a
subdivisao do vetor de forgas externas ou
deslocamentos nodais em  incrementos
menores até atingir o seu valor total. Essa
subdivisdo depende do grau de complexidade
da estrutura.

A precisdo da resposta estrutural obtida
por meio dos métodos mencionados esta
diretamente relacionada aos critérios de
convergéncia adotados, os quais podem
considerar deslocamentos, forcas, energia
interna ou uma combinacao desses parametros
(Vasilescu, 2000). Uma tolerancia de
convergéncia excessivamente alta pode
interromper as iteracdes prematuramente,
resultando em uma resposta estrutural
imprecisa. Por outro lado, tolerancias muito
baixas garantem maior confiabilidade na
solugdo, mas aumentam significativamente o
custo computacional.

A convergéncia dos deslocamentos,
forcas e energia interna ¢ definida a seguir:

Joa) y
ey = et 4
ey B
Iary) = et 4
o]

=R, 46
Jamg] = e o

Onde ||| representa a norma euclidiana
dos vetores correspondentes. Os numeradores
referem-se aos vetores de incremento na i-
¢sima iteragdo, enquanto os denominadores



referem-se aos valores acumulados de cada
variavel ao longo do processo iterativo. Os
parametros com subscrito “¢to/” correspondem
aos limites de tolerdncia estabelecidos para
cada critério de convergéncia

Matriz de transformacio

Todos os dados apresentados até o
momento referem-se as coordenadas globais
do elemento, ou seja, alinhadas paralelamente
ao eixo x global. No entanto, na maioria dos
casos, essa disposi¢cdo nao ocorre, visto que as
estruturas podem ter orientagdes diversas,
como verticais (pilares) ou inclinadas.

Assim, para representar o elemento
corretamente, necessita-se de uma matriz de
rotagdo, ou matriz de transformacdo, [T]. A
obtencdo da matriz de rotacdo envolve a
definicilo de uma nova base de vetores
ortogonais que representem a orientacdo de um
elemento no espago, a qual converte o
elemento das coordenadas globais para locais,
ou vice-versa.

Nota-se que as rotagoes podem
acontecer nos eixos X, y e/ou z, as quais
compdem a matriz de transformagdo. Para
determina-la, é necessario estabelecer trés
vetores mutuamente ortogonais que definam o
sistema de coordenadas local do elemento,
gerando uma matriz [R]3x3.

A primeira linha é composta pelo vetor
unitario do x local (Ax), a segunda pelo vetor
unitario do y local (Ay) e, por fim, a terceira
pelo vetor unitario do z local (A;). Algumas
consideragdes sdo necessarias (Parreiras,
2019):

e O eixo x local ¢ o eixo que liga o n6
inicial ao final do elemento finito;

e O eixo y local ¢ sempre perpendicular
ao eixo x local e z global;

e Oeixo zlocal é perpendicular aos eixos
x ey locais.

A primeira linha ¢ composta pela
diferenca das coordenadas entre os nos inicial
¢ final normalizada. Seja u; = (Xi Yi Z;),
U = *r Yr Zf)elAu= U — U;, tem-se:

Au
|| Au|

Ay = (47)

Para garantir a ortogonalidade com Ax,
o vetor Ay ¢ definidko em um plano
perpendicular a Ax. Esse vetor pode ser
calculado utilizando o produto vetorial entre Ax
e um vetor arbitrario que nao seja paralelo a ele
(geralmente, o vetor z global ¢ utilizado, ou
k =10,0,1]).
O vetor Ay ¢, entdo, normalizado:

k X Ay

Ay = —— 48
YN 4o
Por fim, o vetor A, ¢ obtido a partir do
produto vetorial entre Ax € Ay:

Ay =2y X Ay (49)

Caso o vetor A, seja paralelo ao eixo z
global, o vetor do eixo y local ¢ igualado ao
global, tal que A, =1[0,1,0], realizando
analogamente o produto vetorial expresso na
Eq. (49).

A matriz de rotagdo ¢, entdo, dada pela
Eq. (50), a qual compde a matriz de
transformacao, [T], conforme a Eq. (51).

A1 Axz Axs
[R] = Ay,l Ay,z Ay,3 (50)
/12,1 /12,2 /12,3
[R] 0 0 O
o Rl o o
0 0 0 [R]

Onde todos os termos sdo compostos
por matrizes 3x3.

Analise de estabilidade estrutural

Esforcos axiais, como forcas de
compressdo, influenciam os deslocamentos
laterais em pilares e podem causar
deslocamentos indesejdveis em chapas e
cascas, enquanto forg¢as de tragdo tendem a
reduzir esses efeitos. Avaliar o impacto de
cargas axiais requer uma analise nao linear
geométrica com as equagdes de equilibrio
formuladas na configuracao deformada. Essa
abordagem, que considera  grandes
deslocamentos e pequenas deformagdes, ¢



eficaz para estimar a carga critica de
flambagem (Vaz, 2011).

A Eq. (41) representa a contribuicao
das matrizes de rigidez elastica e geométrica.
Contudo, a relacdo entre as matrizes ¢ nao
linear, visto que K, depende da tensdo que, por
sua vez, depende dos deslocamentos axiais
encontrados (Vaz, 2011). Para grandes
deslocamentos, substituindo a Eq. (41) na Eq.
(11), obtém-se a Eq. (52).

(K. + K;)Ad = Af (52)

Para que ocorra a flambagem elastica
em uma estrutura, calcula-se um fator A que
deve ser aplicado as cargas nodais, f, para que
a estrutura produza deslocamentos nao triviais,
Ad # 0, mesmo sem incrementos nas cargas
atuantes, isto é, Af = 0. Assim:

(K, + AK;)Ad =0 (53)

Tal problema representa um sistema de
n autovalores A e n autovetores, sendo »n a
dimensdo da matriz de rigidez. O menor valor
de A calculado ¢ o fator de carga critica, € o
autovetor associado a este representa os
deslocamentos da estrutura. O problema pode
ser visualizado graficamente na Figura 8.

Figura 8 - Carga critica de flambagem.
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Fonte: Vaz, 2011.

METODOLOGIA

A presente se¢@o descreve os métodos,
ferramentas e etapas seguidas para o
desenvolvimento da ferramenta computacional
e a analise estrutural ndo linear geométrica de
estruturas tridimensionais. A implementagdo
do Método dos Elementos Finitos (MEF) foi
realizada em linguagem Python, utilizando
algoritmos especificos para a discretizacao da

estrutura, a resolucdo das equagdes de
equilibrio e a visualizac¢do dos resultados.

Todo o cédigo foi realizado utilizando
a versdo mais recente disponivel do Python
(3.13.2), com bibliotecas como NumPy, Scipy,
e PyVista, permitindo a gera¢do de graficos
interativos e a manipulagdo eficiente de dados
estruturais.

Estrutura do cédigo

O programa desenvolvido foi nomeado
SimuFrame (Simulation Frame), sendo
dividido em trés mddulos principais:

1. Pré-processamento:

a. Definicdo da geometria da
estrutura e das propriedades dos
elementos;

b. Discretizagdo dos elementos e
obtencdo da  matriz de
transformacao, [T];

c. Montagem do vetor de forgas
externas, {F};

d. Construcao da matriz de rigidez
global elastica, [K.], e
aplicacdo das condigdes de
contorno.

2. Processamento computacional:

a. Obtencao dos esforcos internos
e deslocamentos nodais através
da resolucdo do sistema
apresentado na Eq. (12);

b. Construgdo da matriz de rigidez
geométrica, [K,], e obtengdo
dos modos de flambagem,;

c. Aplicagio do Método de
Newton-Raphson ~ Completo
(NRC) para obtengdo dos
deslocamentos ndo lineares e
seus respectivos esforcos;

d. Armazenar todos os dados dos
elementos  para  posterior
plotagem.

3. Pos-processamento
a. Geracdo de wuma interface
grafica (GUI) por meio da
biblioteca oficial do PySide6,
permitindo ao usuario
selecionar os esforcos e/ou



deslocamentos a serem
visualizados;

b. Exibicao dos graficos
tridimensionais com controle
interativo de escala e
parametros de analise;

c. Tabela de comparacao dos
resultados linear e ndo linear
(esforgos e deslocamentos).

Validacao

A partir dos dados obtidos, foram
analisadas diferentes estruturas de referéncia,
desde elementos simples, como vigas e pilares,
até sistemas estruturais mais complexos, como
porticos e treligas espaciais. O objetivo dessas
analises  foi  validar a  ferramenta
computacional desenvolvida, comparando os
resultados obtidos com aqueles gerados por
softwares comerciais amplamente utilizados,
como ANSYS, Abaqus e o Robot Structural
Analysis (RSA).

Primeiramente, foram comparados os
deslocamentos nodais para avaliar a precisao
do método implementado, confrontando os
resultados obtidos pelo cddigo desenvolvido
com as solugdes fornecidas por softwares
comerciais. Essa comparagdo abrangeu tanto a
analise linear como a ndo linear geométrica,
permitindo verificar a aderéncia dos valores
calculados.

Além disso, foi realizada a analise de
estabilidade estrutural para determinar os
modos de flambagem e suas respectivas cargas
criticas. Os resultados foram comparados
diretamente com os fornecidos pelos softwares
de referéncia, possibilitando a avaliagdo da
eficiéncia do programa proposto neste estudo.

Dessa forma, busca-se garantir que a
metodologia empregada forneca resultados
coerentes e representativos da realidade
estrutural, possibilitando sua aplicagdo em
diferentes cenarios de analise.

RESULTADOS E DISCUSSOES
Para garantir a precisao dos resultados,

todas as verificagoes foram realizadas com
base em softwares comerciais amplamente

utilizados na engenharia estrutural. O ANSYS
destacou-se por sua abordagem intuitiva e
abrangente, consolidando-se como uma das
ferramentas mais completas para uso
académico. O Abaqus, por sua vez,
demonstrou maior coeréncia com a
metodologia adotada neste estudo, sendo
utilizado principalmente para determinar os
deslocamentos na estrutura deformada. Ja o
RSA, embora apresente limitagdes na andlise
ndo linear, serviu como referéncia para a
validacdo dos resultados obtidos tanto na
analise linear quanto na nao linear, além dos
esforcos internos. A comparagdo abrangeu
deslocamentos ¢ esforgcos na estrutura
deformada, assegurando a confiabilidade da
solucao proposta.

Para as analises de estabilidade
estrutural, todos os programas mencionados
foram utilizados para comparar as 5 menores
cargas criticas de flambagem.

Os parametros da integragdo numérica
pela quadratura de Gauss-Legendre foram
mantidos constantes em todas as estruturas
analisadas. Para o comprimento do elemento
(eixo x local), adotaram-se trés pontos de
integragdo, assegurando maior precisdo na
determina¢do do campo de deslocamento,
descrito por uma fungao cubica.

No método de Newton-Raphson
Completo, adotaram-se critérios de
convergéncia baseados tanto na forga quanto
nos deslocamentos, ambos com uma tolerancia
minima de 1.10°. O niimero de incrementos de
carga ¢ adaptavel, sendo inicialmente definido
como 3.

Viga biapoiada

Inicialmente, foi analisada uma viga
biapoiada de 8 metros de comprimento, feita
de concreto com secao transversal de 20 x 40
cm, submetida a uma carga distribuida de 100
kN/m, conforme ilustrado na Figura 9a. A
Figura  9b  representa a  estrutura
tridimensional. A magnitude da carga foi
aumentada intencionalmente para destacar os
efeitos da ndo linearidade geométrica. Adotou-
se um modulo de elasticidade de 27000 MPa e
um coeficiente de Poisson de 0,2.



Figura 9 - Representagdo da viga biapoiada gerada pelo a) matplotlib ¢ b) PyVista.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Sob tais condi¢des, o deslocamento
linear maximo no centro da viga ¢ dado
segundo a Figura 10, acompanhado da
distribuicdo dos deslocamentos na regido
inferior direita. J4 a Tabela 1 apresenta a
comparacao entre os resultados obtidos pelo
codigo desenvolvido e aqueles fornecidos por
softwares comerciais, destacando a diferenca
percentual entre as solugdes e demonstrando a
precisdao da metodologia adotada.

Figura 10 - Deslocamento linear maximo da viga
biapoiada, em metro (fora de escala).
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Tabela 1: Deslocamentos linecares da viga
biapoiada.
Fonte dmax (cm) | Diferenga (%)
SimuFrame | 18,519 —
Abaqus 18,519 0,00

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

ANSYS 18,623 -0,56
RSA 18,519 0,00

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Todos os deslocamentos obtidos foram
precisos, com exce¢dao dos resultados do
ANSYS, que apresentaram  pequenas
diferencas devido ao modelo estrutural
empregado, baseado na Teoria de Timoshenko,
a qual inclui a deformacao por cisalhamento

Viga biopciada

em sua analise. Essas diferengas, no entanto,
ndo comprometem a precisdo dos resultados,
uma vez que s3ao consistentes com a
abordagem teorica adotada pelo software.

Ja os deslocamentos ndo lineares foram
determinados por meio de uma analise
iterativa-incremental, cuja precisdo depende
diretamente do numero de elementos na malha.
A Figura 11 mostra a relacdo entre o
deslocamento méaximo e o nUmero de
elementos, destacando como o aumento
progressivo de elementos resulta na
convergéncia dos resultados. Isso reforga a
necessidade de equilibrar precisdo e custo
computacional durante a modelagem.

Figura 11 - Comparagdo do deslocamento ndo
linear da viga biapoiada.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Percebe-se que a convergéncia dos
resultados ocorreu em torno de 32 elementos,
com o ANSYS apresentando o maior
deslocamento maximo, equivalente a 13,732
cm, em virtude da inclusdo da parcela de
deformacao por cisalhamento. O RSA, por sua
vez, resultou em 13,676 cm.

Em contrapartida, tanto o cddigo
autoral quanto o Abaqus convergiram para
valores muito proximos, com deslocamentos
maximos de 13,663 cm e 13,654 cm,



respectivamente. Essa diferenga percentual de
apenas 0,066% entre os dois resultados pode
ser atribuida a nuances nas formulacgoes
numéricas, visto que, segundo a documentag¢ao
do software, ¢ utilizada uma formulagao
corrotacional para a NLG, diferente da
abordagem deste artigo.

Pilar engastado

A andlise de estabilidade estrutural foi
realizada através do estudo cldssico de
flambagem em pilares. Adotou-se um pilar
circular de concreto com 6 m de altura e raio
de 10 cm, mantendo as propriedades do
material definidas no exemplo anterior.

Uma carga unitaria foi aplicada no topo
do pilar, enquanto sua base foi engastada. Essa
configuragdo permite uma comparacao direta
entre os resultados computacionais e a solugdo
analitica fornecida pela teoria de Euler.

A carga critica de flambagem depende
da secdo transversal, material € comprimento
do pilar, tal que:

p _nZ-E-I
cr — 12
Ly

Tabela 2: Cargas criticas de flambagem para o pilar.

Onde:
r4
L, =1, =T['I= 78,54 - 107° m*
Ly=2-L=12m
n?-2,7-107 -78,54-107°
= Py =

122
s P,y = 145,342 kN

Portanto, para que ocorra a flambagem
do pilar sob as dadas condi¢des, ¢ necessaria
uma carga minima de 145,342 kN.

Inicialmente, a estrutura foi modelada
sem discretizagdo, considerando um tUnico
elemento com comprimento total de 6 m.
Posteriormente, a estrutura foi subdividida em
8 elementos para avaliar a convergéncia dos
resultados.

As cargas criticas de flambagem
correspondentes aos cinco primeiros modos,
obtidas tanto pelo codigo desenvolvido quanto
pelos softwares comerciais, estao apresentadas
na Tabela 2.

Modo 1 elemento 8 elementos
SimuFrame | Abaqus | ANSYS | RSA | SimuFrame | Abaqus | ANSYS | RSA
1 146,435 146,440 147,150 146,435 145,342 145,340 144,970 145342
2 146,435 146,440 147,150 146,435 145,342 145,340 144,970 145342
3 1895,600  1895,600 3342,200 1895,600 | 1308,292  1308,300 1300,200 1308,091
4 1895,600  1895,600 3342,200 1895,600 | 1308,292  1308,300 1300,200 1308,091
5 — — — — 3638,015  3638,000 3591,800 3633,840

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Na primeira andlise, observa-se que,
embora os resultados sejam proximos entre si,
nenhum deles atinge exatamente o valor
tedrico. Em particular, o ANSYS apresenta
uma discrepancia significativa, possivelmente
devido a utilizagdo de uma rotina de calculo
distinta dos demais softwares, o que pode
envolver diferentes formulagcdes numéricas,
métodos de resolugdo ou consideracdes
adicionais, como os efeitos de cisalhamento.

J& na segunda andlise (8 elementos),
verifica-se que, com exce¢dao do ANSYS,
todos os programas convergiram para o
resultado tedrico. Isso sugere que, a medida

que a discretizacdo do elemento aumenta, a
acuracia na determinacdo da carga critica
também se aprimora.

Além disso, nota-se a recorréncia de
pares de cargas criticas idénticas. Esse
comportamento estd diretamente relacionado a
simetria da estrutura, uma vez que, em relagdo
aos eixos y € z, os momentos de inércia sao
equivalentes, permitindo que a flambagem
ocorra de maneira similar em ambas as
dire¢des.

A Figura 12 demonstra como ¢ o
primeiro modo de flambagem, acompanhado
dos deslocamentos.



Figura 12 - Primeiro modo de flambagem do pilar
engastado (A = 145,342); dados em metros.
Max: 2.205
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Portico espacial

Em seguida, foi analisado um portico
espacial composto por vigas e pilares de secdo
20 x 40 cm, conforme ilustrado na Figura 13.
Os pilares possuem altura de 3 m, enquanto as
vigas t€ém comprimento de 5 m. Todas as bases
sdo engastadas.

Figura 13 - Representagdo do portico espacial
(SimuFrame).

2PN

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

As vigas foram submetidas a um
carregamento  distribuido de 20 kN/m,
enquanto as vigas e pilares posteriores sofrem
influéncia do vento, considerando-se uma
carga de 10 kN/m (Figura 14).

Figura 14 - Representagdo dos esforcos atuantes
sobre o portico (SimuFrame).

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Este exemplo teve por objetivo validar
os esfor¢os internos, deslocamentos maximos
ndo lineares e cargas criticas de flambagem,
abrangendo todos os aspectos estruturais
relevantes.

Os esforgos podem ser representados
de duas formas principais: por graficos de
barras, comum em softwares como Ftool e
RSA, ou por mapas de cores, amplamente
utilizados em softwares de elementos finitos,
como Abaqus e ANSYS.

Na Figura 15, ¢ apresentado o grafico
de barras dos momentos em relagdo ao eixo z
(Mz), enquanto a Figura 16 o representa em
mapa de cores.

Figura 15 - Representagdo de Mz por grafico de
barras (SimuFrame).

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



Figura 16 - Representacdo de Mz por mapas de
cores (SimuFrame).
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A partir das figuras, observa-se que os
momentos maximo e minimo sdo 58,701
kN.m e -103,274 kN.m, estando o eclemento
tracionado na face superior ou inferior,
respectivamente. Os resultados obtidos pelo
RSA sdo apresentados na Figura 17.

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Figura 17 - Representacdo de Mz pelo RSA.
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Fonte: RSA (AutoDesk, 2025).

Os momentos fletores extremos obtidos
foram de -103,275 kN.m (méaximo negativo) e
58,596 kN.m (maximo positivo), valores que
corroboram a precisdo da andlise linear
realizada pelo programa desenvolvido.

Para a andlise de flambagem,
determinaram-se os cinco primeiros modos de
instabilidade, adotando-se uma discretizacao
de 16 elementos. O ANSYS foi excluido desta
comparacdo devido a incompatibilidade
metodologica com a abordagem teorica
empregada no estudo. O comparativo esta
expresso na Tabela 3.

Tabela 3: Cargas criticas de flambagem para o
ortico espacial.

Modo | SimuFrame | Abaqus RSA
1 24,814 26,077 24,814
2 36,381 36,343 36,386
3 39,848 40,082 39,850
4 50,650 50,157 50,654
5 57,901 57,886 57,418

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Nota-se que a carga critica minima foi
idéntica a obtida pelo RSA. O Abaqus, todavia,
apresentou um valor relativamente distante dos
demais para o primeiro modo de flambagem,
aproximadamente 5,09% superior. Em analises
subsequentes, com um  refinamento
progressivo da malha, observou-se uma
tendéncia de reducdo dos autovalores
calculados pelo Abaqus. Esse comportamento
resultou em um valor minimo de 25,836 para
24 subdivisoes dos elementos, evidenciando a
convergéncia dos resultados do Abaqus em
direcdo aos valores obtidos pelo codigo autoral
e pelo RSA. Com essa ultima convergéncia, a
diferenga foi reduzida para 4,12%. O
refinamento ndo pdde avancar devido as
limitagdes da versao estudantil.

Por fim, os deslocamentos ndo lineares
foram obtidos de maneira similar. O
refinamento da malha foi limitado a 20, com os
resultados expressos na Figura 18.

Figura 18 - Comparagdao do deslocamento ndo
linear do portico espacial.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Nesse exemplo, os resultados obtidos
pelo RSA e Abaqus convergiram para um
deslocamento de 2,904 cm, enquanto o
programa desenvolvido apresentou um valor
de 2,902 cm, resultando em uma diferenga de
apenas 0,069%.



Por outro lado, o RSA demonstrou
maior aderéncia aos resultados esperados em
situagdes em que a diferenca entre o0s
deslocamentos linear e nao linear ndao ¢é tdo
expressiva, como observado neste caso, onde o
deslocamento linear foi de 2,806 cm.

Trelica espacial

Por fim, foi analisada uma trelica
espacial representando uma passarela metalica
de 20 metros de comprimento, com largura e
altura de 2 metros. A estrutura ¢ composta por
se¢oes tubulares de 10 cm de didmetro ¢ 1 cm
de espessura, em aco CA-50 (E = 210.000
GPa). Os n6s foram distribuidos a cada 2
metros em todos os eixos, garantindo
elementos de mesmo comprimento, exceto as
diagonais. As extremidades dos banzos
inferiores foram apoiadas, com todos os nos
rotulados.

Adotou-se um carregamento ficticio,
aplicando 30 kN nos nds dos banzos inferiores
e 15 kN nos superiores. O objetivo foi validar
os deslocamentos lineares e ndo lineares da
estrutura treligada.

A estrutura ¢ indicada nas figuras
abaixo, com as deformagdes linear e nao linear
representadas nas Figuras 21 e 22.

Figura 19 - Representacdo da trelica espacial
(SimuFrame).

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Figura 20 - Representagdo dos esforcos atuantes
sobre os nos da trelica (SimuFrame).
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Figura 21 - Deformagao linear da trelica espacial
pelo SimuFrame (fora de escala).
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Figura 22 - Deformacdo ndo linear da trelica
espacial pelo SimuFrame (fora de escala).
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Os deslocamentos maximos obtidos
foram de 3,675 cm para a analise linear e 3,735
cm para a analise ndo linear. Devido a maior

Fonte: Elaborado pelo proprio autor.



escala da estrutura em comparagdo ao portico,
a limitagdo no nimero de ndés no Abaqus
tornou-se ainda mais restritiva, permitindo
apenas duas subdivisdes. Essa restricdo
resultou em um deslocamento linear de 3,675
cm e um deslocamento nao linear de 3,731 cm,
com uma diferenga de apenas 0,11% em
relagdo ao programa desenvolvido.

Essa pequena discrepancia pode ser
atribuida a formulagdo corrotacional do
Abaqus, que ajusta o sistema de coordenadas
local conforme a deformagao do elemento. Isso
pode gerar pequenas variagcdes em relagcdo aos
métodos convencionais.

No entanto, o resultado ja se mostrou
satisfatorio, uma vez que a discrepancia ¢é
praticamente desprezivel.

No RSA, a convergéncia ndo foi
alcancada, mesmo apds ajustes nos parametros
incrementais da analise.

Tempo de processamento

Apesar da precisdo satisfatoria obtida
com o programa autoral, algumas limitagoes
foram identificadas, principalmente no que diz
respeito a eficiéncia computacional. O Python,
embora pratico e de facil utilizagdo, apresenta
restri¢des quanto ao uso de multiplas threads
da CPU, o que dificulta a execu¢do de calculos
dindmicos  simultdneos para  diversos
elementos, possivel em linguagens como o
C++. Além disso, por ndo utilizar nativamente
a GPU para calculos numéricos, o
processamento torna-se mais lento a medida
que o niamero de elementos aumenta.

Na Figura 23 representam-se os tempos
de execugdo do poértico espacial em fungdo da
discretizagao estrutural.

Figura 23 - Tempo de execugdo para diferentes
niveis de discretizacdo do portico espacial.
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Fonte: Elaborado pelo proprio autor.

Observa-se que o tempo computacional
cresce exponencialmente com o aumento do
numero de elementos. Entretanto, malhas
extremamente refinadas - como no caso
analisado com 256 divisdes - geralmente nao
sdo0 necessarias para a maioria das aplicagdes
praticas em analise de porticos espaciais.

CONCLUSOES

Os resultados obtidos ao longo deste
estudo evidenciam a precisdo e confiabilidade
do método implementado para a analise de
estruturas tridimensionais considerando a ndo
linearidade geométrica. A validagdo incluiu
comparagdes com solugdes analiticas e
softwares como Abaqus, ANSYS e RSA.

Na viga biapoiada, os deslocamentos
lineares apresentaram plena convergéncia,
enquanto os ndo lineares diferiram em apenas
0,066% em relagao ao Abaqus, demonstrando
alta precisdo. Para o pilar engastado, a solucdo
convergiu com oito elementos, alinhando-se
aos resultados teoricos e aos demais softwares,
exceto pelo ANSYS, que mostrou maior
discrepancia.

No estudo do portico espacial, os
esforcos internos foram consistentes com os
valores fornecidos pelo RSA, incluindo a carga
critica de flambagem. O Abaqus, por sua vez,
se distanciou dos demais nesse aspecto.
Quanto aos deslocamentos nao lineares, a
diferenca em relagdo ao Abaqus e ao RSA foi
aproximadamente desprezivel (0,069%).

Ja na trelica espacial, a diferenca nos
deslocamentos nao lineares foi de apenas
0,11%, potencialmente menor sem as
limitagdes do Abaqus estudantil. Embora os
deslocamentos lineares convergiram em todos
os programas, o RSA falhou na convergéncia
nao linear.

Desse modo, os resultados demonstram
que o SimuFrame apresenta validacao
consistente tanto tedrica quanto computacional
frente a softwares comerciais, com resultados
consistentes para deslocamentos, esfor¢os
internos ¢ modos de flambagem. Limitagdes
computacionais  surgem em  modelos
excessivamente discretizados, mas o método
prova-se eficaz e precisa para analises nao
lineares de porticos espaciais.
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