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Resumo

Utilizando ferramentas de Anadlise Funcional e Topologia, estudamos equagoes que
descrevem o campo velocidade de um fluido viscoelastico, homogéneo, isotropico
incompressivel tridimensional. Para garantir a existéncia e solucao branda do problema
proposto, foi estudado o comportamento da familia resolvente associada ao operador de

Stokes em espacos de poténcia fracionaria.

Palavras-chave: Fluido Viscoeldstico. Solugcao branda. Resolvente. Operador de Stokes.



Abstract

Using Functional Analysis and Topology tools, we study equations that describe the
velocity field of a three-dimensional incompressible, homogeneous, isotropic viscoelastic
fluid. To guarantee the existence and mild solution of the proposed problem, the behavior
of the solving family associated with the Stokes operator in fractional power spaces was

studied.

Keywords: Viscoelastic fluid. Mild solution. solving. Stokes Operator.
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Introducao 9

Introducao

Segundo |Priiss| (2013), se considerarmos um fluido viscoelastico incompressivel
isotrépico e homogéneo que ocupa uma regidao €2, o campo velocidade u(t,z) do fluido

¢ governado pelas seguintes equacoes

(

t
w(t, ) = / da(T)Au(t — 1,2) — Vp(t,z) + h(t,z), t >0, x € Q,
0

div(u)(t,z) =0, t >0, z € Q, (1)
u(t,z) =0, t >0, x € 0N

u(0,2) = ug(x), z € 0,

\

utilizando as condicoes de contorno antiderrapantes, isto é, a velocidade é nula na fronteira
de Q; aqui p(t, ) denota a pressao hidrostatica no fluido, h representa uma forca externa,
por exemplo a gravidade, e o nucleo da(t) é o médulo de cisalhamento. A equagao
div(u)(t,z) = 0, t > 0, x € Q, é consequéncia do fluido ser incompreensivel. O caso
a(t) = ap para t > 0 corresponde a um fluido Newtoniano com viscosidade ag > 0, e
torna-se entao o bem conhecido sistema linear de Navier-Stokes.

Ainda segundo o [Priiss (2013)), materiais lineares isotrépicos e homogéneos sao
descritos por meio de duas funcoes materiais, o modulo de cisalhamento da e o médulo de
compressao db. Se o material é além disso sincrono ou incompressivel, apenas o médulo
de cisalhamento é necessario. Vamos mencionar brevemente alguns modelos padrao bem

conhecidos:

(i) Sélido de Hookean

(ii) Fluido Newtoniano
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(iii) Sélido de Kelvin-Voigt

1
a(t) = v+ put, k(t)==(1—e ") t>0.
U

(iv) Fluido de Maxwell

1 1
H=v(l—e ™" kit)==+= t>0.
a(t) =v(l —e "), k(1) /L+r/ >

(v) Sélido Poynting-Thompson

—ut)v ~1 1 ke
a(t) = pot +v(1 —e "), k(t) = g [1 — p(po + ) e viFmo) |t > 0.

(vi) Material Tipo-Poténcia

to 11—«

)=t M= e

t>0 0,1).

A partir dessa discussdo, sendo  C R?® um dominio limitado suave, consideraremos a

seguinte familia de equagoes de Volterra nao-lineares

;

t
up = / dga(s)Au(t —s,x) = Vp+h— (u-V)u, em (0,00) x €2,
0

div(u) =0, em (0,00) x €, (2)
u =0, sobre (0,00) x 0f2,

L U(O,l‘) = Uo(x)a em €2,

a

t
I'(l+ )

particularmente interessados na teoria de existéncia, unicidade, regularidade e continuacao

em que p e h sdo fungdes dadas, 0 < a < 1 e gu(t) = , t > 0. Estamos
de solucoes para o problema acima. Note que quando 0 < a < 1, dg,, denota o médulo de
cisalhamento de um material Tipo-Poténcia. Por outro lado, o caso a = 0 corresponde ao

fluido Newtoniano com viscosidade 1, e o problema ([2)) torna-se as equagoes de Navier-
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Stokes
u=Au—Vp+h—(u-V)u, em (0,00) x Q,
div(u) =0, em (0,00) x €,

\ (3)
u =0, sobre (0,00) x 09,

\ u(0,z) = up(x), em €,

Neste trabalho, desejamos discutir a existéncia e unicidade de solugao para o problema
em L?*(Q,R3). Nossa estratégia serd reescrever o problema cOmo uma equagcao

integral em um espago de Hilbert adequado. Consideremos a projecao ortogonal
P: L*(Q,R%) — H,,

em que H, é o fecho de {u € C*(Q,R3) : div(u) = 0,u-n = 0} em L*(,R?). Aqui, n
representa o campo normal unitario apontando para fora de 9. O problema pode ser

visto como uma equacao integral de evolucao abstrata sobre H, dada por
t t t
u(t) = / Ga(t — s)Au(s)ds +/ Ph(s)ds — / P(u(s) - V)u(s)ds +ug, t>0, (4)
0 0 0
em que A : D(A) C H, — H, é o operador de Stokes A = PA com dominio
D(A) = H*(Q,R*) N {u € Hy(Q,R?) : div(u) = 0}.

Suponhamos por um momento que u : [0,00) — H, satisfaz . Aplicando a

transformada de Laplace formalmente, obtemos
t t t
L(ul) = £ / ga(t — s)Au(s)ds —|—/ Ph(s)ds — / P(u(s) - V)u(s)ds + ug
0 0 0
Como a transformada de Laplace ¢ uma aplicagao Linear obtemos

u\) = &£ (/0 ga(t—s)Au(s)d8> +<£ (/0 Ph(s)ds) -% (/o P(u(s)~V)u(s)ds> + £ (u)

portanto

a(N) = A L(galt — s)Au(s)) + A L(Ph(s)) + A7 L(P(u(s) - V)u(s)) + A ug
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em que F(u) = —P(u- V)u. Obtemos entao
a(N) = A" AQUN) + XTPR(N) + ATTE() + A

dai
a(X) = A"IFDAGN) = XEPR(A) + ATTE(N) + Al

que equivale a

(1 = A9 A)a(N) = A PAN) + F(A) + uo)
e concluimos que

ATAFIOFY — A)i(N) = ATHPA(A) + F(N) + ).

Tomando AT € p(A), entao

~

A(N) = AT = A)TIATPR(N) + F(A) 4 ol
isto é
A(A) = XA — A)TEPR(N) + XYM — A)TEE(A) 4+ A (A — A) L.
Usando a transformada inversa de Laplace, deduzimos que
t t
u(t) = Eo(tA)ug —|—/ E.((t — s)A)F(u)(s)ds +/ E.((t —s)A)Ph(s)ds, t >0,
0 0

em que E,(tA) é a transformada inversa de A*(A\1*® — A)7! se t > 0, e E144(04) := IF|
Na préxima Sec¢do, mostraremos que esta fungao estd bem definida para todo a € [0, 1).
Motivados pela discussao acima e pela literatura relacionada, ver por exemplo

(PRUSS, 2013)), adotaremos o seguinte conceito de solugao do problema :
Definicao 0.1. Seja 7 > 0.

(i) Uma funcao u : [0, 7] — H, é chamada solu¢do branda do problema (4)) em [0, 7] se

2] denota o operador identidade.
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u € C([0,7]; H,) e para todo t € [0, 7]
u(t) = Eu(tA)ug + /0 E.((t —s)A)F(u)(s)ds + /0 E.((t — s)A)Ph(s)ds.

(ii) Uma funcdo u : [0,7) — H, é chamada solu¢ao branda do problema em [0, 7)

se para qualquer 7’ € [0, 7), u é uma solu¢ao branda para em [0, 7'].

Nossos principais propdsitos sao determinar condicoes suficientes para existéncia e
unicidade de solugao branda do problema , analisar a possivel continuacao desta solugao

para um intervalo maximal de existéncia, e seguiremos as ideias apresentadas em [Silva

(2015) e |Andrade, Viana e Silva; (2021)).
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Capitulo 1

Sobre a familia resolvente associada

ao operador de Stokes

Este capitulo é dedicado a demonstrar as principais propriedades da familia de
operadores {FE,(tA)}i>0. Primeiro demonstraremos sua boa defini¢do, uma limitagao
uniforme, bem como sua continuidade forte, quando definidas sobre o espaco H,. Em
seguida, demonstraremos sua boa definicao nos espacos de poténcia fracionaria, uma
limitagao e também sua continuidade forte nesses espagos, ressaltamos que nesses espagos
a limitacao pode nao ser uniforme em relagao ao tempo.

Antes de provar o resultado de boa definicio da familia {E,(tA)}i>0, precisamos
fazer algumas consideragoes sobre o resolvente do operador de Stokes, bem como sobre o
caminho no qual a integral da transformada inversa de Laplace foi aplicada ao definir a
familia {E,(tA)}+>0. Primeiro ressaltamos que segundo o (PRUSS, 2013), o operador de
Stokes definido sobre o espago que aqui tratamos, é autoadjunto e semidefinido positivo,
e como L? é um espaco de Hilbert, o espectro do operador estd contido na semirreta real
negativa, dessa forma, os pontos do plano complexo fora da semirreta real negativa esta

no resolvente do operador A.

Seja A: D(A) C H, — H, o operador de Stokes A = PA com dominio

D(A) := H*(Q,R*) N {u € Hy(Q,R?) : div(u) = 0}.

(1+a)w
2

Sendo « € [0, 1), considere 7y € ( ,7r> tal que

Xy = A{A € C\ {0} : Jarg(N)| <mo} C p(A),
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H()‘ - A)_1||L(5fa75fa) < O|)‘|_17 VA€ E7707

para alguma constante C' > 0. Seja n € (%, 11_001) ; note que se arg(\) = 7, entao, pela
férmula de potenciagao de De Moivre, arg(A'™*) = (1 + a)arg(\) = (1 + a)n < 1. Ou
seja, se arg(\) = 7, entdo A1t € B, C p(A) e (A — A) 7Y zme, 90,) < CIAEFY), ver

Figuras [I.1]e [I.2]

Figura 1.2: Mapa A7,

Proposicao 1.1. Considere a € [0,1). A fungdo

1
—/ AN — A)THdN, set >0,
Ea (tA) = 2m Ha

1, set =0,

(1.1)
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em que Ha € um caminho de Hankel adequado e I € o operador identidade, estd bem

definida e existe uma constante M > 1 tal que
| Ea(tA)x]|s, < Mlxla,,

para quaisquert >0 e x € H,.
Demonstragio. Parar >0en € (3, {2) seja

1
E,(tA) := —/ AN — AT\, >0,
Ha

27

em que Ha é o caminho de Hankel

Ha = Ha(r,n) = {se”:r<s<oo}U{re”:|s|<nlU{se ™ :r<s<oo}

= HQ1+HCL2—HCL3.

Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = %, entao

e Sobre Hay
1 AMya/y 1+ —1

— A (AT — A) " wdA
271 Jga, 5,
1 © . . .

— 2_ / ese"tsaema((sem)LHx_A)fleml_ds
s % 5,
1 & int : . 1 —1 .

< 2—/ e Hlse™ | ((se™) ' — A) " lac, le™|[[2]sc, ds
m™J1
BT } A

< o [ e s s ) e ol s
)y
C [ a . .

< g [l e et e ds
T t
C o0

— 2_/ GStCOSnS_1d$||$||g{U
)y
C 0 C cosn

< o [ ermdshol, = o el
2m J1 27 | cos |

e Sobre Has
)i / AN — A)1zd)
21 Has *,
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1 n o A A .
= 5 / e (re)* ((re’) T — A)lrie*zds
TS = Ho
1 K retst is\a is\ 1+« -1 . 1S
< 3 _n|€ (re™) ([ ((re"*) "™ — A) " la, |rie® [[|2[ls, ds
< 2£ n |6r(6055+isms)t"T6i5|a|7”€i5’_(1+a)‘Ti6i8|d8’|l‘”g{6
T J—y
_ 2_ |€rcosstHezsmst|’r|a’ezs‘a|r‘—(1+a)’ezs|—(1+a)|r‘|Z~ezs’d8‘|x”%g
T J—n
C n
_ %/ €COSS7"1+a7“_a_1d8||.Z’||j{J
-n
C K cos s
S d
s | sl
C n
< — d
S
C
= 2 .
el

e Sobre Hag procedemos como em Hay.

Tomando M > max{M;j, 1}, em que M; é a soma de todas as cotas obtidas acima,
deduzimos que E,(tA) estd bem definido para cada t > 0.

Vamos mostrar agora que a integral em ¢ independente de r > 0 e de
n e (g, ITJF—O&) Considere r, 7" € (0,00) e n,7 € (7—2r, li—oa), sem perda de generalidade,

suponha que 7 > n e r > r'. Seja D a regiao entre as curvas Ha(r,n) e Ha(r',n') e para

cada n € N seja D,, := DN{z € C: |z| < n}, (ver a Figura [1.3). Pelo Teorema da

~
/

Figura 1.3: Regiao D,
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Integral de Cauchy,
/ MAATY — A)TLd) = 0.
oDy,
Seja Ry e Ry os arcos contidos em {z € C : |z| = n}, entdo

/

77 . . . J— .
/ etne“(nesz)a ((nesz)l—i—a o A) 1 nieslds
n

/ 6At)\a(>\1+a_A)—1d>\
Ry

L(Ho) ‘

L(Ho)
TII
nes?t s\ st « -1 )
< [ ey (e = ) e e ds
n
77/
S C/ 6ntcossnozn—oc—lnds
n
77/
S Cr/ GnLtdS:CGnLt(n,—’I]),
n

em que L = sup coss < 0. Portanto, a integral acima tende para zero quando n — oo.
s€[n,n’]
Um procedimento similar mostra que a integral sobre o arco Ry tem a mesma propriedade.

Consequentemente,

/ AN AT — A) A = / N AT — A) 7N,
Ha(n,r) Ha(n',r")

e isto conclui a demonstracao. O]

Observacgao 1.2. Se considerarmos 0 < a < ¢ < 1 para algum ¢, entao os angulos 7
e 1 nao precisam depender de « (apenas de c¢). De fato, basta tomar 79 € (%, 7r> e
n e (%, 1”—+°c) . Portanto, se existir ¢ tal que 0 < a < ¢ < 1, podemos escolher um caminho
Ha independente de a.

Consequentemente, se g, o, € [0, 1) para todon = 1,2, --- sdo tais que lim,,_,o @, =

ap, podemos escolher um caminho Ha tal que FE,, esteja bem-definido para todo

n=0,12---.

O préximo resultado garante que dado 2 € H,, a famlia E,(-A)z : [0,4+00) — H,
¢ uma funcao continua. Essa propriedade é chamada de continuidade forte da familia

resolvente.
Proposicao 1.3. A familia resolvente { E(tA)}i>o € fortemente continua sobre H,.

Demonstragao. Seja 7 > 0 e considere {t, }nen C (0,7) tal que ¢, — 7 quando n — co.
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Claramente existe 6 > 0 tal que 0 < 0 < t,, < 7 para todo n € N. Note que, para x € H,

|Ea(r Az — BaltaA)all, =

1
2

/ (6/\7— . eAtn))\a()\lJra - A)ill’d)\
Ha

Ho

Como na demonstracao da Proposicao [1.1] analisaremos a integral acima sobre os

caminhos Hay,, Hay e Haz separadamente. Aqui vamos considerar r > 0 constante.

e Sobre Hay,

/ (6)\7- o €>‘t"))\a()\1+a o A)—ldi
Haq

Ho

/Oo<e7'sei’7 . etnse“’)(sein)((Sein)l—l—a o A)—lxeinds
r

SC’/@

in in
TSe tnse
J— e n

Ho

e _ gtnse”| gl

Como |e 571 — 0 quando n — 0o e

in in -1 —1 —1
eTse _ gtnse™| o < (67'5(:0577 + 6tnscosn)s < (erscosn + ecscosn)s

Y

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada (ver APENDICE A, teorema ,

o0
/ ’
T

Tsetm o etn setn

s 'ds - 0, quando n — oo.

e Sobre Has,

is

7 .
< C/ e™ e — e ds| |||, .
H, -

/ (6/\7' o 6)\t")>\a(>\1+a . A)_1$d>\
Hao

Tre's __ etnré

Como |e

S‘—)Oquandon—>ooe

is is
Tre'? etnre < e’TT’COSS ‘l‘ 6tnrcoss S 2€Tr’

logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

is

n )
/ e’ — efne ‘ ds — 0 quando n — oo.
-

e Sobre Hag procedemos como em Hay.
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Portanto, ||E.(TA)x — E,(t,A)z|ls, — 0 quando n — oo, para x € H,.
Analogamente, se considerarmos {t,},eny C (7,00) tal que ¢, — 7 quando n — oo,
entao ||Ey(t,A)x — Eo(TA)z||5, — 0 quando n — oo, para x € H,.

Para mostrar a continuidade forte em ¢ = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

I = i (/ euldx) I
21t \JHa

em que [ é o operador identidade. Logo, fixando t > 0, se z € D(A), entao

1
Bt Ay —ale, = 5 / DS A)1 = A~ zd)
m Ha g_co'
1
= — / AT — A)TT = AT — A) TN — A)Jad
27T Ha g{a
— i e)\t )\oz+l_A -1 )\a_)\—l /\1+a_A rd\
( )l ( )]
27T Ha K,
1
_ / AT A) T AzdA
21 | Ha %,

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha,, Has e Has

1

separadamente, aqui vamos considerar 7 = 3.

e Sobre Hay,
1
— / AT — A) T Azd )
2 Ha;y X,
1 0 ) . . .
< ste' iny—1 myl+a -1 in
= o, e** e (s 7 ((se™) A)" Aze 9{Uds
<

1 0
2_ ”Ax”g{ / estCos775—1618—(1—|—oz)d8
™ 7 J1

C 00
— _HAIHJ{J/ estcosns—a—2d8
2 1

uma vez que % < s, vale que

1 C °
i / e)\t)\fl(AIJra . A)ilASCd)\ S —|’A$||g{gta+2/ estcosnds
27 || oy 5, 2m 1
C cosn
= || Axls, o 0,
21 | cos |

quando t — 0.
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e Sobre Has,

1

2

/ MATEATTY — A) T Axd
Haso

C n
S —||A$||j{g/ 6trcossrfa727,d8
2T

Heo -n

como 1 = ¢ tem-se, r~*~! = r=(1*e) = ¢l*e portanto

1 C n
— / MATEATTY — A) T Axd < —HAJEH%ISHO‘/ e“*ds
27T Has X, 27T —n
C
< —|| Az, t'Te2n — 0,
2m

quanto t — 0.
e Sobre Hag, basta proceder como sobre Ha;.
Portanto,

lim ||E,(tA)x — x|, =0, se x € D(A).
t—0+

Resta mostrar que

lim ||Ey(tA)z — x||5, =0, Vo € H,.
t—0+

Como D(A) é denso sobre H,, dados z € H, e € > 0 escolhemos y € D(A) e 6 > 0 tais
que

&
|z — yllse, < o7 ° |Ea(tA)y —yllse, < -, se 0<t <.

Wl ™

Entao, para 0 <t < ¢

|Ea(tA)x — zlls, = [Ea(tA)r — Eo(tA)y + Ea(tA)y —y +y — 25,
< N EatA) (@ = y)lls, + [[Ea(tA)y = yllsc, + lly — zllac,

e €
< Mz —ylla, + 5+ 577 <¢

- 3 3M —
Portanto,
lim ||Ey(tA)z — x||5, =0, Vo € H,.
t—0+
Isto conclui a demonstracao. O

O proximo resultado garante a continuidade forte da familia resolvente com respeito

ao parametro a € [0, 1).

Proposicao 1.4. Sejam oy, a9 € [0,1), com n = 1,2,--- | tais que o, — «ay quando
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n — oo. Entao para todo x € H, et > 0,
E,, (tA)r — E.(tA)z, quando n — oo.

Além disso, essa convergéncia € uniforme para t em intervalos limitados.

Demonstracao. Primeiramente, pela Observagao podemos escolher um (tnico)
caminho Ha para o qual os operadores E,, e E,, estejam bem definidos. Sendo x € H,,

entao

1
E,, (tA)x — B, (tA)r = — M (AT A) Tl — Ao (N0t — A)Tlg]d),

27 Ha

para todo t > 0. Por um lado, como A é um operador setorial, logo

A (et — A = A (A — A)allye, < OO AT A0 el

o

= 20|\ [|=ls, -
Por outro lado, para cada A € p(A) fixado
M [ A2 (A2t — A) T — Ao (Aot — A) gl — 0, quando n — oo,

uniformemente para t em intervalos limitadosﬂ Portanto, do Teorema da Convergéncia

Dominada de Lebesgue, concluimos a demonstragao. O

Agora estamos interessados em estudar o comportamento da familia de resolvente nos
espacos de poténcias fraciondrias associados ao operador de Stokes H? := D((—A)?), g >

0. Para 8 > 0 esta escala satisfaz
HE — H?P(Q,R?).

Observamos que da continuidade da projegao P : L*(2,R3) — H, os seguintes mergulhos

sao verificados

6 3
OS/8<_7

HE — L' (Q,R? <
a;) a’( Y )7 T—3_4B’ 4

1Observe que |e**| é limitada se t € [0,7] e A € Ha.
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— <
5—ap 1 P=0

em que LZ(Q,R3) é o fecho de {u € C*(Q,R3) : div(u) = 0,u-n = 0} em LI(Q,R3), ver
por exemplo (GIGA, |1981; [WAHL) 1985).

HE — LE(Q,R?), s>

Proposicao 1.5. Sejam o € [0,1) e § € [0,1), entdo existe M > 0 tal que para todo
reH, et>0,
1Ea(tA)z]lge < Mt s,

Demonstragao. Sejam o € [O 1) e B € [0,1). Procederemos de maneira andloga a

demonstracao da Proposigao |1.1. Parar >0en € (g, 1Jra)

1
E,(tA = —
I Ea(t )y = o

Y
Ho

/ e/\t)\a(_A)6<)\l+a o A)fld)\
Ha

em que Ha é o caminho tomado na demonstracao da Proposicao [1.1].
Para cada t > 0 fixado, se assumirmos que r = %, entao:

e Sobre Ha,, utilizando a Proposicao (APENDICE A),

1
27

/ A (= AP (N — A)rd)
Haq

Ho

1 o COS
S % |este Wsa‘ ”(_A)ﬁ<)\l+a . A)_ll” 5 ds
k poc
< 2_ estcosnsas(l—i-a)(ﬁ—l)ds||I||j{a
™
k poc
_ % estcosnsﬁ(lJra)fldsHng{o’

em que k é a constante que aparece na Proposicao (APENDICE A).

Caso 1: Se B(1+a)—1<0. Como%gsentéom<t1 B+0)  daf

k[~ k o
v 6stcosn B(1+a) ldS < _tl—ﬂ(l—l—a) est cos 1 ] o
2m 1 2w 1

ke s1ta)
27 | cos |

Caso 2: Se B(1 + a) — 1 > 0, integrando por partes

27 |1 2T

k oo L [esteosn 00
estcosnsﬁ(lJra)fldS _ v |: 86(14’0&)71

o tcosn 1
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k 00 est cosn

1 — 1)sPH=2g
2m J1 tcosn(ﬁ< +a) )s °

t
Lk ecosn

27 | cos |

k’(ﬁ(l + OZ) - 1)t275(1+a) > estcosnds
27| cosn|t 1

t_B(lJ’_a)

IN

ke pvay  FBA @) = DeT g0
27 | cos | 27| cos n|?

o ke L L st
27| cos | | cosn|

e Sobre Has, utilizando a Proposigao (APENDICE A),

1 k[
o / e)\t)\a(_A)B()\LHX _ A)il.ﬁlfd)\ < — etrCos57,047.(1+a)(5*1)rd8HxH9{0
27 Has 50, 27 -
L "
_ _t—(l—i-a)ﬁ/ ecosstHx“g{G
27 —n
kne
< SR gy,
s
e Sobre Hag, procedemos como em Haj.
Tomando M > 0 como a soma das cotas acima, concluimos a demonstracao. O

Observagao 1.6. Dados 0 <0 <3< 1ex € H’, aProposicio implica
| Ea(tA)allyes = [|Ea(tA)(=A) g0 < Mt~ OFI|(—A) a]l5, = Mt E=O0D ]|

1 1
Particularmente, para 0 < 6 < 1 a familia de operadores {t?T9 E, (tA) : HZ — 9{3+9}t>0

1
¢ uniformemente limitada, pois, se x € Hz

[0 B (A, g0 < EFPNIETOOHD ]y = MJ2]

portanto

(1+a)0 ~
Ht Ea(tA)HL(:J—Cé,J—CU%W) <M,

. 1
com M independente de t. Além disso, dado ug € Hz entao

|70 Ba(tA)uoll g0 — O, (1.2)
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1ip
quando ¢ — 0+, De fato, dado € > 0 tome z € H2 ' tal que |z — u0||%% < 55 e escolha

—0(14a)
— 13
0= (—2Mff||%;+e) , portanto, se 0 <t <4,

||t0(1+a)Ea(tA)U0||}(%+g < ||t9(1+a)Ea(tA)(u0 — :L')H%%Jrg + t0(1+a)||Ea(tA>x||g{%+9
< Ny ] | MEC o]
< 3 I € -
-2 2 7

Com isto concluimos a observagao.

s

Proposicao 1.7. Sejam a,f € [0,1), entdo a familia de operadores {E,(tA)}i>o €

fortemente continua sobre o espago (H5,]| - [lg¢)-

Demonstragao. Seja T > 0 e considere uma sequéncia {t,} C (0, 7) tal que t,, — 7 quando

n — oo. Entdo, para x € H?,

|Ea(TA)z — Eo(tnA)xlzp =

/ (X — My XA — A) N (—A)Pzd)
Ha

1
2 50,

Vamos analisar a integral acima sobre os caminhos Ha,, Hay e Has separadamente. Aqui

consideraremos r > (0 constante.

e Sobre Hay,

Ja vimos na demonstragao da Proposicao que a integral do lado direito da desigualdade

Tse' et" se"

S_ldS”[l?H}(g.

/ (X — M) A* (A — A)71 (= A)Pad)
Haq

o
S/e
K, Jr

o

acima tende para 0 quando n — co.

e Sobre Has,

Pela demonstragao da Proposicao (1.3 a integral do lado direito da desigualdade acima

is

n .
S/ eTre _etm‘e” dSHng{g
H -n

/ (e — M) A (A — A) T (—A) zd)
Hao

tenda para 0 quando n — oo.
e Sobre Hag procedemos como sobre Hay.
Portanto, |[Eo(tA)r — Euo(thA)z[se — 0 quando n — oo, para = € HP.

Analogamente, se {t,}nen C (7,00) é uma sequéncia tal que t, — 7 quando n — oo,
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entao ||Eo(thA)r — Eo(TA)z|5e — 0 quando n — oo, para z € HP. Sendo assim, a
familia {F,(tA)}i~0 ¢ fortemente continua sobre (HZ, | - [;:)-

Para mostrar a continuidade forte em ¢t = 0, note que, pelo Teorema de Cauchy,

- L (/ m-w) I.
21 Ha

em que [ é o operador identidade. Logo, fixando ¢t > 0, se x € D(A), entao

1
|Ea(tA)z — x4 = — / MY — A)7E = A ad)
a 21 Ha 3{5

1

- / ekt[/\a(/\l—&-a _ A)—l _ )\—1(}\1+a _ A)—l()\l—i-a o A)]l’d)\
2 Ha ?fg
1

= — / M — AT Azd )
27T Ha 9_(5

Novamente, analisaremos a integral acima sobre os caminhos Ha,, Has e Hag

—_

separadamente. Aqui consideraremos r = 3.

e Sobre Hay,
1 k o0
_ / eAt)\—l(/\l—i-a —A>_1A$d)\ < _HA:EH?‘CU/ estcosns—ls(l—i-a)(ﬁ—l)ds
27T Haq j‘fg 27T %
< ﬁHAxH%tH(Ha)(lfﬁ) /Ooestcosnds
2 %
k cosn
= D Agfg s g
2 ot
quando ¢t — 0*.
e Sobre Has,
1 My—1/y1 —1 k T ~1,.01 ~1
— / AT — A) T Az < —HAJJHg{g/ etreossp=1p(4a)(B=1). g
27T Has j‘fg 27T -7
k T s
= ool b0 [ o
2 .
k
< 2—2776]|Ax|]g(0t(1+a)(1’5) — 0,
T

quanto t — 0.

e Sobre Hag, basta proceder como sobre Hay.
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Portanto,

tli%fi | Ea(tA)x — zf[4s =0, se z € D(A).

Resta mostrar que

; _ — 8
tl_l)rgl+ | Ea(tA)x — 2|48 =0, Va € I.

Como (D(A), || - [[42) € denso sobre (HE || - l35), dados @ € HP e e > 0, escolhemos

y € D(A) e 0 > 0 tais que

€ £
[z = yllges < E | Ea(tA)y — yllse < 3 se 0<t<d.

Entao, para 0 <t < ¢

|EatA)e = wlag = [Ea(tA)e — Ea(tA)y + Ea(tA)y —y +y = lyg
< Ba(tA) (@ = )l + | EatA)y — yllyz + ly — llys
< Ea(tA) (=AY (@ =y, + 5 + 5
= Ea(tA)]s, I~ ><a:— >|m+§+31M

IN

M —
17 = yllags + 3+ 3M <

Portanto,

. B _ ]
tli%iHEa(tA)x zll4s = 0, Vo € H.

Isto conclui a demonstracao. O
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Capitulo 2

Existéencia de solucoes brandas

Neste capitulo mostraremos os principais resultados dessa monografia. Primeiro
mostraremos um resultado de existéncia e unicidade de solucao branda do problema, bem
como regularidade em H?. Para demonstrar esse resultados, precisamos supor o tempo
de existéncia de solucao suficientemente pequeno, entretanto essa suposicao é amenizada
pelo resultado que mostraremos a possibilidade de continuagao da solucao. Por fim,
concluiremos o trabalho mostrando um critério de possibilidade de solucao global via
7explosao”.

Para atingirmos os objetivos citados acima, consideraremos o Problema com

dado inicial uy € H2 = Hj . Nés lembramos que Hg,, é o completamento do conjunto
Coo :={uecCy : div(u) =0}
1 1
com a norma [[|ul|| = (||Vull3., + [|lull3,)2. Note que para todo u € Hg,
el 3 = IVullsc,.

Além disso, para u € HZ a funcio F(u) = —(—A) " 1P(u- V)u estd bem definida em H,,

1
e se u,v € Hg, entao existe uma constante ¢ > 0 tal que

|F(u) = F@)lse, < e(llull, g + oll ) lu =l (2.1)

1E () e, < cllull? ;. (2:2)
Hs
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Para um melhor entendimento e demonstracao dessas afirmacoes, recomendamos os
trabalhos (FUJITA; KATO) 1964; WAHL, 1985)).

Nesta sec¢ao, B : (0,00) x (0,00) — (0, 00) denotara a fungao Beta que é definida por
1
B(a,b) = / (1—s)"tsb"ds.
0

Teorema 2.1. Considere a € [0,1/3). Seja ug € HZ e suponha que Ph : (0,00) — H,

é uma fungio continua tal que ||Ph(s)|ls, < ks, para algum k > 0 e v > 1. Entdo

1
existem uma constante 7 > 0 e uma unica solugao branda u € C’([O,Td;ﬂ‘(é) para o

problema . Além disso, para todo 0 < 0 < 41(;?3)

u € C((0,7); J‘Céw)

t(1+°‘)9||u(t)||ﬂ%+9 — 0 quando t — 0.

Demonstragao. Seja p > 0 tal que HUOHH% < &. Considere 79 > 0 tal que para todo

OStSTO
1
< =
| EatAVuol g < £,
~ - l-a %
MEB | —— 1)tz <=
R
€
~ 1 @ 1_3
Mecut i< 16a (2.3)

Considere o conjunto

ko= {oeo(fonfoid)s s ool <.

Sobre K definimos o operador

E.((t —s)A)F(u)(s)ds + /0 E.((t —s)A)Ph(s)ds,

N

Tu(t) = E,(tA)ug + /Ot(—A)

em que F(u) = —(—A)"tP(u - V)u. Nosso propésito ¢ mostrar que K é T-invariante e
que T é uma contracao. Inicialmente, provaremos que T : K — K estd bem definido e

dividiremos essa parte da demonstracao nas duas afirmagoes seguintes. Usaremos ([2.2))
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para estimar as desigualdades abaixo.
1
Afirmacgao 1: Se u € K, entao Tu € C([O,Td;?fé).

De fato, seja 71 € (0, 7] e considere {t,},n C [0, 7] tal que lim,,_,o t, = 71. Entao

[Tu(ts) - Tu(rl

Wt A)ug + /0 (=AY EL((t — ) A)E(u)(s)ds

&

Y
3

+

|
NO\QN

E.((t, — s)A)Ph(s)ds — Eq(11A)ug

(—A)T1E,((r — 8)A)F(u)(s)ds

T1

E.((t, — s)A)Ph(s)ds

1
2

o

=

E.((t, — S)A)F(u) (s)ds

Eo(thA)ug — Eo(m1A)ug + /Otn(—A)

in

(—A)ViE, (11 — 8)A)F(u)(s)ds

3
2
N

(—A) 1 Ea((11 — $)A)F(u)(s)ds

—

~+
& 3
3

+

|
T— o o

E.((t, — s)A)Ph(s)ds

E.((11 — s)A)Ph(s)ds

3
fan,

E.((11 — s)A)Ph(s)ds

3

n / (AP Ea((ty — $)A) — Ba((m — $)A)F(u)(3)ds
+ /O [Ba((tn — ) A) — Eo((r1 — 5)A)| Ph(s)ds
B / A (( - $)A)VF(u)(s)ds

T1

IA
+ pr—
=
&
=
£
o
|
=
)
=
e
=2

+
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" / I(-4)

+/tn IBal(r = ) A)PRs)I|, 3 s
= Li(n)+ L(n) + I3(n) + 14(n) + Is(n).

=

Eo((n — S)A)F(U)(S)Ilgéds

Analisaremos separadamente cada termo I;(n), para i = 1,2,3,4, 5.
e Para I;(n) : pela Proposigao a familia {E,(tA)}i>o ¢ fortemente continua sobre

1
Hs logo é facil notar que
Ii(n) == || Ea(thA)ug — Ea(T1A>u0||j{% — 0, quando n — oo.

3
e Para Ir(n) : como a familia {E,(tA)}>o ¢ fortemente continua sobre Hg, pela

Proposigao [1.7], logo

1(=A)T (Ba((tn — $)A) — Eo((r1 — $)A)E(u)(s)]|_ s

= [(=4)3 (Ba((tn = $)A4) = Ea((r1 — 8)A) Joc, | F (u)(s) |,
< [(Bal(tn = 5)4) = Eal(r = ) A gelull” y =0

o

quando n — oo. Além disso,

[(=A) 5 (Eal(ta = $)A) = Eal(r1 — SIANEw)()], 4

= (= A) (Ba((ta — 5)4) = Ea((11 — )A)) F(u)(s) 2,

= (= A) (Ba((ta — $)A) = Ea((11 = $)A)) loc, || () (5)] |,
= [I(Ea((tn — 5)4) — Ea((n — s)A))I|_ 3 1E () () 15,

< (I(Bal(tn = 5)4) 3 + [ Eal(r — 5)A)II) 1) (3¢,

33
< M ((tn — 8)~ 104 4 (1 — 5) 71T F () (s) ¢,

< Me((t, — 5)7 105 4 (1 — 5) 71059 Ju(s)]?
i

< Mcu2((tn _ S)*%(1+a) 4 (7.1 _ S)f%(lJra))7

em que o tdltimo termo da desigualdade acima é integravel em s sobre (0,t,). Portanto,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, I5(n) — 0 quando n — oo.
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e Para I3(n), note que

|(Ba((ta = $)4) = Bal((ri = 5)A) Ph(s)]|, 3
= (A2 (Bo((ta — $)A) — Ea((r1 — 5)A))Ph(s)] 5,
(IEa((t = $) A,

< Mk:((tn — S)—%(Ha)sv + (11 — s)_%(”o‘),ﬁ).

IN

3 +[Ea((m —5)A)

2 yIks!

I,

Como o lado direito da desigualdade acima é integravel em s sobre (0, ,,), logo pelo mesmo
argumento usado em I(n), concluimos que I3(n) — 0 quando n — 0.

e Para Iy(n) :

PN

L(n) = /tn I(=A)T Ea((r1 = ) A)F(u)(s)l|, 3ds

- / I(-4) U

= [ = DA g1 @)

ln

Bl

Ea((11 = 8) A)llsc, I1E () (5) 3¢, ds

< 31 [ ) 6 ds
tn

< Mc/ (Tl—s)’%(lm)Hu(s)Hz1ds
tn 32

< Mc,uQ/ (11 — s)_%(Ho‘)ds
tn

Substituindo 7 — s = = na desigualdade acima, tem-se ds = —dx e além disso quando

s=t,=x=m1 —t, equando s = 71 = x = 0 portanto

0

Ii(n) < ]\7[cu2<—/
T1—tn

m—%(l-ﬁ-a)da:)

1-3a

4
SQ(TI —tn)

= Mc;f/ gate) gy — Mc,u21 — 0,
0

quando n — oo.

e Para I5(n) :

) = [ 1B = APKGs)], s

- / I(-4)

N

E.((11 — $)A)Ph(s)||s,ds
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N|=

iﬁvm
Aﬁm«n—ﬁ

Mk:/ (11 —s)”
tn

1
1 a T1 _5(1—"_04)
Mz, #4* )T]/ (1 = i) <S
tn 71

1
A)|3. ks"ds

2140 g7 (s

71

Eo((11 = 8)A)loc, [ Ph(s)lac, ds

-
)ds

Fazendo z = T—Sl, temos Tydr = ds, quando s = t, = x = i—? equando s =1 = o =1

portanto

I5(TL)

quando n — oo.

Portanto,

1
- _1l(lta
< Mk 20t )/ (1 — 2) 30477 g

~ 11 g
= Mkr 2" )/ (1—=

lim ||Tu(t,) — Tu(ﬁ)H}f

n—oo

tn

P

—_

In
1

1

o

0.

)_%(Ha)x”’dx — 0,

Um argumento similar prova o caso 7y € [0,7) e t, — 7. Sendo assim, Tu €

C(10, mo]; fHé)

Afirmagao 2: ||Tu(t)|]%% < u, para todo t € [0,70] e u € K.

De fato, se u € K, entao

ITue)l,

2
o

IN

IN

IN

|@ﬂ@w+é@ﬂ)
+/ E.((t — s)A)Ph(s )ds||

PN

IEattAoly + [ -

+/ | Ea((t — s)A)Ph(s)Hgéds

—+/H A)iE
+[Iaie
§+M/o(t

M

E.((t — s)A)F(u)(s)ds

((t —s)A)F(u)(s)| 1ds

((t = 5) Alloc, || F (w)(s)llsc, ds +

o (t = 8) A)loc, | Ph(5)l3¢, ds

8)" 1| F (u)(s) 1o, ds
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t
+M/ (t — 5)~ 504 | Ph(s) |5c. ds
0

t

t
< By nre [ (t—s)m 100 ju(s)|]2 1ds + ME | (t — )" 30+9g74s
2 2
0 Hs 0
oo ' 3
< 5 Mcu2/ (t —s)" 10+
0
5 t —li4a
+Mkt§<”“)ﬂ/ (1—5) ) (fyds
0 t ¢
Fazendo, na primeira integral, t — s = x temos ds = —dz quando s = 0 = x =t e
s =t = x = 0. Além disso, fazendo { = x, na segunda integral, temos, ds = tdx, daf

quando s =0=2x=0,e x =t = x = 1, portanto temos;

ITue)l,

o

IN

0 1
-+ Mc,tﬂ( — / x_%(“’a)dx) + MEt—z0+e) / (1— ) 2047t dy
t 0

N =

+
=
o

=

¢ 1
2 / 2~ 1T gy 4 N~z 1+ / (1- x)’%(”o‘)x”tdx
0 0

2 l—«

2

+

(98]
LRSI

t7(1=3) L NTkB ( v+ 1) tz(l=e)+y

NIE NIE O NIE
g
o
=

+
= o
+

|
=

Mostraremos agora que 1" é uma contragao sobre K, para isso usaremos a desigualdade

(2.1)). Se u,v € K, entao

Pu) = Toly = || [ A=) A F)s) = Fe)(s)ds

3z

= [ =4 Eal(t = $)A)3c, | F () (5) = F(0)(s) ¢, ds

= [ U= A g 1P s) = F) (6 s

IN

M / (t — ) 3 F(u)(s) — F(0)(s) |, ds

IN

Mc/o (t — s)~i(+e) <||U(S)||9{§ + ||v(s)||3é> lu(s) = v(s)l], yds

o

IN

t
ZMc,u/ (t— )20 ds sup [lu(t) — v(®)]
0

0<t<mo HE
8MC,LL f;i(1*3a)

t)—v()] 1.
T 3. S [fu(t) = vl
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Por ([2.3)) segue que %gti(l’“) < % para todo t € [0, 7], logo T é uma contracao sobre
K e portanto possui um tnico ponto fixo u € K (APENDICE A, Teorema .
1
Para provar a unicidade da solugao branda, considere v € C([0, 7p]; HZ) outra solugao

branda do Problema (). Entdo para todo ¢ € [0, 7]

lu(t) =o@®l, = | / ARE((t = ) A)(F(u)(s) = Flo)(s))ds]|
< | (=AY Bl — AN F()(s) - PE)(s))], 4 ds
- Ot |(=A)Ea((t — $)A) s, I(F () (5) = F(0)(5)lls, ds
< 0 (=8 R Flu)(s) — F0)(s) s

0

< N [ (=50 o) + ||v<s>||%%>||u<s> —v(s)ll, 3 s

o o

< e swp (o)l + o), p) | (0= 9730 fue) = o(s) | g s

0<s<mg

Logo pela Desigualdade Singular de Gronwall, (ver APENCICE A, Lema , |lu(t) —
U(t)Hgé = 0 para todo ¢ € [0, 79].

perceba que como a € [0, %)

Para concluir a demonstracio, considere 0 < 6 < -1 3

—3a
4(1+a)?
1-3«a
4(1+a)

temos < % Entao para todo t € (0, 7o),

a0
— H/(—A)iE ((t—s)A)F(u)(s)ds+/0 Ea((t—s)A)Ph(s)ds+Ea(tA)u0HHé+9
+/0 1Ea((t = $)A)PR(s)I, 4 1ods + || Ea(tA)uoll | 310
= [ 1B = DA, gl )l s
- / (S s>A>||H§+9||Ph<s>||ms+ X A

GO0 F(u)(5) o, ds

I
=
\

+M/ S Ph(s) g s+ By

IN

Mc/< s T u(s) 2, ds
0 Hs
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¢
—|—Mk/ (t — s)" @O0 v gg 4 MO0+ ||y ||
0

o'

(3+0)(1+a)
) s

< Mec sup {]|u(s) H2 }t +9)(1+a/ (1——
0

0<s<7g t
1
HE

—(14+0)(1+) v ~
Mt~ @) (Ha)ﬂ/ (1— ;) ’ (;) ds + Mt=00+) ||y |
0

Fazendo 7 = w, nas duas integrais acima,temos ds = tdz, além disso, quando s = 0 =

x =0, equando s =t = z =1, dai;

1
la()ll, 30 < Me sup {[u(s)|? , pe GO / (1 — o) G0+ gy
E: Hs 0

0<s<mo

1
+Mkt(§+9)(1+a)+fy+1/ (1 _x>f(%+9)(1+a)x7dx+Mtfe(ua)HuOHH%
0 ;

= Mc sup {|ju(s) H2 }t P00+ (1 (2—1—9)(1—1—&),1)

0<s<m9

¥z

5 1 .
4 Mkt~ (30141 (1 - (5 + 0) (1+a),7+ 1) + M0+ |y |

11 . , . . ) .
Portanto, u : (0, 79] — H2" estd bem definido. Além disso, da estimativa acima vemos

que para t > 0

- 1 3
o) 2 7 (1-3a
100+ gy (¢ )Hgé*‘) < Mec sup {||u(s)Hg{§}t4( 'B (1— <Z+9>(1+a),1)

3 1
+Mkt%(1—a)+7B <1 — (5 + 9) (1 + O‘)a’Y + 1)

O Byt A Vo] o

Da Observagao segue que o lado direito da inequagao acima tende para 0 quando
t — 07. Com um argumento similar ao usado na Afirmacao 1, provaremos que u €
1
C <(0,7’0];9{§+9>. Seja 11 € (0,70 e considere {t,}nen C (0,71) tal que lim ¢, = 7.
n—oo
Entao,
lulta) —u(m)ll 300 < I Ea(tad)uo — Ea(rid)uo 410

[(=A)5 (Eal(tn = 5)A) = Eal(r1 S)A))F(U)(S)Ilg{éwds

1(Ea((tn — 5)A4) = Ea((r1 — 5)A)) Ph(s)]|  +ods
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¥ / I(-4)

# [ IE(r = PRy s
= Ii(n)+ L(n) + I3(n) + I4(n) + Is(n).

I

Eo((m — S)A)F(U)(S)Ilﬂéwds

Analisaremos separadamente cada termo I;(n), para i = 1,2,3,4,5.

1
e [1(n) — 0 quando n — oo, pois {E,(tA)}i>e ¢ fortemente continua sobre gz’ pela
Proposicao [1.7]

e Para I5(n), note que

(= A)5 (Ea((tn = $)A) = Eal(r1 - $)A)F(u)($)], 340

o

= 1Eal(ts = 9)4) = Eal(r = )]l F@)(3)],
< 1Bal(ts = DA g0 + 1 Bal(m = A g2 | 1P ()(5) I,
<N [ty = )" G005 o (7 — )= DT Y B(u)(s) |,

< e (b — )" G004 4 (7 = )G sup Ju(s)2 .
0<s<7o ¥z
3
Pela Proposicao a familia {F,(tA)};>o é fortemente continua sobre .’J-Céw, e pelo
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue I3(n) — 0 quando n — oo.

e Para I3(n), note que

I1Ea((tn = 5)A)) = Eal(r1 = $) A)PA($)]| 310

o

I Ea((tn = $) A 340 + [ Eal(rr = $) A ool 1PR()lac,

S MC (tn — 8)7(%4’0)(14*04) + (7—1 _ 8)7(%+0)(1+a)] 87.

1
Como {E,(tA)}i>0 ¢ uma familia fortemente continua sobre 32", pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesgue I3(n) — 0 quando n — oo.

'Podemos usar a Proposigao p01s como 0 < 4(1+a), logo (1+a)(3 +0) <1
2Neste caso, basta observar que 6 < 4(1+Q) S (1+a)(3+06) <1
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e Para I,(n), basta notar que

| I B = DOF@ ] yads = [ 1Bl = AP )5 s

< Mc/ (11 — 3)*(%+0)(1+a)“u(s)H2 %ds
tn Hg

< Mc sup ||u(s) / (11 — s)_(%+9)(1+°‘)ds,
tn

[t
0<s<70 H

fazendo 71 — s = x, na integral acima, temos ds = —dx, quanto aos limites de integracao,

quando s =t, = x =71 —t, e quando s =7, = = = 0, dsi;

0 <
= Ne sw Ju()? (- / 00 y)

0<s<79 I 1—tn

- T1—tn
= Mec sup ||u(s)\|21/ g (GHO0+e) g
0

0<s<79 HE

logo I,(n) — 0 quando n — oo.

e Para I5(n), note que

| B = PRGN, s = [ IEal(r = DA, geo PR s
tn 4 tn 4

T1
< Mk/ (Tl—s)_(%+9)(1+a)87d8
tn

dividindo por 77 e fazendo 2= =z tem-se ds = mdx, quanto aos limites de integracao,

quando s =t, = x = tT—’lL, e quando s =7 = x = 1, daf;

1
= MCT;/_@JFO)(HaHl/ (1—x)_(%+9)(1+0‘)87dx,
tn
1
logo I5(n) — 0, quando n — co.
Um argumento similar demonstra o caso 7, € (0,7) e t, — 7. Portanto, u €
1
C ((O, Tol; %3”). Isto conclui a demonstracao.

]

Daremos continuidade ao nosso estudo do Problema demonstrando que a solucao
branda proveniente do Teorema |2.1] tem uma tnica continua¢ao para um intervalo maior

de existéncia.

Defini¢ao 2.2. Seja u : [0, 7] — HZ uma solugao branda do problema ([{). Se T > 0 e
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1
v: 0,7+ T] — H2 é uma solucao branda do problema ({)), entdo dizemos que v é uma

continuagao de u em [0, 7 + 7.

1
Teorema 2.3. Sob as condicoes do Teorema seja 19 e u : [0,79] = HZ a solugdo
branda do problema (4). FEntdo existe T > 0 e uwma unica continua¢do u* de u em

[O,To +T]

Demonstrag¢ao. Para p > 0 fixado, consideremos 7" > 0 tal que para todo t € [1, 7 + T

||Ea(tA)u0 — Ea(ToA)uO ||

4M
1 -3«

~ 11 30 o
(cn? + 2ellu(ro)l_y + 1 F () (7)) (¢ = 70) 10750 < &,

2
~ 1 1 1
M+ (=e) / (1—s)" 295705 < g

70

t

1
Seja K o conjunto de todas as fungoes w € C’([O, 0+ T7; 9{,3) tais que w(t) = wu(t)
para todo t € [0, 7] e

[w(t) = u(7o)

Defina o operador A sobre K por

PN

Aw(t) = Eo(tA)ug +/0 (—A)IE,((t — s)A)F(w)(s)ds — /0 E,((t — s)A)Ph(s)ds,

em que F(w) = —(—A)1P(w - V)w. Mostraremos que A : K — K estd bem definido e

3Podemos considerar 7' > 0 com essa propriedade porque {E,(tA)}>o ¢ fortemente continua sobre

1 3
H2 e sobre Hg, e pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

i | [ =) Bl - 94) - Baltro - 94D ) s)ds |, =0,
t~>7’0 0 (}(3
lim+ /TO (Eo((t —s)A) — Eo((10 — s)A))Ph(s)ds|| |, =0.
t—>7'0 0 g.(cg
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que é uma contragao.

Se w € K, entao para todo t € [rg, 70 + T

Aw(t) — ulr)l|

S

IN

IN

IN

IS

| Ea(tA)ug +/O (—A)1E,((t — s)A)F(w)(s)ds

+ /t E.((t —s)A)Ph(s)ds
—FE(10A)ug — /OTO E.((m0 — S)A)F(u)(s)ds

[T Bl - PRy
0 &
| Ea(tA)uo — Ea<7'oz4)ung{%

| e
e

T / " Bal(t - $)A)Ph(s)ds + / Fal(t = 5)A)Ph(s)ds

70

NI

+ E.((t — s)A)F(u)(s)ds

E.((t — s)A)F(w)(s)ds

PN

_ /0 " B — $)A)VE(u)(s)ds — /O " Bul(ro — 5)A)Ph(s)ds

| Eo(tA)ug — Eo(T0A)uo Hg{%

STAGE

[ Bt = 94) = Bl = 5)4)) Ph(s)as

1
5z

(Ba((t = 5)A) = Ba((ro — 5)A)) F(u)(s)ds

NI

1
HZ

n / (— AY Ea((t — $)A)F(w)(s)ds

+/E ((t — s)A)Ph(s)ds

1
K2
Hs

bbb +M/ )30 F(w) (), ds

M/ T F(w)(s) = F(u)(mo) + F(u)(70) ¢, ds

1(1ta
A i 1+“>/ a0 (12 2) 1 )<§>7ds
I t t

70

Fazendo 2 = x na ultima integral, temos ds = tdx, quanto aos limites de integracao,

t

quando s =19 = = = 7 e quando s =1 = x = 1, dal;
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Aw(t) —u(m)l,y < A / AP (w)(s) = Fu) ()l + |Fu(m) o, s

1
43 S Mkt 2 1+0<>m/ (1—a) 20 dy

70
t

,; o
< N [ (0= 9 Hal9)] g + Tl ) = (i
- - 4
+M/ (t— S>_%(l+a)||FU(TO)||j}(UdS + e
T0
Fazendo t — s = x na segunda integral, temos ds = —dx, quanto aos limites de integracao,

quando s =ty = xr =t — 15 e quando s =t = x = 0, dali;

[Aw(t) = u(mo)|

IN

e [ =9 0 u(s) + u(m) + u(ro) — ulra)|, s

3
H2 o

0
. 4
+M|!F(U)(To)!|m,(—/ xi(l*“)dx> + o H
t—710

= dte [ (¢ =5 1N uls) — aml, + 2l yuds

70

o t—7o 4
NI Bu(mo) e, / s gy
0

gﬂ

IN

t q
Mep(u+ 2l ) [ (=910

70
4
K

_ 5 t—T1o
NI Bu(mo) e, / 54059 4 2
0

Fazendo a mesma substituicao da segunda integral na primeira integral tem-se;

0
||Aw(t)—u(7‘0)||%% < McpJ(,ujLQHU(TO)”%%)(_/ $_i(1+°‘)dm>
’ e t—TO
~ o~ t—To 5 4
AP, [ 50+ 2
0
4M i o
= g (o 2eullutrl, g + NPl )¢ = 70) = + 2

IN

L4

1
Além disso, Aw € C([0,79 + T);HE). De fato, seja 7 € [0, 70 + T) e considere
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{tn}nen C [1, 70+ T tal que lim ¢, = 7, entao

n—oo

E.((t, — S)A)F(U) (s)ds

N

Aw(t) =Ml = 1B A+ (-4

E.((t, — s)A)Ph(s)ds — Eo(TA)ug

=

h
_/0 (A Ea((7 — s)A)F(w)(s)ds
/

Eo((1 - S)A)Ph(s)ﬂﬂé
Ea(TA)u()H}é

A

R

&

=
e
o
|

(—A) 1By ((t, — 5)A)F(w)(s)ds

+ Eo((tn — s)A)Ph(s)ds||
35

Analisaremos cada termo I;(n) separadamente.
1
e [1(n) — 0 quando n — 00, pois { E,(tA)}+>0 é fortemente continua sobre HZ.

e Para I3(n), note que

[(=A)3 (Eal(tn = $)A) = Eal(r = 5)A) F(w)(s 4

(I1Ba(ta = )] g + 11 Eal(r = )

IN

\_/

s) |3,

< M ((t — )05 4 (7 — s>—z<l+a>)c||w<s>||2 )
Hs
< Me((ta =)~ + (7 =) 77 ) sup [us)|?
0<s<Tt H2

Além disso, como

(= A) 5 (Bal(tn = $)A) = Ea((r = ) A)F (w)(s)]]_ 3

¥

= [[Ea((tn — 5)4) — Ea((7 = s)A)ll_ 3 I|F(w)(8)||gé

3
e {E,(tA)}i>0 é fortemente continua sobre Hg, concluimos pelo Teorema da Convergéncia
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Dominada de Lebesgue que I5(n) — 0 quando n — oo.

e Para I3(n), note que

I(Ea((tn — 5)A) — Ea((1 — 5)A)) Ph(s)]] 4

< (IEa((ta = ) 3 + 1 Eal(r = )]y ) IPR(3)]o,

< Mk(t, — s)72040s7 4 Mk(r — 5)7 20407,

Logo I3(n) — 0 quando n — oo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue.

e Para I4(n),

]4(71)

IN

[ A Bt = AP )]y
: / W (t — ) ) (s) s, ds
< e [t -9 )2 yds

tn
/ (t, — s)”10F2)gg

< Mc sup  |w(s)|? .
0<s<to+T HE

Fazendo t,, — s = x, na integral, temos

tn—T
L) < e swp )2, [ e i
0<s<79+T HZ Jo
- 4 1-3a
= Mec su w(s)||* 1 ———(t, — 1) 4
s [us)|? y gt =)

Logo, I4(n) — 0 quando n — oc.

e Para I5(n),

Lin) < / Bt~ ) A)PRE), 4 ds

tn B 1
< [t~ ) R Phs) o, ds

tn e
< Mk/ (te — )2 s7ds

tn
- Mk/ t;%“*“)a—ti)—%“ﬂ)tg(ti)”ds

n n
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Fazendo ;> = x, temos,
n

. 1-a 1 —(1
I(n) < Mkt,2 (1-@%

tn

z.

Logo, I5(n) — 0 quando n — oco. Portanto,

lim |[Aw(t,) — Aw(7)|

n—o0

Um argumento similar prova o caso 7 € (19,70 + 7] € {tn}nen C [70, 7]. Por conseguinte,
Aw e K sew € K.

Por fim, mostraremos que A é uma contracao sobre K. De fato, se v,w € K, entao

|Av(t) — Aw(t)Hgé =0 se te 0,7,

Awte) ~ M),y = IEa(tA)u
+ [ B P
_ /0 CEBu((t — $)A)VPh(s)ds — Eo(tA)uo
_ / AV E(t — 5)A)F(w)(5)ds
/ Fa((t = $)A)Ph(s)ds]| 5
A (@ SO
- / (— A Ba((t - 5)A)F(w)(s)
/ A B~ 9AF) — B(Eas]
< / (=) Bal(t = ) A)E@)(s) — Fw)(s)], s
< N /m“ — )30 B(w) () — P(0)(5) e, ds
< e /mt(t =20 )]y + Nl p)llls) — o)l 3 ds
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= Mc/ (t — s)—%(1+a)(||w(s) —u(T) + U(TO)HH%

T0 g

+|v(s) — u(mo) + u(mo)

I, Dlles) = o), yds
t
< e [ (=9 0 us) - u(ml, + luml,
T0 o o
Hlv(s) —ulm)ll, 3 + llu(r)ll 3)llwls) —v(s)] yds
t
< M2t fuml,y) [ =970 s uls) - o),
512" Jr T0<s<mo+T u
8]\7[0 1-3a
- 304(M * ||U(TO)HH§)(t — ) ro;slgngrT lots) = U(S)Hf’fé
2
< - su w(s) —v(s 1.
< o s (s vl
Portanto A é uma contracao sobre K e isto conclui a demonstragao. O]

1
Definigao 2.4. Seja u : [0, Tynee) — HE uma solucao branda do problema (4). Dizemos
que Tmee € 0 tempo maximal de existéncia de u, se T, = +00, ou se nao existir uma

continuagao de u para um intervalo [0, Tpaz]-

O préximo teorema, é o resultado sobre existéncia global ou a explosao da solucao em

tempo finito. Necessariamente, temos o seguinte:

Teorema 2.5. Sob as condi¢ées do Teorema[2.1], se u € a solu¢io branda do Problema

) com um tempo mazimal de existéncia Tmax < +00, entao

limsup ||u(t)|| 1 = oo.

_ H2
t—Tmax a

Demonstragao. Suponha que existe R > 0 tal que Hu(t)H%% < R para todo t € [0, Tyax)-
Considere {t;},en tal que t; — Tmax quando j — oo. Dado € > 0 tome N € N tal que

para todos n,m > N
€14
| Eo (tm A)ug Ea(tnA)u[)Hgé < 5,

A Eallta = 94 = EulGame = AP, 3 < 5,
tn 1 ~ €
| N Bl = 9)4) = Eul(ta = S ADF @] 3 < 15
It = 9) = Eul i = ) ADPR g5 < 55,

1
4Podemos tomar N dessa forma porque E,(tA) é uma familia fortemente continua sobre 2.
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tn
/ ||(Eoc((7—max S)A) — Ea((tm S)A))Ph(s)” 1ds < 130
0 o
tm—tn —3(14+a

MCR2/ S 3(4+ ) S S E’

0 5)
P —(1+a) 5
Mk'TmaX 2 (1 — 3) 2 s7ds S g

tm

Nas desigualdades acima nods supomos, sem perda de generalidade, t,, < t,,. Portanto,

lultn) = ultm)ll, g

IN

IN

E.((t, — s)A)F(u)(s)ds

N

Eu(tn AYuo + /0 N

E.((t, — s)A)Ph(s)ds — Eq(tmA)ug

—~

_/Om AV E. (b — 5)A)VE(u)(5)ds
/0 Eul{tm — $)A)PR(s)ds ]

=
S
N

Juo — Eo(tmA)ug H?é

(—A) (Ea((tn — 5)A) = Eal(tm — 5)A)) F(u)(s)ds

Nl

He

n tm(_A)iEa((tm—s)A)F(U)(S)ds .
" W ((t, — s)A)Ph(s)ds
+/tnE((t JA)Phs)ds)| |

+Eao((Tmax — 8)A) = Ea((tm — 5)A)) F(u)(s)]| yds

[ It = 5)4) = Bl = 5)4)
+E0(Tmax — 8)A) — Eo((tm — S)A)Ph(s)Hgé ds

+ /tnm |Eal (= ) A 4 15 (u)(3) |, ds

[ IE( = )], g 1A

3

5

5Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, os quatro tiltimos termos tendem para zero
quando n, m — oo, por isso podemos escolher N desta forma.
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PN

(Eo((tn — 8)A) — Eo((tm — $)A))Fu(s)|| 1ds

+ [ DA Fus),

= [t = 94 = Bul(tn = A PRy

S

‘|‘/t h H(_A) Ea((tm — 8>A)F(u)(s)”g{éd3

+/tm | Ea((tn = $)A)Ph(s)]|yds

S [ A (Balt = 94) = Bl = ) ADFu(s) |y s

IN

tn ) .
+/0 1(=A) 1 (Ea((Tmax — 5)A) = Eal(tm — 5)A)) Fu(s)]| yds
tn
+/ I(Ea((tn = 5)A) = Eal(Tmax — 5)A)) Ph(s)], 1 ds
0 o
tn
+/ 1(Ba((Tmax = 5)A) = Eal(tm — 5)A))Ph(s)]|, 4 ds
0 Z
tm — & [e%
+Mc/ (tm — 5) =S )||u(8)|]2 L ds
tn 2
tm Cw
+Mk;/ (tm — 8) "2 87ds
tn
t'IYL
< 4 2 + Mc/ (tm — 5) 101+ B2
5 5 ¢
~ tm —(1+a)
+Mk/ (tm —s)" 2 s'ds
tn
tm
= 4 2 + Mc/ (tm — 5) 11+ B2
5 5 .
- _(ta) [im s =+a g
Mkty, 1— =)= (=)
+ e
fazendo t,, — s = x na primeira integral da desigualdade acima, e 7~ = x na segunda
integral, temos
B¢ o o [T -3 (1+a)
| Eo(tmA)ug — Ea(tnA)UOH%% < 5 + McR x4 dx
5 0
~ ,y_;’_l_J 1 (14a)
+Mkt,, * / (1—2)" 2 2'dx
35 £ ~ 7+1*70¢ 1 _ (14a)
< €+5—|—Mk‘7max2 (1—z)" 2 27dx <e

tm

1 1
Portanto, {u(t,)}nen C Hé é uma sequéncia de Cauchy e portanto existe @ € H¢g tal que
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lim,, o u(t,) = @. Sendo assim, podemos estender u sobre [0, Ti,ax] Obtendo a equagao

=

u(t) = By (tA)uo + /0 (—A)TE,((t — s)A)F(u)(s)ds + /0 Eo((t — s)A)Ph(s)ds,

para todo t € [0, Tyax|. Porém, pelo Teorema , podemos estender a solugao para um

intervalo maior, e isto é uma contradicgao. O]
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Conclusao

Neste trabalho estudamos a existéncia e unicidade de solugao branda para um problema
do campo velocidade de um fluido viscoelastico, homogeéneo, isotrépico, incompressivel
tridimensional.

Num primeiro momento, escrevemos o problema como uma equacao integral utilizando
uma projecao ortogonal em um espaco de Hilbert adequado, podendo assim aplicar a
transformada de Laplace formalmente para resolver a equacao e aplicar a transformada
inversa, encontrando uma possivel solucao.

Num segundo momento, estudamos o comportamento da familia de resolvente
associada ao operador de Stokes, garantindo inicialmente que poténcias de um elemento
que estd no resolvente também estao no resolvente, logo apds provando que existe uma
funcao que limita a familia no espago em questao, seguindo com a garantia da continuidade
uniforme da familia e consequentemente a convergeéncia uniforme em intervalos limitados.

Por fim, abordamos o problema com as garantias necessarias para garantir a existéncia
e unicidade de solucao branda. Além disso conseguimos determinar a unica continuagao
da solucao e o comportamento explosivo para solugoes com tempo maximal de existéncia

finito.
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Capitulo 3

APENDICE A

3.1 Operadores setoriais e analiticidade

Iniciaremos esta se¢ao definindo semigrupos fortemente continuos e seus geradores.

Defini¢ao 3.1. Dizemos que uma familia de operadores lineares (7'(t))¢>o C £(X) é um

semigrupo, se
(i) T(0) = I (operador identidade); e,
(i) T(t+s)=Tt)T(s),V t,s > 0.
Se, além disso

(iii) || T(t)x — z|]] = 0 quando t — 01, V z € X, dizemos que o semigrupo é fortemente

continuo (ou que é um Cp-semigrupo).
Definicao 3.2. Seja (T'(t))+>0 um semigrupo fortemente continuo de operadores lineares.
Chamaremos de gerador infinitesimal o operador A : D(A) C X — X definido por

T _
Az ;= lim M

t—0+ t ’

onde

Ttz —
D(A) = {:1: € X: lim w e:ziste} .

t—0+

Definigao 3.3. Dizemos que Ha é um caminho de Hankel, se existem r > 0 e 6 € (7w/2,7)

tais que, Ha = Hay + Hay — Has, em que os caminhos Ha; sao dados por

Hay := {te;t € [r,00)};
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Hay = {re';t € [—-0,0)};
Has := {te™";t € [r,00)}.

Também escrevemos Ha = Ha(r,0) para mostrar da dependéncia do angulo e do raio

(ver Figura [3.1).

»
!

Hal

—Ha3

Figura 3.1: Caminho de Hankel Ha = Ha(r,0)

Considere a € R e ¢ € (0,7). Definimos entao os seguintes subconjuntos do plano

complexo,

Sap ={AeC: ¢ <l|arg\—a)| <7, XA#al; (3.1)
Yoo ={AeC: largA—a)| < ¢, A #a}. (3.2)

A Figura ilustra os “setores” S,y € Yqg, com a > 0 e ¢ € (0,%). Observe que

—a,p = E—aﬂf—fb'

Nos agora iremos considerar a possibilidade de estender o dominio do parametro de
um semigrupo para certos setores no plano complexo que incluem o eixo real nao negativo.
E claro que, a fim de preservar a estrutura de semigrupo, o dominio no qual o parametro

complexo variar deve ser um semigrupo aditivo de ntimeros complexos.
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(a) Setor Sq ¢ (b) Setor X, 4
Figura 3.2: Setores S, € 244
Defini¢ao 3.4. Seja ¥, o interior do conjunto Xg,. Dizemos que uma familia de
operadores lineares limitados {T'(¢);¢ € ¥ , U {0}} é um semigrupo analitico, se:
(i) A fungdo ¥, >t T(t) € B(X) é analitica;
(ii) T(0) =1, T(t+s) =T(t)T(s) para quaisquer t,s € ¥4 U {0}; e
(iii) lim;7'(t)z = z, para todo x € X (observe que ¢t — 0 por pontos de ¥ ;).

Usaremos a notacao de Nagel (ENGEL; NAGEL, [2000) para definir operadores
setoriais (ver (ENGEL; NAGEL| 2000, Definigao 11.4.1)).

Defini¢ao 3.5. Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado e densamente

definido. Dizemos que A é um operador setorial, se existem 6 € (0,5), M > 1epc R

tais que, X,x/2+9 C p(A) []e

M
A —pl’

(A — A)—1||B(X) < para todo A € X, x/240.

Neste caso, dizemos que A é u-setorial de angulo 6.

Teorema 3.6. Suponha que A : D(A) C X — X seja um operador setorial; isto €, que

existem constantes C' > 1, a € R e ¢ € (5, m) tais que, Yoy C p(A) e

A= A) s < para todo X € X, 4.

A —al’

13,4 ¢ definido em (3.2).
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Entao, A gera um semigrupo fortemente continuo {T'(t);t > 0} C B(X) com

1
() = —/ MO — A)Td, >0,
a+Ha

Comi

em que a + Ha = a + Ha(r,¢) € o deslocamento do caminho de Hankel (ver Defini¢do
, com r pequeno. Além disso, t — T(t) se estende a uma fun¢do analitica de 287(1)_%

em B(X) (ou a complezificacao de X, se X é um espaco de Banach real) e para algum

K >0,
ITO)|sx) < Ke™, e [|AT(t) |z < Kt~ 'e™, para todo t > 0.

Por fim,
d

ZT(t) = AT()

¢ um operador limitado para qualquer t > 0 e (0,00) >t — T(t) € B(X) € continua.

Defini¢ao 3.7. Suponha que —A é um operador setorial com Rec(A) > 0, entdo para

a > 0 definimos

A= —/ t T (t)dt,
0

em que (T'(t))s>0 ¢ 0 Co-semigrupo gerado por —A (ver Teorema [3.6) e I' denota a fungao
Gamafl

Teorema 3.8. Se —A € um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0, entao para
qualquer o > 0, A= € um operador linear limitado e injetivo sobre X. Além disso, para
quaisquer o, 3 > 0,

ATCAF = A7),

Defini¢ao 3.9. Suponha que —A é um operador setorial com Reo(A) > 0, entdo para
a > 0 definimos

A% = (A7 com D(A%):= Im(A™®).

Além disso, definimos A° := I (operador identidade sobre X).

2Seja z € C tal que Rez > 0, entdo a funcio Gama é definida por

I‘(z):/ t*"tetdt.
0
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Teorema 3.10. Seja —A é um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0, entdo as

sequintes afirmagoes sao verdadeiras:
(i) Se a >0, entao A* € fechado e densamente definido.
(ii) Se a > 3, entdo D(A*) C D(AP).
(i1i) A*AP = APA® = ATP sobre D(AY), em que v = maz{a, 3, + B}.

(iv) AT (t) = T(t)A* sobre D(A%), parat > 0, em que (T(t))i>0 € 0 semigrupo gerado

por —A.

Teorema 3.11 (Desigualdade do Momento). Seja —A € um operador setorial sobre X
com Reo(A) > 0. Se 0 < o < 1, entdo existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de
A tal que,

|A%z||x < Ol Az||S|l2]X®, Vo € D(A).

Definicao 3.12. Seja —A é um operador setorial sobre X com Rec(A) > 0. Para cada

a > 0, definimos o espaco
X% := D(A%), munido com a norma ||z|, = ||[A%||x.
Teorema 3.13. Seja —A é um operador setorial sobre X com Reo(A) > 0. Entdo as
sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
(i) Para cada o > 0, X munido com a norma || - ||o € um espago de Banach.
(1) X°=X e X! = D(A).

(iii) Se a > B >0, entdo X* é um subespaco denso de XP e a inclusio i : X* — XP é

continua.

(iv) Se A tem resolvente compacto, a inclusao X C X° é compacta sempre que

a=>f=>0.

Proposigao 3.14. Seja A um operador setorial sobre X com Reo(—A) >0, o4 C p(A)

para algum ¢ € (3,7), e

(A= A) sy < MIA™Y, para todo X € .
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Entao, existe uma constante k tal que,
I(=A)" (A = A) T allx < KAPl2]lx,

para 0 < B <1, A€y ex € X.

3.2 Miscelanea de resultados utilizados

Teorema 3.15 (Principio de Contracao de Banach). Seja (M,d) um espago métrico

completo nao-vazio e seja F': M — M uma contragao. Entao F possui um unico ponto

fixo.

Teorema 3.16 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam as fungoes
fn: 2= R ou C A-mensurdveis tais que f, — f q.t.p.. Se existe uma fun¢ao integrdvel
g Q — [0,+00) tal que g > |fu| ¢.t.p., entdo as fungoes f, e f sdo integrdveis e

I(fn) = I(f).

Lema 3.17 (Desigualdade Singular de Gronwall). Suponha que b > 0 e a(t) € uma fun¢ao

nao negativa, integravél localmente no intervalo [0,T) para algum T € RY, e suponha que

u(t) € nao negativa e integravel no intervalo [0,T) com
t
u(t) < a(t) + b/ (t — s)° " u(s)ds
0
neste intervalo; Entao
t
u(t) < a(t) + 0/ E5(0(t — s))a(s)ds, 0<t<T,
0

em que

2B d

0= (BT((B)F, Eal=) = Y = 07 dz

(nf +1)

n

1
quando z — 07, E,/B ~ Bez quando z — +00

1
(e Eg(z) ~ Eez quando z — + + 00). Se a(t) = a, constante, entao u(t) < aEg(0t).
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Teorema 3.18 (Teorema de Cauchy). Seja f uma fun¢ao analitica em um aberto A C C

e seja o um ciclo suave por partes em A. Se o é homdlogo a zero em A, entdo

n(o,2)f(z) = % / %dw, Vze A\ |o|
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