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Resumo

O crescimento populacional nao ocorre de forma instantanea. Cada individuo necessita de um
intervalo de tempo para atingir a maturidade e iniciar o processo reprodutivo, e esse retardo in-
fluencia diretamente a dindmica da populagdo ao longo do tempo. Para considerar esse aspecto,
utilizamos equagdes diferenciais com retardo, ferramenta matematica robusta para modelar sis-
temas em que o estado atual depende de estados passados. Neste trabalho, investigamos as
principais caracteristicas dessas equacgoes e discutimos como a Transformada de Laplace pode
ser empregada na obtencao de solu¢des. Como aplicacdo pratica, analisamos o modelo logis-
tico com retardo, uma abordagem que descreve o crescimento populacional levando em conta
0 tempo necessdrio para a reproducdo. Nosso objetivo € apresentar uma solu¢ido branda no
espaco das funcdes continuas, tornando o estudo mais acessivel e util para a compreensao de

fendmenos naturais.

Palavras-chaves: Modelo de Crescimento populacional. Transformada de Laplace. Equagdes

diferenciais com retardo.






Abstract

Population growth does not occur instantaneously. Each individual requires a certain amount
of time to reach maturity and begin reproducing, and this delay directly influences the pop-
ulation dynamics over time. To account for this, we use delay differential equations, which
are powerful mathematical tools for modeling systems where the current state depends on past
states. In this work, we explore the main characteristics of these equations and discuss how the
Laplace Transform can be used to obtain solutions. As a practical application, we analyze the
logistic model with delay, an approach that describes population growth while considering the
time required for reproduction. Our objective is to present a mild solution within the space of
continuous functions, making the study more accessible and useful for understanding natural

phenomena.

Keywords: Population Growth Model, Laplace Transform, Delay Differential Equations.
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Introducao

As equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) sdo ferramentas essenciais para compreender e
modelar diversos fendmenos do cotidiano, permitindo descrever, de forma relativamente pre-
cisa, como sistemas evoluem ao longo do tempo. Um exemplo notavel € o modelo de cres-
cimento populacional, frequentemente analisado por meio da equacdo logistica, que permite

calcular a taxa de crescimento populacional.

A equagdo logistica cldssica foi determinada pelo matematico e bi6logo holandés Pierre-
Francois Verhulst na década de 1840. Esse modelo considera tanto o crescimento da populacao
quanto as limita¢Oes impostas pelos recursos naturais. Na equacao logistica cldssica, assume-se
que um individuo conta como reprodutor imediato. No entanto, para aproximar o modelo da
realidade, deve-se considerar o tempo necessdrio para que um individuo amadureca e se torne
capaz de se reproduzir. Dessa necessidade surge o estudo da equagdo logistica com retardo, que
introduz um atraso temporal na modelagem do crescimento populacional. A equacdo logistica
com retardo, que considera a varidvel T como fator do efeito temporal, € uma aplicacdo das

equagoes diferenciais com retardo.

O objetivo deste trabalho € apresentar as equacdes diferenciais com retardo e sua aplicagao
no modelo de crescimento populacional, demonstrando a existéncia e unicidade de uma solucao
branda para a equacdo logistica com retardo. Para isso, serd utilizado o teorema do ponto fixo de
Banach, que assegura a solucio no espaco das fungdes continuas, e a transformada de Laplace

como método de resolucgdo.
Para alcancar esse objetivo, organizamos este trabalho em quatro capitulos, descritos a se-
guir:
* O Capitulo 1 ¢ dedicado a introdugio as equagdes diferenciais, sequéncias, séries, espa-
cos normados e suas principais propriedades.

* O Capitulo 2 aborda o espaco de Banach, com a demonstracio do teorema do ponto fixo

de Banach, essencial para garantir a existéncia e unicidade da solucdo branda.

* O Capitulo 3 apresenta a transformada de Laplace e suas propriedades, que sera utilizada

como ferramenta para resolver as equagdes diferenciais com retardo.
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Capitulo 1. Introdugdo

* O Capitulo 4 define as equagdes diferenciais com retardo e sua aplicacdo no modelo lo-
gistico, aproximando-se de situacdes reais. Finalizamos o capitulo obtendo uma solugdo

branda no espaco das fungdes continuas para a equagao logistica com retardo.
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Preliminares

2.1 Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

As equacdes diferenciais ordindrias (EDOs) sdo equagdes que envolvem uma func¢do des-
conhecida e suas derivadas em relacdo a uma varidvel independente. Essas equacdes desem-
penham um papel fundamental na modelagem matemadtica de fendmenos de diversas areas do
conhecimento, como biologia (ex: crescimento populacional), fisica (ex: leis do movimento),
quimica (ex: reacdes quimicas), € economia (ex: dindmica de mercados financeiros). Elas sdo

instrumentos poderosos para descrever como sistemas evoluem ao longo do tempo.

O estudo das EDOs remonta ao surgimento do célculo diferencial no século XVII, com
as contribuicdes de Isaac Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz. No entanto, foi somente no
final desse mesmo século que as equacdes diferenciais passaram a ser amplamente utilizadas
como ferramentas de modelagem matemaética para compreender e prever o0 comportamento de

sistemas dinamicos.

Neste capitulo, vamos abordar os conceitos fundamentais relacionados as equacdes dife-
renciais ordindrias e alguns métodos usados para resolvé-las. Este contetido servird como base
para o estudo de temas mais avangados, como as equagdes diferenciais com retardo, que explo-

raremos nos proximos capitulos.

Definicao 2.1.1. Uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDO) é uma equacio da forma

F (x5, (6),5"(2),)" (), ¥ (%)) = 0

onde y = y(x) é a fungdo incdgnita e x é a varidvel independente. As equagdes diferenciais rela-
cionam uma func¢do e suas derivadas. Ao resolver uma Equacgdo Diferencial Ordinéria (EDO),
buscamos uma fungdo y = y(x) que satisfaca a equagio diferencial em todos os pontos de um

determinado intervalo /. Essa fun¢@o é denominada solu¢ao da EDO nesse intervalo.

Exemplo 2.1.1. Abaixo sdo apresentados exemplos de diferentes tipos de EDOs:

oy —2y=e€*
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* (v/)* 43y + 6y = tan(x)
Y +y=cos(x)

Definicao 2.1.2. A ordem de uma equacdo diferencial é a ordem da mais alta derivada da
funcdo incognita que ocorre na equagdo. O grau € o valor do expoente para a derivada mais

alta, quando a equacdo é expressa como um polindmio nas derivadas.
Exemplo 2.1.2. o y/ —2y=¢*tem ordem 1 e grau 1.

* (y/)3+3y + 6y = tan(x) tem ordem 2 e grau 3.

* y+y=cos(x) tem ordem 1 e grau 1.

Neste trabalho, utilizaremos apenas as equacdes diferenciais de 14 ordem.

Definicao 2.1.3. As equagdes diferenciais ordindrias de 14 ordem podem ser apresentadas de

duas maneiras equivalentes:

(a) Forma Normal: y = f(x,y)

(b) Forma Diferencial: P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0

Ao resolver uma equagdo diferencial, € possivel encontrar a solugdo geral e solucdes par-
ticulares para EDOs. A solu¢do que encontramos depende do tipo e das condi¢des iniciais da
EDO. Abaixo, serdo descritos detalhadamente as solucdes e os métodos mais utilizados para

encontrar a solucdo das equacdes. Nos exemplos ilustrativos, usaremos a mesma letra C para

representar diversas constantes.

Definicao 2.1.4. Seja uma equacao diferencial ordinaria da forma

F(x,yy,y,...y") =0,
onde F é uma fungdo que relaciona x, y e suas derivadas.

A Solucao Geral da EDO ¢ uma familia de solu¢des que contém n constantes arbitrdrias
(para uma equacao diferencial de ordem n), representando todas as solugdes possiveis da equa-

¢do em um intervalo /.

Uma Solucao Particular € obtida ao fixar valores especificos para as constantes da solu¢do

geral, resultando em uma tdnica func¢do y = @ (x) que satisfaz a equag@o diferencial.

Exemplo 2.1.3. Para a equacio diferencial :y’ — 2y = ¢

* Solu¢dio Geral: y(x) = 3 +Ce**, onde C é uma constante arbitraria.

* Solucio Particular: y(x) = ¢, para condicio inicial y(0) = 1.



2.1. Equacobes Diferenciais Ordindrias (EDOs) 21

Mais adiante destacaremos o método para encontrar a solucao desse exemplo.

Os métodos para resolver as equagdes diferenciais ordindrias (EDO), dependem do tipo de
EDO. A seguir serdo descritos os tipos de equacdes diferenciais e o seu método de resolucio.
2.1.0.1 EquagGes Separaveis

Uma equacao separdvel, ¢ uma equacao diferencial do tipo:
dy
— =g(x)h
2 = g(h(y)
Método de Resolucao: Rearranje para separar as varidveis:

1
o) dy = g(x)dx

Exemplo 1: Resolva y = xy.

Solucao: 1. Separe:

1
—dy =xdx
y

2. Integre ambos os lados:

1 x?
/—dy:/xdx = Inly|==+C
y 2

3. Solucio geral:
y(x) =Ce*/?

2.1.0.2 Equagdes Lineares de Primeira Ordem

Definicao 2.1.5. Uma equacao linear, ¢ uma equacao diferencial do tipo:
Y +P(x)y=0Q(x)

onde P(x) e Q(x) sdo fungdes continuas de x.

Método de Resolucao: Utilizaremos o método do fator para resolver a EDO linear

O método do fator integrante consiste em multiplicar ambos os lados da equacdo por uma
funcdo p(x), chamada de fator integrante, de forma que o lado esquerdo se torne a derivada de

um produto:

u(x)y' + pu(x)P(x)y = p(x)Q(x)
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Queremos encontrar uma fungdo p(x) tal que:

RO+ () P(y =4

Expandindo a derivada do produto no lado direito, obtemos:

[k (x)y]-

w(x)y 4+ p' (x)y = u(x)y' + pu(x)P(x)y.

Para que essa igualdade seja verdadeira, devemos ter:

Essa é uma equacdo diferencial separdvel, que podemos resolver da seguinte forma:

du

r P(x)dx

Integrando ambos os lados, obtemos:

In|p(x)| = / P(x)dx.
Logo, o fator integrante € dado por:
1(x) = el P@x
Multiplicando a equacao original pelo fator integrante, obtemos:
ol PO)dxy! | [ P@dxpy(y)y — o P@x ().

O lado esquerdo € a derivada do produto [efP (x)dxy]. Portanto, podemos escrever:

d . .
_[ej P(x)dxy] _ ej P(x)de(x)‘

dx

Integrando ambos os lados em relacdo a x, obtemos:

el Py — [ PO (x)dx + C.

Finalmente, isolando y, temos a solucio geral da equacgdo diferencial:

y(x) = e PO [c+ / e/ PO 0 (x)dx]
onde, C é uma constante arbitraria.
Portanto;

p(x) = el PW4x & o fator integrante.
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Exemplo 2.1.4. Encontrando a solucao da seguinte EDO: y/ — 2y = ¢3*

Para resolver a equacio diferencial y/ — 2y = ¢** usando o fator integrante, seguimos os

seguintes passos:
1. Identificamos a equacdo na forma padrio y' 4 p(x)y = ¢(x), onde p(x) = —2 e g(x) = e**.
2. Calculamos o fator integrante p(x):

_ ef—de — e 2%,

u(x)
3. Multiplicamos ambos os lados da equacio por ft(x) = e~ *:
e—ny/ . 26—2xy _ e—er?;x,

o que simplifica para:

4. Integramos ambos os lados:
d
/d_ (efzxy) dx = /exdx,
X

e Fy=¢"+C.

resultando em:

5. Multiplicamos ambos os lados por ¢** para encontrar a solugio:

y(x) = e (" 4+ C) = ¥ + Ce?.

Portanto, a solucao geral é:
y(x) = eF 4+ Ce?.

Exemplo 2.1.5. y' +y = cos(x).
Soluc¢ao: Seguindo os mesmos passos:

1. p(x) =1, g(x) = cos(x).
2. u(x) = el 1dx = ¢,

3. Multiplicando por p(x):
ey +e*y = e*cos(x)
d
d—(exy) = e cos(x)
X

4. Integre:
ey = /ex cos(x)dx
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Resolva a integral por partes:

/o
/excos(x) P (sm(x)2—|— cos(x)) Lo
5. Solugdo geral:
i + _
V() = sin(x) 2cos(x) e

2.1.0.3 Equacdes de Bernoulli

Uma equagdo de Bernoulli, € uma equagao diferencial da seguinte forma

Y +P(x)y = 0(x)y"
p(x) e q(x) podem ser quaisquer fungdes continuas de x. n € um niimero real, geralmente n # 1.

Se n=1, a equacdo se torna linear.

Método de Resoluciio: Substituimos v = y!=", o que transforma a equagio dada em uma

equacao linear para v.

A nova equacao é:
d
EVC (1 —n)Px)v = (1-n)0(x).

A equacdo tem a forma padrio:

onde p(x) = (I —n)P(x) e g(x) = (1 —n)Q(x).
O fator integrante é dado por:

,LL(X) _ efp(x)dx _ ef(lfn)P(x)dx.

Multiplicamos a equacdo por p(x):

dv

H(x) -+ 1(x)p(x)y = p(x)q(x).

O lado esquerdo torna-se uma derivada de produto:

dx
Integrando ambos os lados em relacao a x:

p@y = [ n@glds+C.

onde C € a constante de integracao.
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Isolando v:

! ( / u(x)q(x)dx—i—C) |

Substituimos pi(x) = e/ (1=PWdx ¢ 4(x) = (1 —n)Q(x) para encontrar a solugdo geral para

Retornando a varidvel original y:
Lembrando de que fizemos a substituicio v = y! . Assim:

=y = y=]

1
I-n

1
n

v= |t (Jueamarec) |

Exemplo 2.1.6. Resolvendo a seguinte equagdo de Bernoulli

Finalmente, substituimos a solug@o de v para obter a solucio geral para y:

Solucdo: 1. p(x) = _,‘IC, q(x) = x%, n=2. Substitua v =y~!, entdo v = —y~2y. 2.

Reescrevendo em termos de v:
v /
V+—-=—Xx

d 3

3. Resolvendo como equagio linear: pi(x) = e/ v =y Multiplicando por p(x):
(xv) = —x

/ 3
= — f— —_
xv +v X I
4. Integrando:
x* X3
XVZ—Z‘FC — V:—Z'i‘;
5. Voltando para y:
. X PSRN , 1
= — — — = 3 C
4o —Ttx
2.1.0.4 Equacdes Exatas
A equagdo diferencial
(2.1)

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0

¢ denominada exata se existir uma fung¢do diferencidvel y(x,y) tal que
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dy = P(x,y)dx+ Q(x,y)dy. (2.2)

Se as fungdes P(x,y) e Q(x,y) forem diferencidveis em um dominio simplesmente conexo,
em que um dominio simplesmente conexo ¢ um conjunto aberto e conexo no qual qualquer
curva fechada pode ser continuamente deformada em um ponto dentro do dominio, sem sair
dele. Intuitivamente, significa que o dominio ndo possui "buracos".a existéncia de y(x,y) é

equivalente a condig¢ao:

or_ a0

Jy ox (2.3)

Se essa igualdade for verdadeira, a equacdo € exata e podemos determinar y/(x,y). Para

isso, integramos P(x,y) em relacdo a x:

p(ey) = [ Pley)dx+Cl). 2.4)

Aqui, C(y) representa termos que dependem apenas de y, pois ao integrar em relagdo a x,

tais termos ndo aparecem.

Para determinar C(y), derivamos y/(x,y) em relagdo a y e a igualamos a Q(x,y):

5 ([ remacsc)) = o), 25)

Isso resulta em:

d
5 [ Pa)dx+C'6) = oG, (2.6)

Dessa equagdo, podemos resolver para C(y) integrando:

ct) = [ (- 5 [ Pleviar) iy @7

onde C € uma constante arbitraria.

Assim, encontramos a fungéo potencial y(x,y), cuja solu¢do implicita define a solugdo geral

da equacao diferencial.

Exemplo 2.1.7. Dada a equacao:

(2xy*)dx + (2x*y)dy = 0, (2.8)
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identificamos:

P(x,y) =2xy*, QO(x,y) = 2x%y. (2.9)

Verificamos a condicao de exatidao:

JoP 0 N

8_y = 8_y(2xy ) = 4xy, (2.10)
d 0

a—g = a(szy) = 4xy. (2.11)

Como %—5 = %—g, a equacdo ¢ exata.

Agora, integramos P(x,y) em relagio a x:

W) = [ 207 dx =+ C). (2.12)

Derivamos em relagdo a y:

—— =22y +C(y). (2.13)

Igualamos a Q(x,y):

262y +C'(y) = 24%y. (2.14)

Portanto, C'(y) = 0, o que implica C(y) ser uma constante C.

Assim, a solug@o geral implicita da equacao é:

x*y? =C. (2.15)

Em alguns casos, podemos transformar uma equacao diferencial ordinaria (EDO) que ndo é
exata em uma exata utilizando um fator integrante, geralmente denotado por u(x,y). O leitor

pode encontrar métodos para determinar o fator integrante em (221,

2.1.1 Existéncia e Unicidade

Para determinar uma solucao particular da EDO, € preciso atender a uma condicao previamente

estipulada, denominada condic¢ao inicial. Quando uma EDO € acompanhada de uma condicao
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inicial, o problema é chamado de problema de valor inicial (PVI), frequentemente abreviado

na literatura. Esse problema é representado matematicamente pelo sistema:

yl = f(x7y)
y(x0) = Yo.

Dessa forma, resolver o PVI significa encontrar uma solugio da EDO y' = f(x,y) que sa-

tisfaca a condicdo inicial, garantindo que a fungdo passe pelo ponto (xp,yg) no dominio de
f

Exemplo 2.1.8. Voltando para o Exemplo 2.1.4, vejamos o que ocorre quando definimos um
valor inicial (PVI):

A solucao geral da EDO é:
y = e3x +C e2x,

onde C € uma constante arbitraria Agora considerando a condi¢do inicial

y(0) =1,

entdo iremos determinar C para que a condigdo seja sastifeita. Como y(0) = 1, substituimos

x=0ey=1:
1 =30 L ce20)
1=1+C
Cc=0

Substituindo C = 0 na solugdo geral, obtemos a solugdo particular:
y=e

O Teorema de Existéncia e Unicidade de Picard-Lindelof nos fornece condi¢des especificas
sob as quais podemos afirmar com certeza que existe uma unica solu¢do para uma equacao
diferencial. Este teorema € fundamental, pois garante que as solu¢des de EDOs sejam bem
comportadas, o que € essencial para a modelagem matematica de fendmenos naturais. Abaixo
enunciaremos o teorema da Existéncia e Unicidade. A demonstragdo desse teorema pode ser
encontrada na secdo de Espagoes de Banach como aplicagdo do Teorema do Ponto Fixo de

Banach.
Teorema 2.1. (Teorema de Existéncia e Unicidade )
Se a fungdo f(x,y) juntamente com a derivada parcial f, forem continuas no retangulo

R:|x—xo| <a, |y—yo| <b,
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entdo o problema de valor inicial (PVI)
Y =fxy), y(xo)=yo
tem uma tinica solu¢do y = y(x) definida no intervalo
Is = [xo— 6,x0+ 6],

onde
0 = min{a,b/M}

e M ¢é o valor mdximo assumido pela fungdo f(x,y) no retdngulo R.

,U' I

B
L

€T

Figura 1 — Teorema da Existéncia e Unicidade

2.2 Noc¢des Topoldgicas

A seguir, serdo destacados alguns conceitos topoldgicos basicos em espacos métricos, como o
de bola, conjuntos abertos e fechados. Antes de enunciarmos os conceitos topoldgicos, preci-

samos definir o que é um espaco métrico e alguns resultados.

Definicao 2.2.1. Seja M # ( um conjunto. Uma métrica em M € uma fungdo d : M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real d(x,y), chamado distdncia
de x até y, de modo que as seguintes condicdes se verificam para quaisquer x,y,z € M:

M1) d(x,x) =0;

M2) Sex #y, entdo d(x,y) > 0;

M3) d(x,y) = d(y,x);

M4) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z2).
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Um espago métrico é um par (M,d), em que M é um conjunto nido-vazio e d ¢ uma métrica
em M.

As propriedades M 1) e M2) dizem que d(x,y) > 0 e que d(x,y) = 0 se, e somente se, x = y.
A propriedade M3) significa que a distincia d(x,y) é uma fun¢do simétrica nas varidveis x e
y. A condigdo M4), chamada de desigualdade triangular, é inspirada no fato de que, no plano

euclidiano, o comprimento de um dos lados de um tridngulo ndo excede a soma dos outros dois.

Exemplo 2.2.1. No conjunto R dos niimeros reais, a métrica d que reflete a distancia euclidiana

entre dois pontos quaisquer x,y € dada por:

d:RxR—-R

(x,y) = d(x,y) = x—y]|

Esta fun¢do é chamada de métrica usual da reta. Mostremos que as condi¢des M a My sdo
satisfeitas:
M1) d(x,x) = |x—x| =1|0| =0;
M2) Se x #y, entdo d(x,y) = [x—y| > 0;
M3) d(x,y) = x=yl == =0 = (=D —x)| ==y —x[ = [y —x[ = d(y,x);
M4) d(x,z) = |x—z|=|x—z+y—y| < |x—y|+|y—z| =d(x,y) +d(y,z) (Desigualdade Tri-

angular).

Portanto, d(x,y) = |x — y| satisfaz todas as propriedades de uma métrica em R.
Definicao 2.2.2. Sejam (M,d) um espaco métrico e a € M um ponto arbitrario. Entdo:

1. A bola aberta de centro a e raio r > 0 é o conjunto B(a, r) dos pontos de M cuja distancia

ao ponto a € menor do que r, ou seja,

B(a,r) ={xeM |d(x,a) <r}.

2. A bola fechada de centro a e raio r > 0 é o conjunto B[a, r|] formado pelos pontos de M

que estdo a uma distancia menor do que ou igual a r com relacao ao ponto a; isto €,

Bla,r]={xe M |d(x,a) <r}.
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3. A esfera de centro a e raio r > 0 é o conjunto S(a,r) formado pelos pontos x € M tais
que d(x,a) = r. Assim,
S(a,r)={xeM|d(x,a) =r}.

Evidentemente, podemos observar que:
Bla,r] = B(a,r)US(a,r).

Definicao 2.2.3. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Dizemos que um ponto
a € X é um ponto interior a X quando ele é centro de uma bola aberta contida em X, ou seja,
quando existe r > 0 tal que

B(a,r) CX.

Isto é equivalente a:
d(x,a) <r=xeX.

Definicao 2.2.4. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. O interior de X em M € o

conjunto intX, formado pelos pontos interiores a X, ou seja,
intX={aeX|3r>0,B(a,r) CX}.

Definicdo 2.2.5. A fronteira de X em M é o conjunto dX, formado pelos pontos b € M tais que
toda bola aberta de centro » contém pelo menos um ponto de X e um ponto do complementar
M\X.

X ={beM|Vr>0,B(b,r)NX #0eB(b,r)N(M\X) # 0}.

Proposicao 2.2.1. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Dado um ponto arbitrério

¢ € M, ha trés possibilidades mutuamente exclusivas:

1. Existe uma bola aberta de centro ¢ contida em X, isto €, ¢ € intX.
2. Existe uma bola aberta de centro ¢ contida em M \ X, ou seja, ¢ € int(M \ X).

3. Toda bola aberta de centro ¢ contém pontos de X e de M\ X, isto é, ¢ € dX.

Demonstragcdo. Passo 1: Primeiro mostraremos que as condi¢des sdo mutuamente exclusivas

* Se ¢ € intX, entdo existe r > 0 tal que B(c,r) C X. Isso significa que B(c,r) ndo contém
pontos de M \ X, logo ¢ ¢ dX e ¢ ¢ int(M \ X).

» Se c € int(M \ X), entdo existe r > 0 tal que B(c,r) C M\ X, ou seja, B(c,r) ndo contém
pontos de X. Portanto, ¢ ¢ intX e ¢ ¢ dX.
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* Se ¢ € dX, entdo qualquer bola aberta centrada em ¢ contém pontos de X e de M \ X. Isso
significa que ¢ ¢ intX e ¢ ¢ int(M \ X).

Assim, um ponto ¢ ndo pode pertencer a mais de um dos conjuntos intX, int(M \ X) e dX,
garantindo que as condi¢des sdo mutuamente exclusivas. Vamos agora provar que para cada

C € M, uma das trés condi¢des deve ser satisfeitas:

Se existir uma bola aberta B(c, r) tal que B(c,r) C X, entdo ¢ € intX. Se existe uma bola
aberta B(c,r) tal que B(c,r) C M\ X, entdo ¢ € int(M \ X). Se 1 e 2 ndo sdo satisfeitas, entdo
para todo r > 0, B(c, r) contém pontos de X e de M \ X, o que implica ¢ € dX.

Portanto, qualquer ponto ¢ € M pertence a exatamente um dos trés conjuntos.

Mostramos que todo ponto ¢ € M pertence a um dos conjuntos intX, int(M \ X ) ou dX, e que

essas trés classificagdes sdo mutuamente exclusivas. Assim, temos a decomposi¢do disjunta:

M =intX Uint(M \ X) U dX.

2.2.1 Conjuntos Abertos

Definicao 2.2.6. Um subconjunto A de um espago métrico M é chamado aberto em M quando

todos os seus pontos sdo interiores, isto €, intA = A. Logo, A C M ¢ aberto se, e somente se,

ANJA =0.

Para provar que um conjunto A C M ¢é aberto em M, devemos obter, para cada x € A, um

raio r > 0 tal que:
B(x,r) C A.

2.3 Sequéncia

Uma sequéncia ¢ uma funcio a : N — R (ou para um conjunto X) que associa a cada nimero

natural » um elemento a,, onde a, ¢ chamado de o n-ésimo termo da sequéncia.

Exemplo: Considere a sequéncia a, = rl; Seus primeiros termos sao:

ar=1, a= az = as =

1 1 1
2’ 3’ 47"
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Escrita como conjunto, temos {1, %, %, %, st

Defini¢ao 2.3.1. Dada uma sequéncia {x, },cn no espaco métrico M, se {ny,na,...} C Ne
ny < np < ..., entdo a aplicagio dada por n; — x,, é indicada por (x,,,Xp,, .. .) ou (xnk) keN ou

{*n, }xen, e recebe o nome de subsequéncia de {x;, },eN.

Definicio 2.3.2. Uma sequéncia {x, },cn no espago métrico M chama-se limitada quando o
conjunto dos seus termos ¢é limitado, isto é, quando existe k > 0 tal que d(x,,x,) < k, para

quaisquer m,n € N.

2.3.1 Sequéncia Convergente

Definicdo 2.3.3. Seja {x,},cny uma sequéncia no espago métrico M. Dizemos que o ponto
a € M é limite da sequéncia {x, },cn quando, para todo niimero € > 0 arbitrdrio, existe ng € N
tal que n > ng = d(x,,a) < €.

Escreve-se entdo a = lim,,_, ;- x;, Ou, ainda, x, — a, quando n — +oo.

Quando existe a = lim,,_, ;- X, € M, dizemos que a sequéncia {x, },cn € convergente em M,

e converge para a. Caso contrario, dizemos que a sequéncia € divergente em M.

1

) converge para 0 no espago métrico R, com a

Exemplo 2.3.1. Mostre que a sequéncia a, = (

meétrica usual.

Queremos provar que:

lim a,, =0,
n—soo

onde a, = % e estamos considerando o espaco métrico R com a métrica usual, isto é, d(x,y) =
[x — .
Por defini¢do, uma sequéncia (a,) converge para um limite L em um espago métrico (X,d)

se, para todo € > 0, existe um M € N tal que, para todo n > M, temos:

d(an,L) < €.

1

No nosso caso, queremos que a sequéncia a, = ;- convirja para 0, ou seja, queremos mostrar

que:

la, —0| < & paratodo n>M.

Solucao
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Seja € > 0 dado. Nosso objetivo é encontrar um M € N tal que, para todo n > M, temos
la, — 0| = }% — 0‘ = % < €. Queremos que % < €. Isto &, precisamos escolher M de forma que,

paran > M, a desigualdade seja satisfeita.
1 . . 1
Observamos que . < € € equivalente an > .
Portanto, podemos escolher M tal que:
M>—.
&

Isto garante que, para todo n > M, teremos n > %, ou seja, - < liw < €.

3=

Assim, para todo n > M, temos:

1
la, —0| = - < e.
n

Portanto, para qualquer € > 0, existe um M € N tal que para todo n > M, |a, — 0| < €, 0 que

1

implica que a sequéncia a, = ;; converge para 0 no espago métrico R com a métrica usual.

Definiciio 2.3.4. Uma subsequéncia convergente ¢ uma subsequéncia (x,, ) de uma sequéncia

(xn) tal que existe um nimero real L para o qual:
lim x,, =L
k—ro0

Ou seja, os termos da subsequéncia (x,, ) se aproximam arbitrariamente de um certo limite

L conforme k cresce.
Proposicao 2.3.1. Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Para que se tenha a € X

em M, € necessario e suficiente que a seja limite de uma sequéncia de pontos x, € X.

Demonstragdo. Se a € X, entdo, para cada n € N, podemos obter um ponto x, € B(a,1/n)NX.
Com isso, obtemos uma sequéncia de pontos {x,},cny C X tal que d(x,,a) < 1/n e, portanto,

limx, = a.

Reciprocamente, se a = limx,, com x, € X, entdo toda bola aberta de centro a contém

pontos x,, pertencentes a X. Logo, a € X. [

Como demonstrado na Proposicdo 2.3.1, a aderéncia de um conjunto X pode ser caracteri-

zada por sequéncias convergentes.

Proposicao 2.3.2. Toda sequéncia convergente € limitada.
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Demonstragdo. Seja limx,, = a num espaco métrico M. Tomando € = 1, obtemos ng € N tal
que para todo n > ng temos x, € B(a,1). Portanto, o conjunto dos valores da sequéncia esta
contido na reunido dos conjuntos {xy,x2,...,%,,} € B(a,1), que sdo dois conjuntos limitados.

Logo, a sequéncia {x,} ¢ limitada. O
Como visto na Proposi¢do 2.3.5, toda sequéncia convergente pertence a um conjunto limi-
tado.

Defini¢ao 2.3.5. Seja {x, },cn uma sequéncia em um espago métrico (M, d). Dizemos que uma

subsequéncia {x,, }rcn € limitada se existir uma constante C > 0 e um ponto p € M tais que
d(xp,,p) <C, paratodok e N.

Ou seja, os termos da subsequéncia estdo contidos em uma bola de raio finito em M.

Como mostrado na Definicdo 2.3.5, uma subsequéncia limitada ndo pode divergir para o

infinito dentro do espago métrico.
2.3.1.1 Sequéncia de Nameros Reais Monétona

Definicio 2.3.6. Dizemos que uma sequéncia {x, },cn de nimeros reais é crescente quando se
tem:

X1 <xp<---<xp<...,

isto é, x, < x,+1 para todo n € N. Quando vale apenas x, < x,1, a sequéncia é dita mondtona
ndo-decrescente. Analogamente, definimos sequéncia decrescente se x, > Xx,1 € mondtona
ndo-crescente se x, > x,11. Uma sequéncia que satisfaz uma destas condi¢des € chamada

mondtona.

Proposic¢ao 2.3.3. Toda sequéncia mondtona limitada de nimeros reais é convergente.

Demonstragdo. Suponhamos x; <x; <--- <x, <Xx,11 <...sejauma sequéncia limitada. Seja
a = sup{x, :n € N}.

Afirmamos que lim x, = a. De fato, dado € > 0, o nimero a — €, sendo menor do que a, ndo
n—soo

pode ser uma cota superior do conjunto dos valores x,. Logo, existe ng € N tal que:
a—€ <Xy < a.
Assim, como x,, < x4+, para n > ngy obtemos:
a—E<Xp <xy<até€=a—-&e<x,<ate.

Portanto, lim x, = a. ]
n—oo
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Corolario 1. Uma sequéncia monétona de niimeros reais € convergente se, € somente se, possui

uma subsequéncia limitada.

Demonstracdo. Basta provar que uma sequéncia monétona {x, },cn € limitada quando possui
uma subsequéncia limitada {x,, }xcn. Suponhamos que {x,},cn seja ndo-decrescente e que

Xy, < c para todo k. Dado qualquer n € N, podemos obter k tal que n < ny, entdo:
Xp < Xp, < cC.

Logo, x, < ¢ para todo n, 0 que mostra que a sequéncia {x, },cn € limitada. O]

2.3.2  Sequéncia de Cauchy

Uma sequéncia {a,} em um espago métrico (X,d) é chamada de sequéncia de Cauchy se para
todo € > 0, existe N € N tal que:

d(ay,am) <€, Vn,m>N.

Isso significa que, a medida que n e m crescem, os elementos a, € a,, tornam-se arbitrariamente

proximos, independentemente se existe um limite L.

Exemplo 2.3.2. Considere novamente a sequéncia a, = % Vamos provar que ela € uma sequén-

cia de Cauchy:

1. Dados € > 0, escolhemos N € N tal que N > %

2. Paran,m > N, sem perda de generalidade, suponha n < m. Entao:
1 1

n m

|m —n|
lan — am| = =—.

mn

3. Como n,m > N, temos mn > N? e |m—n| <m+n. Assim:

’an_am’ <

4. Escolhendo N > %, segue que 1% < €. Logo, {a,} é de Cauchy.

Proposicao 2.3.4. Toda sequéncia convergente ¢ de Cauchy

Demonstracdo. Tome (x,) convergente no espago métrico M. Entdo, para todo € > 0 dado,

existe np € N tal que d(x,,a) < 5. Se n,m > ng, temos:

£ €
d(xn,Xm) < d(xn,a)+d(a,xn) < > 4+ 3= €.
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Exemplo 2.3.3. Nem toda sequéncia de cauchy € convergente, por exemplo no espaco dos
ndmeros racionais Q, uma sequéncia de Cauchy pode nio convergir, como a sequéncia que se

aproxima de \/5, que ndo estd em Q.

Proposicao 2.3.5. Toda sequéncia de Cauchy € limitada.

Demonstracdo. Seja {x, },cn uma sequéncia de Cauchy no espago métrico M. Tomando € = 1,

existe ng € N tal que, para todo m,n > ng, temos
d(xm,xn) < 1.

Assim, o conjunto {x,,41,%n,+2, ... } € limitado e tem didmetro menor ou igual a 1.

Além disso, o conjunto finito {xy,x2,...,X,, } também ¢é limitado. Segue que a unido

{220, X, = X FU{ X1, X425+ }

¢é limitada. O

2.3.3 Espacos Completos

Definicao 2.3.7. Um espago métrico (X,d) é chamado de completo se toda sequéncia de Cau-

chy em X for convergente.

Exemplo 2.3.4. O conjunto dos niimeros reais R € completo. Por outro lado, o conjunto dos
ndmeros racionais (Q ndo é completo, pois hd sequéncias de Cauchy em (Q que ndo convergem

dentro de Q. Considere a sequéncia (x,) de aproximagdes racionais de v/2, definida por:

xi=14, x=141, x3=1414, x4=14142, x5=1.41421,

Essa sequéncia € de Cauchy, pois, dado qualquer € > 0, existe um indice N tal que, para

quaisquer m,n > N,

lXxm — xn| < €.

Ou seja, os termos da sequéncia tornam-se arbitrariamente proximos entre si a medida que

n cresce.

No entanto, essa sequéncia nio converge em Q, pois seu limite esperado é v/2, que nio
pertence ao conjunto dos niimeros racionais. Isso demonstra que Q ndo é um espaco completo,
pois contém sequéncias de Cauchy que ndo convergem dentro dele. Ja no conjunto dos nimeros

reais R, essa sequéncia converge para v/2, evidenciando a completude de R.
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Propriedade A completude de um espago métrico X garante que ele seja "fechado"sob
limites de sequéncias de Cauchy. Isso € essencial na andlise matemadtica, especialmente em

espacos normados e de Banach.

Proposicao 2.3.6. A reta R € um espaco métrico completo.

Demonstracdo. Seja {x,},cn uma sequéncia de Cauchy em R. Da Proposi¢do 1.3.2, sabemos
que {x, }nen € limitada, isto €, existe um k > 0 tal que |x,| < k para todo n > 1. O conjunto dos

termos { X, Xpm+1,Xm+2, - - - + € entdo limitado para qualquer m > 1, logo, existe
inf{ X, Xt 1, Xmt25 - -+ }
para qualquer natural m. Seja {y, },cn uma sequéncia de R dada por

Ym = inf{xl’l’l7xm+17-xm+27 cee }

Podemos observar que
{x1,x0,x3,... } D {x0,x3,%4, ...} D D {xn, Xt 1, X042, F D -
Portanto,
inf{xy,xp,x3,...} <inf{xp,x3,x4,...} <--- <inf{x,, %041, X042,--- } <Kk,

ou seja,
N< <<y, <ypp1 <--- <k

Assim, a sequéncia {y, },en € ndo-decrescente e limitada. Segue da Proposigdo 1.3.2 que

{¥n}nen converge para p = sup{y,;n € N}, isto €,

lim y, = p.

n—r—-oo

Provaremos agora que {x,},cn converge e que lim,_, X, = p. Como lim,_ ey, = p,

segue que, dado 1 > 0, existe n; € N tal que

n>n = |y, —pl <n.

Como {x, },en € de Cauchy, podemos encontrar n; € N tal que
m,n > ny =[x, —X,| < 1.
Seja ng > max{ny,ny}, temos y,, = inf{x,,,Xsy+1,%n,+2,--- }, ou seja, deve existir algum

Jj > ng tal que
yno Sx] <)’n0‘|‘n»
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pois se ndo existisse, y,, + 1N seria o infimo do conjunto. Assim, |x; —y,,| < 10.
Portanto, dado € > 0, para ) = €/3 e n > ng teremos

E £ E
X0 — p| < X0 — x| 4 | =Ygl + |y — PI < st3t3=¢

Assim, lim;,_ X, = p e R é completo. [

2.3.4 Conjuntos Fechados

Diz-se que um ponto a € aderente ao conjunto X C M quando a € limite de alguma sequéncia
de pontos x, € X. Evidentemente, todo ponto a € X € aderente a X, pois basta tomar x, = a

para todo n € N.

Defini¢éio 2.3.8. Chama-se fecho de um conjunto X ao conjunto X formado por todos os pontos

aderentes a X.

Definicdo 2.3.9. Um conjunto X diz-se fechado quando X = X, isto é, quando todo ponto
aderente a X pertence a X.

Definicdo 2.3.10. Seja X C Y. Diz-se que X é denso em Y quando Y C X, isto é, quando todo
b €Y é aderente a X.

2.3.5 Conjuntos Compactos

Nesta secao serdo apresentados os conceitos de compacidade, além do Teorema de Bolzano-

Weirtrass.

Teorema 2.2. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada de niimeros reais

possui uma subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Seja {x,},cn uma sequéncia limitada de ndmeros reais. Entdo existem o, 8 €
R tais que o < x,, < 3, para todo n € N. Considere X,, = {x,,x,+1,...}. Entdo temos X; D X, D
...DX,D...eX, C|a,pB]. Defina a sequéncia {a, },cn tal que a, = infX,,. Assim,

a<a<..<a<...<B.

Como {a, },en é mondtona e limitada, segue da Proposi¢do 1.3.1 que {a, },cn é convergente.
Seja a € R tal que a = lima,. Mostraremos que a é limite de alguma subsequéncia de (x,), ou

seja, devemos provar que para quaisquer € > 0 e ng € N, existe n > ng tal que x,, € (a — €,a+€).

De fato, dados € > 0 e ng € N, existe nj > ng tal que a — € < a,, <a<a-+¢, pois a =
lima,. Como a,, = infX,,, existe n > n; tal que a,, < x, < a+ &, pois caso contrario, terfamos
X, > a+ € para todo n > ny, implicando que a + € seria o infimo de X,,,. Assim, n > nj e
Xn € (a—€,a+€). O
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Teorema 2.3. Todo subconjunto infinito e limitado X C R admite um ponto de acumulacdo.

Demonstragcdo. SejaX C R infinito e limitado. X possui um subconjunto enumeravel {x;,xp,...,x,,...

Fixando essa enumeragao, temos uma sequéncia (x, ) de termos dois a dois distintos, pertencen-
tes a X, portanto uma sequéncia limitada, a qual, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, possui
uma subsequéncia convergente. Desprezando os termos que estdo fora dessa subsequéncia e
mudando a notag¢do, podemos admitir que (x,) converge. Seja a = limx,. Como os termos x;,
sdo todos distintos, no maximo um deles pode ser igual a a. Descartando-o, caso exista, teremos

a como limite de uma sequéncia de pontos x, € X — {a}, logoa € X'.

Definicao 2.3.11. Um espaco métrico M € compacto se toda sequéncia em M possui uma sub-
sequéncia convergente. Um subconjunto N de M € compacto se € compacto como um subespaco
de M, ou seja, se toda sequéncia em N possui uma subsequéncia que converge para um ponto
de N.

Lema 2.3.1. Um subconjunto compacto N de um espago métrico M € fechado e limitado.
Demonstragdo. Dado x € N, segue da Proposi¢do 2.3.1 que existe uma sequéncia {x, },eny C N
com x,, — x. Como N € compacto, x € N. Logo, N C N, de onde temos N = N, e N é fechado.

Suponhamos agora que N seja ilimitado. Entdo N contém uma sequéncia ilimitada {y, },en,
onde, pela Proposi¢do , d(y,,b) > n para algum b € M. Essa sequéncia ndo poderia ter uma
subsequéncia convergente, ji que toda subsequéncia convergente € limitada. Portanto, N é

limitado.

2.3.6  Funcdes Continuas

Definicao 2.3.12. Sejam M e N espagos métricos. Dizemos que a aplicacdo f: M — N ¢é

continua no ponto a € M quando, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(x,a) <6 =d(f(x),f(a)) <e.

Assim, f: M — N é continua no ponto a € M quando, dada qualquer bola By = B(f(a),€) de

centro f(a), é possivel encontrar uma bola B = B(a, d) de centro a tal que f(B) C By.

Definicao 2.3.13. f: M — N ¢ continua quando ela € continua em todos os pontos a € M.

}.
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Definicao 2.3.14. Sejam M e N espagos métricos com respectivas métricas d| e dp. Dada

f M — N, se existe uma constante ¢ > 0 tal que

dr(f(x),f(y)) < edi(x,y), Vx,y €M,
entdo f € uma aplicacdo Lipschitziana. A constante ¢ é chamada de constante de Lipschitz.

Exemplo 2.3.5. Se a fungdo f : I — R, definida num intervalo 7, é derivavel e | f'(x)| < ¢ para
todo x € I, entdo, pelo Teorema do Valor Médio, dados x,y € I quaisquer, existe um ponto z

entre x e y tal que
f@x)=f0) = f(2)(x—y).
Logo,
F) = fD) = F @l =yl < clx—yl.

Assim, toda funcdo com derivada limitada num intervalo (limitado ou ilimitado) é Lipschitzi-

ana.

Exemplo 2.3.6. Toda fun¢do f : M — N Lipschitziana € continua (em cada ponto a € M). De

fato, dado £ > 0, tomemos § = £. Entdo
dy(x,a) < 6 = dr(f(x),f(a)) <cd(x,a) <cd=E¢.

Definicao 2.3.15. A fun¢do f : M — N é chamada de uniformemente continua se, para todo € >
0, existe § > 0 tal que, para quaisquer x,y € M, sempre que d (x,y) < 8, temos do(f(x), f(y)) <

€. Em outras palavras, a escolha de d ndo depende do ponto especifico a € M.

A partir deste ponto denotaremos apenas por d a métrica em ambos os espagos, exceto em

momentos que possam gerar dividas em relac@o a qual dos espacgos estamos trabalhando.

Proposicao 2.3.7. Sejam M e N espacos métricos. A fim de que a aplicacdo f: M — N seja
continua no ponto a € M é necessdrio e suficiente que x,, — a em M implique f(x,) — f(a) em
N.

Demonstracdo. Seja f continua no ponto a. Dado € > 0, existe § > 0 tal que d(x,a) < § =
d(f(x),f(a)) < &. Como x, — a, existe ng tal que Vn > ng € N = d(x,,a) < n,Vn > 0.
Tomando 1 = §, temos que d(x,,a) < 6 = d(f(x,),f(a)) < €. Logo, lim f(x,) = f(a).

Para demonstrar a reciproca, suponhamos, por absurdo, que f ndo seja continua no ponto
a. Entdo existe € > 0 tal que, para cada n € N, & possivel obter x, € M, com d(x,,a) < % e
d(f(xn),f(a)) > €. Assim, obtemos uma sequéncia {x,} em M, com x, — a sem que f(x,)

convirja para f(a). O

Teorema 2.4. Sejam M e N espagcos métricos e f : M — N uma fungdo continua. Entdo a

imagem de um subconjunto compacto K de M pela f é compacta.
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Demonstragdo. Pela definicao de compacto, € suficiente mostrar que toda sequéncia {y, },en
na imagem f(K) C N contém uma subsequéncia que converge em f(K). Como y, € f(K),
temos y, = f(x,) para algum x,, € K. Como K é compacto, {x,},cn possui uma subsequéncia

{*n, }xen que converge em K.

Segue da Proposicdo anterior que a imagem de {x,, } ey € uma subsequéncia de {y, },en
que converge em f(K). Como f é continua, f(x,, ) converge em f(K) C f(M). Logo, f(K) é

compacto. L

Teorema 2.5. Seja X C R compacto. Toda fungdo continua f : X — R é uniformemente conti-

nuda.

Demonstragdo. Se f nado fosse uniformemente continua, existiriam € > 0 e duas sequéncias
{xn},{yn} em X satisfazendo lim,_eo(yn — x,) = 0 € |f(yn) — f(xn)| > €, para todo n € N.
Passando a uma subsequéncia, se necessério, podemos supor, em virtude da compacidade de X,
que lim,_, 4 wx, = a € X. Entdo, como y, = (y, — x,) + xp, vale também que lim,_; 1y, = a.
Sendo f continua no ponto a, temos que

lim f(yn) — f(xn) = nngf(Yn) _nl_ig_lmf(xn) = f(a) — f(a) =0,

n——4-oo

contradizendo que |f(y,) — f(x,)| > € para todo n € N. O
Exemplo 2.3.7. A fungéo f : [0,+e) — R, dada por f(x) = 1/x, é uniformemente continua.

De fato, f : [0,1] — R é uniformemente continua, pois f é continua e [0, 1] é compacto.

Observamos que, se x,y > 1, isto é, x,y € [1,+e0), entdo x+y > 2, e temos:
(y—x)
v r=
Logo,

by
VI Val= s

Assim, dado 1 > 0, existe § = 21 > 0 tal que, se [y —x| < J, entdo |\/y — /x| < 7. Ou

seja, f(x) = y/x também é uniformemente continua em [1,+co).

Agora, f :[0,+o0) é uniformemente continua, pois dado € > 0, existem 6; >0e &, >0
y=x[ <8 = |f(y) —f)[ <5 -xy€[l,+oo), y—x] < & =

tais que: - x,y € [0,1],
fO)—f) <5

Seja 6 = min{d;, 8 }. Dados x,y € [0,4o) com |y —x| < &, temos: - Se x,y € [0,1] ou

x,y € [1,4+00), entdo claramente |f(y) — f(x)| < €. - Se, por exemplo, x € [0,1] e y € [1,4o0),
entdo [y—1| < de |l —x| < §. Logo,
€

=E&.
2

)= F@] < [F0) = FD]+1F1) = £(6)] < 5 +
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Teorema 2.6. (Teorema e Dini) Seja ( f,,) uma sequéncia de fung¢des continuas em um intervalo
compacto I, e suponha que:

1. fu(x) converge pontualmente para uma fungdo f(x) em I.

2. A sequéncia f,(x) converge uniformemente para f(x) em I, ou seja, para todo € > 0,

existe N € N tal que, para todo n > N, temos | f,,(x) — f(x)| < € para todo x € I.

Entdo, a convergéncia de f, para f também é uniformemente continua em I, ou seja, para
x—y| < & implica | fu(x)— fu(y)| < &

qualquer € > 0, existe um 6 > 0 tal que, para todo x,y € I,
para todos n > N.

Teorema 2.7 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f,} uma sequéncia de fungoes

mensurdveis em um espago de medida (X, # ,|L). Suponha que:

1. f, — f quase em toda parte (g.e.p.) em X;

2. Existe uma funcdo integrdvel g € L' (X) tal que, para todo n,

Ifn(x)| < g(x), paraquasetodox € X.

El’lla(),

As demonstragdes dos teoremas 2.6 e 2.7 podem ser encontradas em 8.

2.4  Séries

Nesta se¢do, iremos apresentar os conceitos de Séries e definir o que € uma série de poténcia,

conceito que serd utilizado mais adiante na aplicag¢do da resolucdo de equagdes diferenciais .

Para ilustrar o conceito de séries, consideramos a soma infinita:

0.940.09 4-0.009 4-0.0009 + ...

Essa soma pode ser associada a uma sequéncia S, onde:
S1=0.9,5,=0.99, 53 =0.999, ...
A soma infinita € o limite dessa sequéncia quando n — oo:

lim S, =0.999...
n—oo
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Reescrevendo os termos como fragdes, temos:

5—9 1+1+1+ + !
710 10 102 o1 )’

que é uma soma parcial de uma progressao geométrica com razao r = 11—0. Usando a férmula da

soma da PG, obtemos:

Su=1-

Tomando o limite # — oo, resulta em:

levando a conclusao:
0.999...=1,

interpretada como um limite.

Dada uma sequéncia {a,} de nimeros reais, a soma infinita
ait+a+az+---+a,+...

serd representada simbolicamente por
Y an
n=1
e denominada série infinita ou, simplesmente, série. O termo a,, recebe o nome de termo geral

da série. A letra grega ¥ (lé-se sigma) significa soma, o indice n sob o X indica onde a soma se

inicia, e o simbolo oo sobre o X indica que a soma € infinita.

Um dos objetivos no estudo das séries é estabelecer condi¢des sobre a sequéncia {a,} para

que a soma infinita
o0
Y an
n=1
resulte em um numero real. Se este for o caso, a série denomina-se convergente.

Algumas situacdes s@o relativamente simples de analisar, como podemos ver no seguinte

exemplo,

Exemplo 2.4.1. Determinemos se seguinte série converge:

Lhigiyly
24787

Essa soma pode ser representada como uma série infinita:

1

Z 2n—1 '
n=1
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Para entender essa soma, consideramos a soma parcial S,, que inclui os n primeiros termos:
1 1 1
Sp=14+z+-++—=.
2 4 2n-1
Os termos da série formam uma progressao geométrica (PG) com termo inicial a = 1 e
razdo r = % A soma dos n primeiros termos de uma PG € dada por:
1—r"

1—r"

S, =a

Substituindoa=1er = %:

A soma infinita € o limite da soma parcial quando n — oo:
oo 1 ) ] 1 n
n;l 2T = S = i 2 [1 B (5) } '
Como (%)n — 0 quando 1 — oo, temos:

=1
Y 5y =2 [1-0=2.
n=1

A soma infinita da série €é:

111
I4odfot=2.
+o+7tgt

Definiciio 2.4.1. Dizemos que a série ), a, converge absolutamente se a série Y, |a,| con-

verge. Caso apenas a série original convirja, diremos que ela é condicionalente convergente.

Um resultado que nos ajuda a determinar se a série € absolutamente covergente € o teste da
razao

Teste da Razao

Seja ) a, uma série. Definimos o limite:

ap+1
ay '

L= lim

n—oo

(2.16)

Entdo, valem as seguintes condicoes:

* Se L < 1, a série € absolutamente convergente e, portanto, convergente.
* Se L > 1o0u L = oo, a série € divergente.
e Se L =1, o critério € inconclusivo.

Porém nosso objetivo neste trabalho nio serd aprofundarmos o estudo das séries e suas

problematicas de convergéncia ou divergéncia.
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2.5 Série de Poténcias

Definicao 2.5.1. Uma série de poténcias é uma série da forma:

Z cnX' = cot+crx+ e’ o3 (2.17)
n=0

onde x € uma variavel e ¢, sdo constantes chamadas coeficientes da série.

Para cada x fixado, a série € uma série de constantes que podemos testar quanto a convergen-
cia ou divergéncia. Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir

para outros valores de x. A soma da série é uma fungao
f(x)=co+crx+ceax> +-+epx -, (2.18)

cujo dominio é o conjunto de todos os x para os quais a série converge. Observe que f se

assemelha a um polindmio,no entanto temos a diferenca de que f tem infinitos termos.

Por exemplo, se tomarmos ¢, = 1 para todo n, a série de poténcias se torna a série geomé-

trica:

Zx”:1+x+x2—|—~-—|—xn—|—-~, (2.19)
n=0

que converge quando —1 < x < 1 e diverge quando |x| > 1.

Utilizamos o Critério da Razdo para analisar a convergéncia absoluta de uma série. Em

geral, a série da forma:

icn(x—a)”:c0+cl(x—a)+cz(x—a)2—i—-~', (2.20)
n=0

¢ chamada uma série de poténcias em (x — a) ou uma série de poténcias centrada em a.

Observe que, ao escrevermos o termo correspondente a n = 0, adotamos a convengdo de que
(x—a)? = 1, mesmo quando x = a. Quando x = a, todos os termos sio 0 para n > 1 e assim a

série de poténcias sempre converge quando x = a.

Exemplo 2.5.1. Verificando os valores de x para os quais a série de poténcias

2 21y
Y (2.21)
n=0 5"
€ convergente,
Aplicando o teste da razdo, temos:
‘ 2n—|— 1 xn—H 5n
L= r}glgo ST | (2.22)
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Simplificando:
_ ol 5n o |2x
F R setse o | TR S (229
Pelo teste da razdo, a série anterior € convergente se L < 1. Logo, temos:
X
‘g‘ <1=|x <5. (2.24)

Complementarmente, verificamos que a série diverge para |x| > 5. No caso de |x| =5, o

teste da razao nao € conclusivo.

Para x = 5: « g -
Zb o = 262". (2.25)
n= n=
Essa série diverge, pois:
lim 2" = co. (2.26)
n—soo
Para x = —5:
) % =Y (—1)"2". (2.27)
n=0 n=0
Essa série também diverge, pois:
lim (—1)"2" = 0. (2.28)
n—soo

Portanto, a série em estudo converge para o intervalo aberto (—5,5).

2.5.1 Teorema de Taylor

Se uma fun¢@o f(x) for infinitamente diferencidvel em torno de um ponto a, entdo sua expansao

em série de poténcias (caso ela exista) pode ser escrita como:

flx)= i cp(x—a)". (2.29)
n=0

Os coeficientes ¢, sdo determinados pela férmula:

(2.30)

Substituindo essa expressio para c,, obtemos a série de Taylor de f(x) centrada em a:

o £(n)(,
f(x):Zf f)(x—a)”. (2.31)
n=0 :

n
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Ou seja,

f///(a)
3!

fx) = fla)+ f'(a)(x—a)+ f ()c—a)3 + .- (2.32)

2.5.2 Seérie de Maclaurin

A série de Maclaurin é um caso particular da série de Taylor para a = 0:

o r(n)
f) =Y ! ,(O)x”- (2.33)
n—0 n!
Ou seja,
10 = £ + o+ e F 00 2.34)

Observacio 2.5.1. Notemos que, se f(x) puder ser representada como uma série de poténcias
em torno de a, entdo sua série de Taylor representa a fungdo. No entanto, existem fun¢des que
nao podem ser expressas como a soma de sua série de Taylor em determinados pontos. Um

exemplo cldssico € a fungdo:

flx) = (2.35)

Essa funcdo tem derivadas de todas as ordens em x = 0, mas sua série de Taylor em torno

de x = 0 € identicamente zero, enquanto a fun¢ao em si nao é.

Exemplo 2.5.2. A expansao em série de Taylor da fun¢ao exponencial ¢* em torno de x =0 é

dada por:

Esta é uma série infinita, onde x € a varidvel e n é um indice que vai de 0 até o infinito.
A série expressa a fungcdo ¢* como a soma de termos sucessivos envolvendo poténcias de x,

divididas pelo fatorial do indice n.

Demonstragdo. A fungdo exponencial tem uma propriedade muito especial: sua derivada €

sempre ela mesma. Ou seja:
di’l
dx"
Para x = 0, todas as derivadas de ¢* no ponto x = 0 sdo AL =1.

e =¢é"
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A férmula geral para a série de Taylor de uma fungdo f(x) em torno de x = 0 é:

f10) . f"0) ,
+ 1 X+ o1 X —|——3! X +...

f(x)=£(0)

Aplicando essa férmula para ¥, com f(x) = e* e £ (x) = ¢*, temos que:

P X
e = +1—!+2—!+§—|—"'

A expansdo em série de e* € entdo:
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2.6 Espacos Normados

Definicdo 2.6.1. Um conjunto V, munido de uma adi¢do e de uma multiplicacdo por escalar, é
um espaco vetorial se, para quaisquer u,v,w € V e para todo A, u € R, sdo validas:

(EV1) u+v=v+u,paratodou,veV;

(EV2) u+ (v+w) = (u+v)+w, para todo u,v,w € V;

(EV3) existe um elemento Oy € V tal que Oy +u = u, para todo u € V;

(EV4) paracadau €V existe v €V tal que u+v = 0;

(EV5) A(uu) = (Au)u, paratodou € Ve A, u € R;

(EV6) (A +u)u= Au+ pu, paratodou € Ve d,u €R;

(EV7) A(u+v) =Au+Av, paratodou,v € Ve d € R;

(EV8) ly -u=u,paratodou €V.

Definicdo 2.6.2. Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma fungéo real || - || :
E — R que associa a cada vetor x € E o niimero real ndo negativo ||x||, chamado a norma de

x, tal que, para quaisquer x,y € E e A € R, valem as seguintes propriedades:

N1) Se x # 0 entdo ||x|| > 0e ||0]| = 0;

N2) [|Ax][ = [A[]|x

]

N3) x4 y[| < [Jx[[+[]¥]l-

Em N2), se tomarmos y = —x, temos:
0= [lx+ (=x)[| < |x[|+[| = x[| = 2{[x]],

com |lx|]|] > 0,Vx € E. Segue-se que x| > 0 & x # 0.

De N3), temos que:

el | = The =y +yll < The =yl [y =TIl =[]l < [l =l (2.36)
Il = My =2+l | < [ly = x|+ [lxl| == [Iyl] = [lxl] < [ly =, (2.37)
= [l = [Iy[[ = =[x =l (2.38)

Portanto:

[Pl =TIyl < Hlxe =yl
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Defini¢iio 2.6.3. Um espaco vetorial normado é um par (E, || - ||), onde E é um espago vetorial
real e || - || ¢ uma norma em E. Quando a norma estd subentendida, podemos dizer simplesmente

espaco (vetorial) normado E.

Observacao 2.6.1. A desigualdade 1.36 implica uma importante propriedade da norma: a

norma ¢ continua, ou seja, a aplicacdo x — ||x|| é continua de (E, || -||) em R.

Definicio 2.6.4. Em espacos normados (X, || - ||), a distincia é definida como d(a,b) = ||a — b||
. Assim, uma sequéncia {a, } é de Cauchy se, para todo € > 0, existe N € N tal que:

\|an —aml|| <€, Vn,m>N.
Exemplo 2.6.1. Considere o espago X = R? com a norma euclidiana ||x|| = /x? +x3. A
sequéncia a, = (%, n%) € de Cauchy.

De fato, a distancia entre dois termos a,, € a,, é¢ dada por:

o1y /1 1)
lan=anll=4/\7=%) * 202 )

N ¢ 1 1 _ m-n .- (1 1)\2 _ (m—n)?

A primeira componente € L= = Sk, cujo quadrado é (ﬁz %) o A segunda
¢ 11 (men)min) ¢ (1 1) _ (m=n)’(min)
componente € -7 — —y = ~— 73 >, cujo quadrado € { 5 —— | = p o .

Somando ambas as componentes, temos:

(m=n? | (m=nP(m+n)*

2
lan — am||” = 22 I

Fatorando (m — n)?, obtemos:

1 (m+n)?
||an_am”2:(m_n)2(n2 I E—— )

m n'm

2
n21n2 e (’ZZ;? tendem a zero, pois os denominadores crescem

mais rapidamente que os numeradores. Assim, dado € > 0, existe N € N tal que, paran,m > N,

Quando n,m — oo, 0s termos

temos ||a, —an|| < €.

Portanto, a, = (%, n]—2> é uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico X = R?.
Definicao 2.6.5. Um subespaco F de um espaco normado E é um subespago vetorial de E
com a norma obtida pela restricdo da norma de E ao subconjunto F'. Essa norma em F ¢ dita

induzida pelanorma de E. Se F é fechado em E, entdo F é chamado de subespago fechado

Exemplo 2.6.2. Seja (R, ||-||soma), onde:

n

|1x||soma = Z |xi|, parax=(xp,...,x,) €R".
i=1

Afirmacdo: (R”,||-||soma) € um espago vetorial normado. De fato:
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* N1) Se x # 0, entdo existe ip € {1,...,n} tal que x;, # 0 e, portanto,

n
||x||50ma = Z |xi| = |xi0| > 0.
i=1
* N2) [[Ax[soma = Xiy [Axi] = Ll ([A [ bal) = A Xy [l = [A]]]x][soma-

* N3) ||x+yllsoma = Xiy [xi +yil < Xy (x| + [yil) = Xy [l + X0y [vil = [1x[|soma +
||y||Soma-

Exemplo 2.6.3. R” também € um espago vetorial normado quando munido de || - | |maximo, Onde
||x||Maximo = max |x;|, parax= (xi,...,x,) € R".
1<i<n

De fato:

* N1) Se x # 0, entdo existe iy € {1,...,n} tal que x;, # 0, e assim,

||x||Méximo = max |xl-| > |xi0| > 0.
1<i<n

* N2) || Ax||Maximo = maxi<i<n | Axi| :maxléién{muxi’} = ’MmaXlSiSn xi| = | 1] |x] [ Maximo-

* N3) ||x+y||Maximo = Max | <j<y |xi +yi| <max<j<,{|xi|+|yi| } <maxj<i<p|xi| +maxi<i<p |[yi| =

|| %] [ Maximo + ||| Maximo-

Proposicao 2.6.1. Todo espago vetorial normado (E, || - ||) induz uma métrica natural d : E X
E — R sobre E, definida por d(x,y) = ||x—y

, pois satisfaz:

M1) d(x,x) =0
M2) Se x #y, entdo d(x,y) = ||x —y|| > 0;
M3) d(x,y) = d(yx)

M4) d(x,y) <d(x,z) +d(z,y)

Demonstragdo. M1) d(x,x) = ||x—x|| = ||0|| = 0;
M2): Se x # y, entdo x —y # 0. Pela defini¢do da norma, temos que ||x —y|| =0 se, e
somente se, x —y = 0. Como x # y, logo x —y # 0, o que implica que:
|lx =yl > 0.

Portanto, d(x,y) = ||x—y|| > 0
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M3) d(x,y) =[x =yl = [[(=D =) = [=1[-[ly =x[[ = [ly = x|l = d(y,x);
M4) d(x,y) =[x =yl =[x =z +z =yl < [x =2l | + [[e =yl = d(x,2) +-d(z,y)
]

Lema 2.6.1. Sejam E um espaco métrico vetorial normado, x,y,a € E e @ € R. Uma métrica d

induzida por uma norma em E satisfaz:

* (@ d(x+a,y+a)=d(x,y);

* (b) d(ax, ay) =|ot|d(x,y).

Demonstra¢do. Temosd(x+a,y+a)=||x+a— (y+a)||=||x+a—y—a||=|x—y||=d(x,y),
e d(ax, ay) = |[ax—ay|| = [|a(x—y)|| = |e[[x—yl| = [ald(x,y). N

Observacio 2.6.2. Naturalmente, em um espago vetorial normado, tem-se ||x|| = d(x,0g), ou

seja, a norma de um vetor x € a distancia de x a origem.

Exemplo 2.6.4. Seja C([a,b],R) = {f : [a,b] — R: f é continua}. O espaco C([a,b],R) é um
espaco métrico quando munido da aplicacio

d:C([a,b],R) xC([a,b],R) =Ry por  (x,y)—d(x,y) = max e(£) =y (2)] = max |((x=¥)(1)]-

Assim, C([a,D],R) é um espago normado com a norma definida por

]I C([a,b], R) = Ry por x> [[x|| = max |x(r)].
t€(a,b]
Defini¢io 2.6.6. Sejam || -||; e || - |2 normas no mesmo espaco vetorial E. Escrevamos E; =
(E,||][1) e E2=(E,]|-]|2), e indicamos com i1 : E; — E3 a aplicacéo identidade. Dizemos que
II-1/1 e ]2 sdo normas equivalentes quando i1, é uma aplica¢do continua com inversa também

continua.

Proposicao 2.6.2. Duas normas || - ||; e || - |2 em um espago vetorial E sdo equivalentes se, e

somente se, existem constantes o > 0 ¢ B > 0 tais que

offxl[y < lxll2 < Blixll1,  Vx € E.

Demonstragdo. Suponhamos que || -||; e || - ||2 sejam normas equivalentes. Pela defini¢do, isso
significa que i1, é continua com inversa continua. Portanto, existem constantes @ > 0¢ § >0
tais que:

ollxf[y < [lxfla e [lxll2 <Bllx[l1, paratodoxeE.

Assim, mostramos a implicagdo direta.
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Para provar a implicagdo inversa, suponhamos que existam & > 0 e 3 > 0 tais que o||x||; <
|lx|l2 < B||x||1 para todo x € E. Desejamos provar que i1, € continua com inversa continua. Para

i$so, notamos que:

1
le=yl2 < Bllx=ylr e =yl < llx=yll2, paratodosx,y€E.

Logo, i1, é continua, e sua inversa, ip1, também é continua. Portanto, || - ||; € || - || sdo normas

equivalentes. [

Observacio 2.6.3. Podemos afirmar que as normas || - ||guclidianas || * [|Soma € || - ||Maxima introdu-

zidas, respectivamente, nos Exemplos 2.6 e 2.7, sdo equivalentes em R".

Lema 2.6.2. Seja {x,...,x,} um conjunto de vetores linearmente independentes em um espago
normado X. Entdo existe um ndmero ¢ > 0 tal que, para toda escolha de escalares o, ..., Q, €
R, temos:

loxy + ...+ Qpxy|| > c(an| + ...+ 06]). (2.39)

Demonstragdo. Seja s = |a|+...+ |a,|. Se s =0, todos os valores || sdo zero e, portanto,
a desigualdade (2.3) vale para qualquer c¢. Se s > 0, dividindo ambos os lados de (2.3) por s,
temos:
o (0/%
H—)q + ...+ —Xxy
s s

> ¢, (2.40)

onde B; = % e ¥j_1|Bjl = 1. A desigualdade acima jd estd afirmando que o lema vale, mas

isso € 0 que se quer mostrar.

Logo, € suficiente provar que existe ¢ > 0 tal que:
|Bix1 4+ ..+ Buxnl|| > ¢ (2.41)

para toda n-upla de escalares fi,..., B, com };_ [B;| = 1.

Suponhamos que isso ndo ocorra. Entdo, existe uma sequéncia de vetores {y, }nen dada

por:

ym=B"x1 4+ B, Y Iﬁ}’")! =1, (2.42)

j=1
tal que ||yn|| — 0 quando m — .

Ou seja, ndo existe ¢ > 0 tal que [[yn|| > ¢ para todo m. Como Y}, |[3J(m)| = 1, temos
] ﬁj(m)] < 1. Entdo, para cada j fixado, obtemos a sequéncia {B}m)}meN que € limitada. Pelo

Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe uma subsequéncia convergente {’yl(m)} de { ﬁl(m) }. Seja

B o limite dessa subsequéncia. Obtemos entdo uma subsequéncia {y; , } de {y,,} dada por:

Yim =151+ B a4 4 B, (2.43)

onde yl(m) — B1 quando m — oo,
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Os termos /32('") de y1 , também formam uma sequéncia limitada e, pelo Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe uma subsequéncia convergente de { Bz(m)} Seja 3> o limite dessa sequéncia.

Obtemos assim a subsequéncia {y2 ,} de {y1n}

Continuando esse raciocinio, apés n vezes, obteremos uma subsequéncia {y,} de {ym}

dada por:
" ) (m) .y o) (m)
Yam= YV X =N KA Xt Xy (2.44)
j=1
onde Y}_, |y](m)\ =1, jd que é uma subsequéncia de {f3 j(m)}
Portanto, para m — oo, temos:
Ynm — Y = Bix1 + ...+ Buxn. (2.45)

Como Y7_,|Bj| = 1, segue que nem todos os B; sdo nulos. Sendo o conjunto {xi,...,%,}
linearmente independente e nem todos os f3; nulos, temos y # 0. Porém, como y, , — y €, por

hipétese, ||yn| — 0, entdo ||y, m|| =0 = ||y|| =0, o que é uma contradigio. O

Teorema 2.8. Em um espaco normado M de dimensdo finita, um subconjunto N C M é com-

pacto se, e somente se, N é fechado e limitado.

Demonstragdo. Segue do Lema 1.3.1 que compacto implica fechado e limitado. Quanto a

reciproca, temos:

Seja N fechado e limitado. Suponhamos que dimM = n e seja {ey,...,e,} uma base de M.

Consideremos uma sequéncia {x,, } ,ey em N. Cada x,, tem uma representagio:

Xm = O m€1 + Obmer + ...+ Oymen.

Como N ¢é limitado, temos ||x,,|| < k para todo m € N. Pelo Lema 1.6.2, existe ¢ > 0 tal que:

n n
k> x| = Z(ijej 2CZ|O‘J'"1|~
=1 =1

Portanto, para cada j fixado:

o |

n
|| < =, Z |Qjm| <
Jj=1
Assim, a sequéncia de nimeros {Qjy, }men € limitada para cada j fixado. Pelo Teorema de
Bolzano-Weierstrass, existe um ponto de acumulagao «; para 1 < j <n. Como na demonstrac¢do

do Lema 1.6.2, concluimos que {x,, }nen possui uma subsequéncia {z,, } ,cn que converge para:
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n
= Z oje;.
j=1

Como N é fechado, z € N. Isto mostra que uma sequéncia arbitraria {x,, },neny em N possui

uma subsequéncia convergente em N. Portanto, N é compacto. ]

2.7 Espaco de Banach

Esta secdo serd destinada aos conceito de espacos de Banach e suas propriedades, destacando

aplicacdes em andlise funcional.

Definicao 2.7.1. Dizemos que um espago vetorial X ¢ um espaco de Banach se X for normado

e completo, segundo essa norma.

Observacio 2.7.1. Dizer que o espago X é completo segundo uma norma || - || significa que,
dado € > 0, existem x € X e N € N tais que, se {x, },cn € uma sequéncia de Cauchy em X e
n > N, entao:

|x, —x|| <&, ouseja, limx,=ux.
n—oo

Exemplo 2.7.1. O espaco R” é um espaco de Banach. Segundo a Observagao 1.6.2, podemos,
sem perda de generalidade pois todas as normas e,m R" sdo equivalentes, entdo o espago serd
de Banach independentemente da norma escolhida. considerar em R" a norma dada por:

n
||x|| = Z |xi|, ondex=(xp,...,x,) € R"
i=1

Seja {xy }ren, com x; = (x,i, ...,x}}), uma sequéncia de Cauchy em R". Pois, cada x; repre-
senta um elemento de R”, e a sequéncia {x; }ren é composta por tais elementos. Isto é, dado

€ > 0, existe Ng € N tal que, para todo k,/ > Ny, temos:
[ — x| <e,
onde x; = (x,i,...,xg) ex; = (x},...,x?).

Logo, paracadai € {1,...,n}, asequéncia {x! };cy € uma sequéncia de Cauchy em R. Com

efeito, se k,I > Ny, entdo:

n . .
=Xl < ) g = = lw—x <e.
j=1

Segue da Proposi¢do 1.3.4 que R é um espago métrico completo. Assim, para cada i €

{1,...,n}, existe y; € R tal que a sequéncia {x};}keN converge para y;, ou seja:

I}ijnxizyi, parai=1,...,n.
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Agora, definindo y = (yq,...,y,) € R", devemos mostrar que x; — y em R” na norma || - ||.
Para isso, dado € > 0, sejan = £. Paracada i € {1,...,n}, existe N; € N tal que:

lxi —y;| <7, paratodo k> N;.

Tomando N = max{Ny,...,N,}, temos que, para todo k > N:

n . n n e
e —yll=Y —wl<)n=) -=e
i=1 i=1

i=1 "
Portanto, x; — y na norma || - ||, e R” é completo para essa norma. Como todas as normas
em R” sdo equivalentes, segue que (R”, || - ||) € um espaco de Banach.

Proposicao 2.7.1. O espaco C([a,b],R") é completo.

Demonstragdo. Seja {fn}nen uma sequéncia de Cauchy em C([a,b],R"), ou seja, para cada

€ > 0, existe ng € N tal que, para todos n,m > ng, temos:

£ — finll = max | fn(x) — fu(x)| < €.
x€la,b]

Para todo x € [a,D] fixado, a sequéncia {f,(x)},eny é de Cauchy em R”. Como R”" é
completo, segue que { f,(x)},en converge para algum f(x) € R”. Assim, existe uma fungio
f:]a,b] = R™ tal que f,(x) — f(x) para cada x € [a,b].

Agora, provaremos que f € C(|a,b],R") e que f,, — f em C([a,b],R").
1. f € C([a,b],R").
Como f, € C([a,b],R"), para todo € > 0, existe ny € N tal que, para n > ny:

| fo — finl| = max |fu(x) — fiu(x)] < €.

x€Ela,b]

Fixando x,y € [a,b] com |x —y| < J, temos:

[f () = fODI < 1) = @)+ [fa () = Fa D)+ [ fa(y) = F )]

Sabemos que | f,(x) — f(x)| — 0 uniformemente em x, e | f,,(x) — £, ()| < € para |x—y| < 8,
pois f, € continua. Assim, para § > 0 suficientemente pequeno, temos |f(x) — f(y)| < &,

provando que f é continua. Logo, f € C([a,b],R").
2. f, — fem C([a,b],R").

Devemos mostrar que || f, — f|| — 0. Como {f,} é de Cauchy, para € > 0, existe ng € N tal
que, para n,m > ny:

| o — fon| = max | fn(x) — fin(x)| < €.
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Fazendo m — oo, temos fy,,(x) — f(x) para todo x. Assim, para n > ny:

1fn = £l = max |f,(x) = f(x)| <e&.
x€[a,b]

Portanto, f, — f em C([a,b],R").

Desta forma, C([a,b], R") é completo. O O
Teorema 2.9. Todo subespaco vetorial de dimensdo finita é um espaco de Banach.
Demonstracdo. Seja {v;} uma sequéncia de Cauchy em X. Como as normas em X sdo equi-

valentes (pelo observagdo 1.6.3, basta considerar a norma || - ||;. A sequéncia {v;} sendo de

Cauchy implica que, para todo € > 0, existe um N tal que, para k,m > N, temos
Vi — V|1 < €.

Como |- ||; é uma norma, isso implica que a sequéncia converge para um limite vy € X, e

portanto X é completo, ou seja, Banach.
]

Definicao 2.7.2. Um subespaco N de um espaco de Banach X € um subespaco vetorial normado
de X.

Teorema 2.10. Um subespaco N de um espaco de Banach X é completo se, e somente se, o

conjunto N ¢é fechado em X.

Demonstragdo. Vamos supor que N é completo. Seja a € N, entdo existe uma sequéncia {x,}
em N tal que a = lim, . x,. Como {x, } é convergente, sabemos que {x,} é uma sequéncia de
Cauchy em N, que € completo. Logo, temos que x, — a, e, portanto, a € N. Isso implica que N

¢é fechado.

Agora, vamos supor que N é fechado e mostrar que N é completo. Seja {x,} uma sequéncia
de Cauchy em N. Como N C X, a sequéncia {x,} também estd em X. Como X é um espaco
completo, a sequéncia {x,} converge para algum ponto a € X. Como N é fechado, temos que

a € N. Logo, N é completo.

Portanto, N € completo se, e somente se, N € fechado em X.

2.8 Teorema de Ponto Fixo de Banach

Nesta sec¢do, vamos apresentar o Teorema do Ponto Fixo de Banach, que garante a existéncia

e a unicidade de um ponto fixo para funcdes contratantes em espacos normados completos.
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Primeiro, vamos explorar a demonstracao do teorema no contexto de espacos normados e, em
seguida, generalizar para qualquer espaco completo, levando em conta as propriedades especi-

ficas desses espacos e a condi¢do de contratatividade da funcao.

Teorema 2.11. Sejam X um espaco métrico, F C X um subconjunto fechado e T : F — F
uma contragdo. Entdo, existe um tinico ponto x € F tal que T (x) = x, ou seja, T possui um
tinico ponto fixo. Utilizamos a demonstracdo para espagos normados. A seguir, veremos a

demonstracdo do Teorema do Ponto Fixo de Banach, que se aplica a qualquer espaco completo.

Demonstracdo. Verifiquemos inicialmente que F é completo. Seja {x, },cn uma sequéncia de
Cauchy, com x, € F. Como F C E e E é completo, temos que x, — x € E. Logo, como F ¢

fechado, x € F. Portanto, F é completo.

Agora, como T : F — F é uma contragdo, existe A € [0, 1) tal que:

d(T(x),T(y)) <Ad(x,y) paratodox,y€F.

Tomemos xy € F arbitrdrio. Considere a sequéncia x, = T'(x,,—1 ), paran=1,2,3,.... Vamos
provar, por indugdo, que:
d(T(x), T (x4—1)) < A"d(x1,x0)-

Paran = 1, temos:
d(T(X1),T(X())) < /Id(xl,X()),

pois T € uma contracao.

Suponhamos que para algum n > 1 temos:

d(T(x,), T (x4—1)) < A"d(x1,x0)-

Vamos mostrar que a desigualdade € valida para n+ 1:
d(T (n41), T (xn)) = d(T(T (x0)), T(T (Xn-1))) < Ad (X0, Xn1),
pela hipétese de inducdo, temos:
d(T (xp11), T (x2)) < A" (21, x0).
Logo, por indugdo, temos que:

d(T(x),T (x4—1)) < A"d(x1,xp) paratodon € N.

Agora, para qualquer n e p, temos:

d(xnvxn+p) < d(xnyxrﬂ-l) +d(xn+17xn+2) +o +d(xn+p—17xn+p)-
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Aplicando a propriedade de contragdo, temos:
d(xXp,Xntp) < Ad(x1,x0) [L+ A+ —1—11’_1] .

A soma da progressdao geométrica é dada por:

1—-AP
|y T ) ol R .
+A+- )
Logo, temos:
1 —AP
d(Xn, Xntp) < A ﬁd(xl,xo)-

Como 0 <A < 1, a medida que n — oo, temos d(x,,X,+,) — 0. Portanto, a sequéncia {x,} é de

Cauchy no espago completo F, ou seja, {x,} converge para algum x € F.

Como T € continua, temos que:
T(x,) — T(x), masT(x,)=xpr1, logox,+;— T(x).

Portanto, x, — x e x,+1 — T(x), o que implica que T (x) = x.

Agora, para provarmos a unicidade do ponto fixo, suponha que exista y € F, com y # x, tal

que T(y) =y. Como T é uma contragio, temos:
d(T (x),T(y)) < Ad(x,y),

mas 7' (x) =xe T(y) =y, logo:
d(x,y) < Ad(x,y).

Isso implica que:
d(x,y) <Ad(x,y) = dxy)(1-2)<0.

Como 0 < A < 1, isso implica que d(x,y) = 0, ou seja, x = y.
Logo, podemos concluir que existe um tnico ponto x € F tal que T (x) = x.

O ponto fixo de T € tnico e pertence a F.

2.8.0.1 Generalizagdo do teorema do ponto fixo de Banach

Definicao 2.8.1. Seja (M,d) um espaco métrico. Uma fungdo f : M — M é chamada de con-

tracao sobre M se existe um nimero real positivo k < 1, tal que:

d(f(x),f(y)) <k-d(x,y), paratodox,y€ M.
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Exemplo 2.8.1. Considere M = R com a métrica usual. A fung@o f: [1,+e0) — R definida por
f(x) = /x é uma contragdo. De fato:

|\/_ \/_| 1
d , = - x—yl.
Como x,y > 1, temos que \/§+\/§22, ou seja, I\/+\ﬂ Logo

A7, F0)) < 5+l

Observe que f ndo é uma contra¢do quando definida no intervalo fechado [0, 1], pois lim,_,o+ f/(x) =
+oo,

Teorema 2.12. Considere (M,d) um espaco métrico completo e uma contracdo f : M — M.

Entdo, f possui um tinico ponto fixo. Ou seja, f(x*) = x*.

Demonstracdo. Considere xo € M e a sequéncia (x,) em M definida por x,,.+1 = f(x,). Entdo,
d(x1,x0) =d(f(x0), f(x1)) <k-d(x0,x1) = d(x1,x2) <k-d(x0,x1),

d(X2,X3) = d(f(xl),f(xz)) < k‘d(X],XZ) < k? 'd(X(),xl) = d(xZ,X3) < K -d(X(),xl).

Continuando o processo, usando um argumento indutivo, chegamos a conclusao que
n
d(-xnvxn—O—I) < k" - d(XO,XI).

Como o nosso interesse é mostrar que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy, da desigualdade trian-

gular, temos:
d(Xn; Xptp) < d(Xn, Xp1) +d (ng1,%042) + -+ d (X p—1,Xn4p)-
Por outro lado,
d(Xp,Xn1) <K'-d(xo,x1), d(xpi1,X%n12) < Kl -d(x0,x1), ...y, dXngp—1,%ntp)
< K"Pd(xg,x1).
Assim, temos:
d (X, Xnt1) +d (X1, Xn42) + 0+ d G pe 15X p) < (KK o KP71Y  d (x0,x1).

Usando a férmula da soma de uma progressdo geométrica e que k < 1, para qualquer p fixado,

temos: | 2 -
Kkt et = —— < ——
TR —k S1-%
Logo, obtemos:
d(xnaxn—i-p) < ‘d(x07x1)-

11—k
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Tomando o limite quando n — oo, chegamos a:

,}i_r,ilod(x"’x”ﬂ’) =0.

Portanto, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em M. Como (M,d) é um espago métrico completo,

entdo (x,) converge em M.
Assim, tomando o limite na equag@o x,,+; = f(x,), temos:
lim x,. 1 = lim f(x,).
n—oo n+l I’l—)oof( n)
Como lim,, X, = a e f € continua, usando a proposicao de continuidade, obtemos:

lim /() = f  lim x, ) = (@),

n—yoo

Assim, temos a igualdade desejada f(a) = a.

Agora, provamos a unicidade. Sejam a e b em M tais que f(a) = a e f(b) = b. Entio,

Isso leva a desigualdade:
(1—k)-d(a,b) <O0.
Como k < 1, entdo 1 —k > 0, e concluimos que d(a,b) = 0, ou seja, a = b.

Portanto, f possui um Unico ponto fixo, o que completa a demonstracdo do teorema.

2.8.1 Teorema de Picard

Uma aplicagdo do teorema de ponto fixo de Banach é a demonstracao do teorema de existéncia
e unicidade das equacdes diferenciais ordindrias (EDOs), usando o método de Picard. A seguir,

serd apresentado o Teorema de Picard, seguido de sua demonstracdo e de alguns exemplos.

Considere o espaco euclidiano R¥*! = R x RN com coordenadas retangulares (¢,x), onde
teRexeRY.

Definicdo 2.8.2. Dada uma funcio continua f : U — RY, onde U é um aberto contido em
RV = R xRN e (f9,x9) € U, a equagio diferencial de primeira ordem, com valor inicial,

definida por f € escrita como:

dx

- =¥ =12, x(o) =x.

Uma solucdo de (2.1) é uma funcio diferencidvel x : 7 —RY, onde I C R e ty € I com x(to) = xg

e que satisfaz a equagio X' = f(t,x).
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Definicio 2.8.3. Uma funcgio f : U — RY, onde U é um aberto contido em RV *! = R x R¥, ¢

dita lipschitziana com respeito a segunda varidvel se existir C > 0 tal que

1f(#,1) = £(t,5:2) ]| < Clxe1 — 22|

para quaisquer (¢,x1) e (f,x3) € U. A fungdo é dita localmente lipschitziana com respeito a
segunda varidvel se todo ponto de U possui uma vizinhanga restrita a qual f € lipschitziana com

respeito a segunda varidvel.

Exemplo 2.8.2. Em algumas situacdes € possivel determinar explicitamente a solucao de uma

equacdo diferencial ordindria. Por exemplo, considere a equacao

d
d—): =x, x(0)=4.

Assim, a solucgao ficaria

d d d
Ty = Zoar = /—x:/dt = In(x)=t+K <& x=eTK
dt X X

Em que K € uma constante a ser encontrada com a condicao inicial. De inicio, sabemos que
x(0) = 4, entdo
4= =  K=In4.

Logo, a solu¢do da equacgdo diferencial ordinaria, com a condi¢do inicial, € dada por

x =Tt =4,

Veremos a seguir um resultado que garante que essa solu¢c@o encontrada € Uinica, pois, como
veremos a seguir, a principio um problema de valor inicial (PVI) nem sempre possui solu¢do

tnica, e tal fato depende de condigdes sobre a fungdo f(¢,x).

Para tanto, considere o PVI
x' = 4t\/x
x(0) =0.

Note que o PVI acima possui x = 0 e x = ¢* como solugdes.

Nem sempre € possivel exibir tal solucao explicitamente, e assim, a ideia seria buscar outras

formas de resolver a mesma, por exemplo, utilizando métodos e aproximagao.

Teorema 2.13 (Teorema de Picard). Seja f: U — RY, onde U é um aberto contido em RN*! =
R x RY, uma aplicagdo continua e localmente lipschitziana na segunda varidvel x, onde o par

(t,x) é um elemento de U, comt € R e x € RN, Entdo, o problema de valor inicial
x'= f(t,x)
x(l‘()) = X0

possui apenas uma solu¢do em uma vizinhanga do ponto (to,xo).
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Demonstragdo. Iniciemos escolhendo um 6 > 0 suficientemente pequeno tal que o cilindro
gerado pelo produto cartesiano Bg(fp) X Bg(xo) dos fechos das bolas de respectivos centros g e

X( € raio O esteja contido em U.

Agora considere M = M(8) = sup|| f|| no cilindro. Das hipéteses, temos que f é localmente

lipschitziana e isso significa que existe uma constante C = C(0) tal que

1f(,x1) = f(£,22)]] < Clx1 — x|
para qualquer que seja (¢,x1) e (¢,x2) no cilindro.

A ideia é tomar uma fung¢io ¥ no espaco métrico completo M = C|a, b, formado por todas
as fungdes continuas ¥ : [tg — €;10 + €] — R” tais que y(r) C Bg(xo), paratodo t € [ty — €;10 + €],

para algum € > 0. com a métrica da convergéncia uniforme, ou seja,
d(n,%) = max ||7(1) = n)|l,
t€[a,b]

onde | - || € a métrica euclidiana, Para garantir que ¥ esteja contida na bola fechada Bg(xp),

vamos supor que € < 0.

Nesse espaco métrico, vamos considerar um operador definido por

F(y(t)) = x0+ tt £(s,7(s))ds.

Vejamos que o operador F estd bem definido. De fato, por hipétese, f € continua e limitada
no cilindro compacto e esta sendo integrada sobre um intervalo limitado, garantindo a existéncia

da integral. Podemos notar também que se y € M, entdo F(y) € M.

Devemos ver que F(y(¢)) estd na bola fechada de centro x( e raio 8, ou seja, que

|1F(v(2)) —xol| < 8.

Temos que

[1F(y(2)) = %ol =

/ (s, 7(s)) ds

t
< [ 1. 7(5)) s < Mlr —10] < Me.
0

Tomando € < §/M, teremos que ||F(y(t)) —xo|| < 6.

Agora, basta mostrar que esse operador é uma contragdo. Conseguindo isso, a existéncia e
a unicidade de solu¢do do problema de valor inicial fica garantido pelo Teorema do Ponto Fixo
de Banach.

Vejamos, finalmente, que

IF(n (1)) = F ()] < /lol £ (s, 71 () = f(s,72(5)) [ ds < C/tol [Im(s) —1a(s)l] ds.
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Como
n(s) —n@)l < max n(s) —n6)ll=dn,r),

a,

teremos

1E (1 (1) = F(r(0)l] < Clt —nld(n1, 12) < Ced(n, 12)-

Agora, tomando € < 1/C, e tomando o supremo na desigualdade, teremos finalmente que o

operador F' € uma contracdo. Para garantir um tnico €, basta tomarmos

€ = min (5,£,l>.
M C

Assim, como F € continua, € uma contra¢do no espaco métrico X completo, pelo teorema do
Ponto Fixo de Banach, F possui um unico ponto fixo e este ponto fixo é exatamente a tnica

soluc@o do problema (1.8.1.

]

Exemplo: Como aplicacdo imediata do teorema de Picard, considere o problema de valor
inicial (PVI)
X (1) =2t(x+1)
x(0)=0
E facil verificar que f(t,x) = 2¢t(x+ 1) é continua e lipschitziana com respeito a x. Assim, de

acordo com o teorema de Picard, o PVI deve apresentar uma tnica solucdo usando a iteracao

proposta pelo teorema do ponto fixo de Banach.

Escrevendo a equagdo integral equivalente a x'(r) = 2¢(x+ 1), pelo Teorema Fundamental

do Calculo, temos
t
x(t) = / 2s(x(s)+1)ds.
0

Comegamos exatamente de xo(7) = 0 e para n > 1, usamos a férmula iterativa:

X1 (1) = /0 25(a(s) + 1) ds.

Para x; (¢), obtemos:
t
x1(t) = / 2sds =12
0

Substituindo na férmula iterativa, obtemos x,(7):

l4

t
xz(t)z/ 2s5(s> 4+ 1)ds =1* + 5
0
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Continuando dessa forma, obtemos uma sequéncia x,(¢). Observe a tabela:

A WO = O3

=
[\S)
—
~
S~—
I
-~
(%]
.+
STl

Essa sequéncia converge para a solu¢@o da equagdo diferencial dada por:

x(t) — etz—i-l



67

Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace, nomeada em homenagem ao matematico e astrdnomo francés
Pierre Simon Laplace (1749-1827), é, de fato, um poderoso método matematico utilizado para
resolver Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) e Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs).
Ela é especialmente ttil para resolver EDOs com fungdes complicadas, incluindo as equagdes

diferenciais lineares com coeficientes constantes.

A histéria da Transformada de Laplace remonta ao inicio do século XIX, quando Laplace
a desenvolveu na obra Théorie analytique des probabilités (1812), como parte de seu trabalho
em probabilidade e teoria dos erros. No entanto, € importante notar que o conceito de trans-
formadas integrais ja havia sido explorado por matemaéticos anteriores, como Leonhard Euler
no século XVIII, e suas contribui¢cdes serviram como base para o desenvolvimento posterior da

Transformada de Laplace.

Neste capitulo iremos apresentar um estudo sobre a utilizacao do método da Transformada
de Laplace para resolucdo de Equagdes Diferenciais Ordinarias (EDO) de primeira ordem. Para
isso iremos comegar definindo a mesma e apresentando suas principais propriedades e as utili-
zaremos para resolver algumas equagdes diferenciais. E, por fim iremos comparar tal método

com métodos cldssicos da resolugcdo de equagdes diferenciais.

A transformada de Laplace € uma técnica matemdtica usada para converter uma funcao de
dominio do tempo em uma func¢ido de dominio da frequéncia. A seguir iremos apresentar a

definicao e alguns exemplos da aplica¢do nas funcdes de f(t).

Definicio 3.0.1. Seja f(r) uma fungdo definida para t > 0 e com contradominio no intervalo
[0,4c). A Transformada de Laplace de f(¢) é dada pela seguinte integral imprépria:

F(s):,%{f(t)}:/owe_“f(t)dt, s€C, (3.1)

para os valores de s nos quais a integral converge. A fungio F(s) é chamada de funcéo de
Laplace de f(r) e Z{f(r)} denota a transformada de Laplace de f(z).

Definicao 3.0.2. Ordem Exponencial: Uma funcao f(¢) é dita ser de ordem exponencial o

(a > 0) se existirem constantes M > 0 e ¢ > 0 tais que:
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|f(t)] <Me“, paratodot > 0. (3.2)

Teorema 3.1. Teorema (Convergéncia da Transformada de Laplace). Se f(t) for uma fun¢do
de ordem exponencial a, entdo sua transformada de Laplace £{ f(t)} converge para valores

de s com parte real maior que c, ou seja, R(s) > c.

Isso significa que a transformada de Laplace estd bem definida para fung¢oes que crescem no
mdximo exponencialmente, garantindo a convergéncia da integral em uma regido apropriada

do plano complexo.

3.0.1 Propriedades das Transformadas de Laplace
3.0.1.1 Linearidade:

ZLlaf(t) +bg(t)] = aZ[f(1)]+bL[g(1)]
Demonstragdo.

L{af()+Bs0} = [ e ar0)+Bsr)dr

= lim Ae_St[af(t)—I—bg(t)]dt
A—e0 J(

:Ali_rgo (a/OA e_”f(t)dt—l—b/oA e_“g(t)dt)

A A
=alim [ e f(t)dt+blim [ e g(t)dt
A= J() A—o0 J()

=aZ{f(t)} +bZ{g(1)}.

3.0.1.2 Deslocamento no tempo:

Lf(t—au(t —a)l = e Z[f(1)]
onde u(t — a) é a fungdo degrau unitdrio de Heaviside.

Demonstragdo. Usando a defini¢cdo da transformada, temos:

Z1g0)] = [ s ar.
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Para a fun¢do g(t) = f(t —a)u(t —a), onde u(tr — a) é a fungdio degrau unitério, temos:

LUt —a)ult —a)) = /0 " flt—a)ult —a)e dt.

Como u(t —a) =0 parat <ae u(t—a) =1 parat > a, o limite inferior da integral muda

de O para a. Assim:

LUt —a)u(t—a)) = / " flt—a)e " dt.

Fazendo a substitui¢do T =7 —a, temost = T+a e dt = d7. Os limites da integral tornam-se:

* Quandot=a,t=0;

* Quando t = oo, T = oo,
Substituindo, obtemos:
ZLf(t—a)u(t —a)] = / f(t)e s gz,
0
Separando os termos exponenciais:

LUf(t —a)ult —a)] = /0 " f(1)e e dr.

Como e~ # € constante em relacdo a 7, podemos fatord-lo para fora da integral:

LUt —a)ult—a)] = e /O " f(r)e T dr.

A integral restante é a defini¢do da transformada de Laplace de f(¢):

Lf(t—a)u(t —a)] = e L[f(1)].

3.0.1.3 Mudanga na escala no dominio do tempo:

1
ZIf(an)] = ZIf(0)
Demonstracdo. A Transformada de Laplace de f(at) é definida por:

Lf(ar)] = /O e fat) dr.

Fazendo a substituicdo u = at, temos du = adt, ou seja, dt = % Quandotr=0,u=0, ¢

quando ¢ — oo, u — oo,



70 Capitulo 3. Transformada de Laplace

Substituindo na integral, temos:

(=) oo d
L) = [ e flanydi= [ e g
0 0 a
Agora, podemos fatorar % da integral:

L)) =, [ e w)du

a

Por fim, reconhecemos que a integral que aparece é a Transformada de Laplace de f(u), ou
seja:

L[ f(ar) = ~2[f(0)].

a

3.0.1.4 Derivagdo no dominio do tempo:

Zf ()] =sZ1f()] - f(0)
Demonstragdo.

L) = /w e f!(t)dt

0
— Sl‘f +/ —st

Utilizando o método de integracdo por partes, com u = ¢ %' e dv = f'(t)dt, temos:
gragao por p

Z[f' ()] = lim [f(t)e*“}g” — /O Y f(t)(—s)e *dt

M—o0

= lim [f(M)e™*™ - £(0)] —i—s/OMf(t)e_”dt.

M—soo

Como f(t) é de ordem exponencial quando ¢ — oo, temos que:

lim [f(M)e*M] =o0.

M—ro0

Portanto, obtemos:

oo

ZL[f'(1)] =0—F(0) +s / F(t)e " dt

0
— 52 [£(t)] ~ F(0).
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A seguir, veremos a tranformada de Laplace de algumas func¢des usuais:
Exemplo 3.0.1. A transformada de Laplace da fungio f(¢) = 1 é dada por:

Substituindo f(¢) = 1 na integral:

Agora, realizamos a integracao:

Aplicando os limites da integral:

F(s) = lim [_—les'“] — [_—leo] :

a—y k)

Uma vez que e " tende a zero a medida que a se aproxima do infinito, o primeiro termo se

torna zero:

Simplificando o resultado:

para qualquer s > 0 constante.

Exemplo 3.0.2. Agora vamos calcular a tranformada de Laplace em f(¢) =¢. Para calcular a

transformada de Laplace de f(7) = ¢, usamos a integragéo por partes.

Comecamos com a férmula da integracdo por partes:

/udv:uv—/vdu,

onde:

u =t (para diferenciar);

dv = e dt (para integrar);

du = dt;

v = —e . Queremos calcular:

)

.Z{t}:/o te " dt.

Usamos a técnica de integragdo por partes, com u =t e dv = e~ *' dt, resultando em du = dt

ev= —%e’“. Assim, temos:

t il <]
/tes’ dt = [——e*”] + —e S dt.
S 0 0o S
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Primeira parcela da integral:

L] = gim (~Le) - (_Qeo) .
S 0 t—roo R R)

Como e—*" — 0 mais rapidamente que ¢ — oo, 0 limite da primeira parcela é zero:
l. _ [}
[——e St } =0.
s 0

Segunda parcela da integral:

/ —e dt = —/ e dt.
0o S s J0

A integral [; e~ * dt é uma integral imprépria, calculada como:

b—e JQ b—yeo S

/ e S'dt = 1lim | e %dt= lim {——e‘“} )
0

Substituimos os limites:
= ) 1 1 1
/ e S'dt = lim (——e_Sb—f— —e0> =,
0 b—roo S S S

Substituimos de volta:

Reunindo as duas parcelas, temos:

1 1
Lt} =0+ = .
t}=0+5=15

Portanto, a Transformada de Laplace de f(z) =1t é:

1

Lt} =—.

S

Através do exemplo 3.0.2 podemos generalizar a transformada de Laplace aplicada em
f(t) =1", ouseja, Z{t"}, paran > 0.

Usando a férmula da transformada de Laplace diretamente:
2"} = / e 't'dt.
0

Essa integral precisa ser avaliada numericamente ou usando métodos especificos de cédlculo

de transformadas de Laplace. O resultado é:
" n!

n!

Onde n! representa o fatorial de n. Portanto, a transformada de Laplace de " € igual a T
s

paran > 0.
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Demonstracd@o. Vamos provar por inducio que:

LM = 2 peN

Sn+1 )

Paran =1, temos:
2{t'}(s) :/ e dr.
0

Ja sabemos, pelo exemplo 2, que:
1
L{t" (s) = 2

Portanto, a proposicao € verdadeira paran = 1.

Suponha que a proposicao seja verdadeira para n = k, ou seja:

LI (s) = <

skt

Agora, vamos mostrar que vale para n = k+ 1, ou seja, queremos provar que:

(k+1)!
Gh+2

L{* s =

Usando a definicao da Transformada de Laplace, temos:

f{l‘k_‘—l}(s) _ /wtk—i-le—st dt.
0

Para resolver essa integral, usamos integracdo por partes. A férmula de integracdo por partes

(€N

/udv:uv—/vdu.

Escolhemos:

u=11 dv=e""dt, du=(k+1)i*dt, v=—=¢".

Aplicando a férmula, temos:

/ e s dr = {——e“] +—/ (k+ 1)tke™ dr.
0 0 0

N S

k+1 o0
t e
——e .
§ 0

- Parar — o0, e %" — 0 mais rdpido que qualquer poténcia de ¢, logo:

Avaliando o primeiro termo:

lim ———e " =0.
t—o0 S
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tk+l

- Parat =0, o termo se anula:

lkJrl

——e
s

=0.

—st‘ —
=0
Portanto, o primeiro termo € zero.

Avaliando o segundo termo: O segundo termo é:

1 oo
—/ (k+ )ike " dt.
s Jo

Fatoramos k + 1 e usamos a hipétese de indugdo:

i k!
k _—st
te ' dt = —.
/o pras|

Logo:
%/Om(k—l-l)tke_s’dtz kJsrl -Sﬁl - “:;fgk!.
POI‘tantO, mostramos que:
2y = E

Pelo principio da inducdo matematica, a proposicao € vdlida para todo n € N, ou seja:

n!

L4 ) = oo

]

Exemplo 3.0.3. A transformada de Laplace da fungéo f(¢) = e pode ser obtida por integragdo

direta:

Usando a defini¢do da transformada de Laplace para calcular F(s).
F(s) = / e edt.
0

Podemos combinar os expoentes e e ¢” usando as propriedades das poténcias:

F(s) = /rx> e gy
0

A integral [ e dt é resolvida como:
ki Uk
/e dt:ze , parak#0.

Aplicando isso:
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Agora, avaliamos os limites da integral impropria:

1. Para t — oo: - Quando s > a, temos a — s < 0, entdo el@=3) _s (0 3 medida que t —
oo, - Quando s < g, o termo el@9) diverge para o, € a integral ndo converge. Portanto, a

Transformada de Laplace s6 € valida para s > a.
2. Para r = 0: - Quando substituimos ¢ = 0, ela=s)t — o0 — 1,

Com isso, o resultado é:

F(s)= = -0— 1= , paras>a.

A Transformada de Laplace da fungéo f(¢) = ¢ é dada por:
1
L{e"}(s) = — > a.
{e"}(s) S, coms>a
Observacao 3.0.1.

O dominio de Laplace refere-se ao intervalo de valores de s para os quais a integral impropria

converge. No caso de f(t) = ¢“, o dominio de Laplace é s > a.

Para s = a, temos s —a = 0, o que resulta em uma divisdo por zero. Matematicamente, iSso nao

€ definido, entdo a Transformada de Laplace ndo existe neste caso.

Para s < a, a fungio (@) diverge, tornando a integral imprdpria ndo convergente.

Portanto, a Transformada de Laplace de f(r) = ¢* é vdlida apenas para s > a.

Exemplo 3.0.4.
1
L} = —

s§—C

Demonstragdo. Seguindo a mesma linha de demonstracdo das transformadas anteriores, temos:

f{ec’}:/ e“ e dt
0

= [ e ar
0

b .
— lim [ ¢ ¥ar
b— )

Resolvendo a integral:
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' (eb(cs) -1 >
=lm| ——
b—roo c—S

ble=s) 0 quando b — oo, logo:

Para s > ¢, temos e

Portanto:

1
L{e"} = ——, paras>c.
s—c

[]

Exemplo 3.0.5. Para encontrar a transformada de Laplace de sin(®t), comegcamos com a for-

mula da transformada de Laplace:

P{sin(or)} — /0 T i

Agora, aplicamos a técnica de integracdo por partes, que € dada pela férmula:

/udv:uv—/vdu

Neste caso, escolhemos:

u = sin(ot)

dv=e*dt

Calculamos as derivadas e antiderivadas correspondentes:

du = wcos(wt)dt
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L{sin(wt)} = —&

: - /0°° (e:t> (@cos(wr)dr)

Avaliamos os limites:
1 =) 0 —st (!)l‘
Z{sin(or)} =0 — (__) / we"cos(ar)
s ) Jo s
E simplificamos:

Z{sin(or)} = 2 /0 " e cos(r) dt

s

Agora, usando novamente a técnica de integracao por partes na integral resultante,temos:

A A
. _ . @ _
lim [ e sen(wt)dt = lim — [ ™ - cos(owt)dt
A—boo A—oo §
0 0
1 A st
. O e
= lim — | — —/ o - sen(ot)dt
Ao s | S s

0 o i
== - im /e_“ -sen(t)dt
0

com isso,
A A
2
. —st a) . —st w
lim [ e sen(wt)dt + — lim [ e (ot)dt = —,
A—o0 8§ A—oo S
0
ou ainda,
A
2., 2
0 +s W
lim [ e -sen(wt)dt | —— | = =
0
e desse modo,
A
) _ w
lim [ e ™ - sen(@t)dt = ——
0
Logo,
ZA{sin(wr)} =

0?42
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Exemplo 3.0.6. Realizando os mesmos passos do exemplo anterior, podemos encontrar a Trans-

formada de Laplace de cos(wt)

Para encontrar a transformada de Laplace de cos(@t), comegamos com a férmula da trans-

formada de Laplace:

ZA{cos(wt)} = / " cos(t) dt

Agora, aplicamos a técnica de integracdo por partes, que é dada pela férmula:

/udv:uv—/vdu

u = cos(wr)

Neste caso, escolhemos:

dv=edt

Calculamos as derivadas e antiderivadas correspondentes:

du = © — sen(ot) dt

L{cos(o)} = —— cos(wr)

& oo e—St
I
o /0 §

) (wsin(t)dt)

Avaliamos os limites:

Zlcos(wr)} = 0— (—1) /:Mdt

s s

E simplificamos:

ZA{sin(wr)} / we " sin(t) dt

Agora, usando a técnica de integracdo por partes na integral resultante, obtemos:

/a)e sin(ot)dt = o ———ZL{cos(wr)}
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Calculando du e v: |

= me_sr Sin(a)l’).

du=wdt, v

A férmula de integragdo por partes é dada por:

/udv:uv—/vdu.

Aplicando-a, obtemos:

1
— l o — t . — l .
/(oe STcos(ot)dt = wt-me § sm(a)t)—/ sin(wr) - odt
wt

= —ei
52+ w?

— ¢
52 + w?

w
s’sin(cot)—l—/mes’sin(a)t)dt.

Observamos que o segundo termo na expressdo acima € igual a transformada de Laplace de

__0
s24-@?*

sin(wr), que é ZL{sin(wr)} = Substituindo isso na equagdo, obtemos:

wt
— ¢
52+ w?

(D

we "cos(ot)dt = -
/0 e “cos(wr) o

“sin(wt) +

Substituindo isso na equacao anterior, encontramos:
0]
LAsin(ot)} = +——
fsin(on)} = 52—
Esta ¢ a transformada de Laplace de cos(ot).

Exemplo 3.0.7. Vamos calcular a Transformada de Laplace da fun¢ao ﬁTn, utilizando a expansao

em série.

A fung¢do exponencial e~*" pode ser expandida em uma série de Taylor em torno de t = 0:

_ > (—st)k
e st _ Z
i— K
Ou seja, a expansdo em série de e é:
(_ 1 )ksktk

A Transformada de Laplace de uma fungao f(¢) é dada por:

2O} = [ e
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n ~
No nosso caso, f(t) = f?, entdo temos:

n () n
<L r :/ e_”t—dt
n! 0 n!

Substituindo a expansdo de e *':

i _ oo 0 (—l)ksktk "
Z{n_!}_/o (,;0 a

Sabemos que a troca da ordem da soma e da integral pode ser justificada pelo Teorema
de Fubini, que nos permite trocar a ordem de soma e integral quando a fun¢do envolvida é
absolutamente convergente. Ou seja, a soma da série e a integral devem ser absolutamente

convergentes para que a troca seja valida.

Para o caso da equacao apresentada:

1" .- (_l)ksk ook—i—n
X{H}:Z—k! /Ot dt

k=0

A integral [y t*+" dt é uma integral de uma funcio do tipo ¢, e sabemos que a integral de

™ no intervalo [0,0) é dada por:

° |
/() tmdt:m——f—l (param>—l)

Portanto, para que a troca da ordem da soma e da integral seja véalida, devemos garantir
que m = k + n satisfaca a condi¢do k +n > —1, ou seja, t**" & integrdvel em [0,%0) quando

k+n > —1. Essa condicdo assegura que a troca da ordem da soma e da integral seja valida.

Agora, aplicando essa integral a sua expressao:

" > (—1)ksk 1
L — = :
{n!} ,;O kU ktntl

Logo, para a nossa integral, temos:

*® 1
k+n
t dt = —
/0 k+n+1

Substituindo esse resultado na soma:

R = G LY 1
g{ﬁ}_; K ktntl
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Ao expandir a soma e manipular os termos, vemos que o resultado final é:
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3.1 Tabela de Transformadas de Laplace

Apresentamos, a seguir, uma tabela com as transformadas de Laplace mais usuais. Ela serve
como referéncia tanto para resolver equagdes diferenciais, quanto para compreender melhor

como funcdes do dominio do tempo sdo transformadas no dominio da frequéncia.

Tabela 1 — Tabela das Transformadas de Laplace

Funcéo f(7) Transformada de Laplace F(s)

Funcdo degrau unitério 1

Funcio ¢ p
Fung¢@o exponencial e L
Exponencial decrescente e~ “u,(r) Yfa
Exponencial decrescente com deslocamento e “u.(t — b) i;b;
Func@o pulso p(¢) Jo p(t)e dt
Senoidal sin( ) Sszz
Cossenoidal cos(r) P waz
Funcdo rampa ¢ Slz
Fung¢do exponencial e? u,(t) ﬁ
Fungdo cossenoidal amortecida e~ cos(®r)u,(r) G +;§Z’i >
Fung@o senoidal amortecida e~ sin( @) u, (1) (SM)%
Fungio t"e #
Fungdo pulso amortecido e~ p(t)u,(t) Jo e “p(t)e *dt

3.2 Transformada Inversa de Laplace

Ao transformar uma fun¢do do tempo para o dominio da frequéncia usando a Transformada de
Laplace, frequentemente surge a questdo: como a solu¢do obtida se comporta no dominio do
tempo? Para responder, utilizamos a Transformada Inversa de Laplace, que permite retornar do
dominio da frequéncia F (s) para o do tempo f(z). Essa ferramenta é essencial para interpretar
solucdes de equagdes diferenciais e outros problemas em termos de suas varidveis originais.
Embora ndo demonstremos aqui a existéncia formal da transformada inversa, ela pode ser con-

sultada em [1].

Ela é definida formalmente como:

ft) =27 HF}).
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Neste material, destacam-se métodos praticos de obten¢@o da Transformada Inversa de La-

place, como o uso de tabela 1.
Exemplo 3.2.1. Olhando na tabela a transformada inversa da fun¢io .#~! {Siz} =t

Abaixo segue a aplicacdo da Transformada de Laplace e a sua inversa para encontrarmos a
solucdo equacao diferencial no dominio do tempo .

Exemplo 3.2.2. Encontrando a solu¢do da seguinte EDO:

dy
—4+3y=6 0) =2.

Solucao Aplicamos a Transformada de Laplace na equacgao diferencial. Lembrando que:
dy
L — > =sY(s)—y(0
{h =650,
onde Y (s) é a Transformada de Laplace de y(¢). Substituimos na equagdo:

sY(s)—2+3Y(s) =6.

Rearranjando os termos:

A solucdo Y(s) = Y% estd no dominio da frequéncia. Consultando a tabela 1 das transfor-

madas, sabemos que:
1

s+a'

Lle ¥} =

Comparando, vemos que Y (s) corresponde a 8 - S% Logo:

y(t) =8¢,

A solu¢do no dominio do tempo é€:

y(t) =8e .

Essa fung@o descreve o comportamento de y(¢), que decai exponencialmente com o fator

¢3!, sendo influenciada pela constante inicial y(0) = 2.

Neste exemplo, identificamos que Y% é equivalente  Transformada de 8¢, demonstrando

a utilidade prética da tabela para determinar rapidamente a Transformada Inversa.
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Exemplo 3.2.3.
L{ef(t)}=F(s—c)

Demonstracao:

Pela definicdo da Transformada de Laplace, temos:

LL (1)) = /0 e e f (1)

= /w e O £ (1)dr
0

Sabemos que:

LW} = [0 =F(s)

Portanto:
L{ef(t)} =F(s—c).

3.3 Teorema de Convolucdo

O produto de convolugido é uma operagio entre duas fungdes f(7) e g(¢) que resulta em uma
terceira funcdo, representando uma combinag¢do das duas originais. Essa operacdo é ampla-

mente utilizada na andlise de sistemas lineares, especialmente no contexto da Transformada

de Laplace.

Matematicamente, a convolugdo de duas fungdes f(z) e g(r) é definida por:

(Fe8)0) = [ Fw)g— w)au

Essa operacdo tem vdrias propriedades importantes, como:

¢ Comutatividade:

fxg=gxf

* Associatividade:
(fxg)xh=fx(gxh)
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¢ Distributividade sobre a soma:

[x(g+h)=fxg+[fxh

A demonstracdo das propriedades acima, pode ser encontrados em 1. Agora iremos mostrar

um teorema importante para a aplicagcdo na solucdo da equagdo logistica com retardo.

Teorema 3.2. Sejam f(t) e g(t) duas funcdes continuas e de crescimento exponencial no inter-
valot > 0, com transformadas de Laplace F (s) e G(s), respectivamente. Entdo, a Transformada

de Laplace da convolugdo de f(t) e g(t) é dada por:

217+4(0) =2 | [ 1(@)sle = 515 =F (5605,

onde o simbolo x representa a convolugdo.

Demonstracdo. Da defini¢do, obtemos que f * g é de ordem exponencial e sua Transformada
de Laplace € dada por:

L(frg)= / s’/ft—u w) dudt — // =5 £t — u)g(u) dudt,

onde R é a regido do quadrante positivo do plano (¢,u) € R?> compreendida entre a reta
u=0earetau =t. Dada a ordem exponencial da integranda, a integral em R é absolutamente

convergente. Logo, pelo Teorema de Fubini, podemos inverter a ordem de integragao:

L(fxg) = /Ooog(u)/uooe“f(t—u)dtdu.

Fazendo a mudanca de varidvel v =t — u, temos:

2(re9)= [ g [ e f0) v

Fatorando os termos exponenciais:

L(f*xg)= /Ooog(u)e_‘mdu /oo e f(v)dv

0

Observamos que as integrais correspondem as Transformadas de Laplace de g e f, respec-

tivamente. Portanto, obtemos:

L(f*g)=2(8)Z(f)
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3.4 Aplicacdo da Transformada de Laplace na Resolucdo de PVIs

A Transformada de Laplace € uma ferramenta poderosa na solucdo de equagdes diferenciais
lineares. Sua importancia reside na capacidade de simplificar problemas no dominio do tempo,
transformando-os em problemas algébricos no dominio da frequéncia. Uma de suas principais
aplicacdes estd na resolucdo de Problemas de Valor Inicial (PVI), particularmente tteis em

sistemas dinamicos, circuitos elétricos, e modelagem de fendmenos naturais.

No exemplo a seguir, utilizamos a Transformada de Laplace para resolver um PVI, mos-
trando como essa técnica pode ser empregada para encontrar a solu¢do de maneira direta e

sistematica.

Exemplo 3.4.1. Considere o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

dy
— +2y=4 0)=1
dt+y , ¥(0)

Resoluc¢io da Equacao Diferencial Usando a Transformada de Laplace

Aplicamos a Transformada de Laplace em ambos os lados da equagdo, lembrando que:

2{ 2650, 200)-v6), 2@ ="

Substituindo, temos: A
sY(s)—142Y(s) = —.
Ry

Agrupando os termos Y (s)
4
Y(s)(s+2) = S +1.

Logo,

Y(s)= A + !
g Cos(s42)  s+2°

Decompondo em Fracgdes Parciais Para resolver a fracao ﬁ, utilizamos frag¢des parciais:

4 A B

s(s+2) s+s-|—2'

Multiplicando ambos os lados por s(s +2), temos:
4=A(s+2)+Bs.

Comparando os coeficientes, encontramos:

Portanto:
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Substituimos de volta em Y (s):

Y(s) 2 2 n 1
§)=—— .
s s+2 s+2
Logo:
2 1
Y(s)=—-— .
(5) s s+2

Utilizando tabelas padrio para encontrar a inversa:

g—‘{%}zz, z—‘{ iz}:e_zt.
s s

y(it)=2—e2.

Portanto:

Resoluc¢ao pelo Método Linear

A equacao diferencial é:

dy
—4+2y=4 0)=1.
S T=4 y(0)

O fator integrante é:
‘u(l‘) _ ef2dt — 2

Multiplicamos ambos os lados da equagio por %

Zdy 2 2
t t t
e + 2e y e

O lado esquerdo pode ser escrito como:

% (eZt y) = 4™

Integrando ambos os lados:
ey =2e* +C.

Logo:
y=2+Ce ™.

Aplicamos a condi¢@o inicial y(0) = 1:
1=24C = C=-1.

Portanto:
yit)=2—e2.

A solucao encontrada pelos dois métodos € a mesma:

y(it)=2—e%.
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Isso era esperado, dado que o Teorema de Existéncia e Unicidade garante a unicidade da
solucdo para problemas de valor inicial bem definidos. A Transformada de Laplace, apesar de
mais algébrica, oferece uma abordagem alternativa que pode ser particularmente vantajosa para

sistemas mais complexos.

Exemplo 3.4.2. Considere o seguinte Problema de Valor Inicial (PVI):

y 42y =sin(2r), y(0)=1

Resolucio da Equacao Diferencial Usando a Transformada de Laplace

Aplicando a Transformada de Laplace nos dois lados da equacao, obtemos:

2

Y(s)—1+2Y(s) = 1
sY(s) — 1+2Y(s) S2+4+
Agrupando os termos Y (s), temos:
Y(s)(s42) = =~ +1
s)(s =712
2 1
Y(s) =

44 (512) 512

A expressao ] € decomposta em fragOes parciais:

2
(s2+4)(s+2

2 A Bs+C

(s2+4)(s+2) s+2+ s2+4

Multiplicando ambos os lados por (s> +4)(s +2), obtemos:

2=A(s*+4)+ (Bs+C)(s +2)

Resolvendo o sistema de equagdes, encontramos os valores:

1 1
4’ 4’ 2
Substituindo os valores encontrados para A, B, e C em Y (s), temos:
T P

V(s) — 5T3
(s) s~|—2+ s2+4 +s+2
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1 n 1 1 s +1 1
s+2 s+2 4s24+4 25244

Ys)= +

Y(s) 1+1 1 I s +1 1
s)=1| - —— —
4 s+2 45244 2s52+4

51 1 s +1 1
C4s+2 45244 25244

Y(s)

Reorganizando os termos:

Y(s) 1 1 1 s N 1 1 n 51
§) == — - — -
25244 45244 25244 4542
Agora, aplicamos a Transformada Inversa de Laplace para encontrar a solu¢do no dominio do
tempo:

0 -z L1 1s 115
N = 292+4 492+4 2214  d5+2

Separando os termos:
1 1 1 S 1 1
HN=2"1{-. — e EZR .
y(t) {2 s+2} {4 s2—|—4}+ 4542
Calculando a transformada inversa de cada termo:
1 1
2s2+4

Como temos que a inversa de sin(0t) = 5%

1. Primeiro termo:

1 1

Entdo temos que 3= 72 entdo @ = 2 Multiplicando em cima e embaixo por 2, obte-

2
(2(s2+22))

Dai,

mos:

2. Segundo termo:

3. Terceiro termo:
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Somando os resultados:

1 1 5
y(t) = ~2 cos(2t) + Zsin(Zt) + L—Le*zr.

Resolucao Usando o Método do Fator Integrante

A equacdo diferencial dada é:

y 42y = sin(2t)

Usamos o método do fator integrante, onde o fator integrante é:

J2dt €2t

u)=e

Multiplicamos ambos os lados por e?:

ey +2e*y = e* sin(2t)
Reconhecemos que o lado esquerdo € a derivada do produto:

d

dt( 'y) = e sin(2t)

Agora, integramos ambos os lados:

Ay = /e sin(2¢) dt

Agora, verificamos a integral:

I_/e sm

Usamos integracdo por partes duas vezes. Definimos:

-u=e¥ = du=2e?dt - dv = sin(2t)dt = v = —1cos(2t)

Pela féormula da integracdo por partes [ udv = uv — [vdu:
2t 1 1 2t
I=e —Ecos(Zt) — / _5(26 )cos(2t)dt

1
1= 2e cos (2t)+ = /e cos(2
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Agora, resolvemos J = [ e cos(2t)dt com a mesma técnica:

-u=e* = du=2e?dt - dv = cos(2t)dt = v = %sin(2t)
xl Lo
J=e §s1n(2t)—/§(2e ) sin(2¢)dt

1 1
J= 5ezf sin(2r) — o1

Agora, substituimos J em I:

1 1/1 1
= —EeZt cos(2t) + 3 (Ee% sin(2t) — 51)

1 1 1
1+ 4_11 = —562[ cos(2t) + 4—1(32’ sin(2t)

5 1 1
4_11 = —§e2t cos(2t) + ZeZ’ sin(2t)

1 1
= —ZeZI cos(2t) + Zezt sin(2r)

Agora, voltamos para:

1 1
ezty = _Zezt COS(2I) + Z€2t sin(2t) +C

Dividindo por ¢*:

1 1
y=-7 cos(2t) + 1 sin(2f) 4+ Ce ™2

Aplicamos a condi¢ao inicial y(0) = 1:

1
1= ~2 cos(0) + I sin(0) + Ce~20)

Sabemos que cos(0) = 1 e sin(0) = 0, entdo:

(0)+C(1)
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1
l=—-+C
7t
15
C=1+-==
373

Portanto, a solugdo particular é:

1 | 5
y=-7 cos(2t) + 1 sin(2t) + 4—1672’

com a condigdo inicial y(0) = 1.

Como vimos antes, os dois métodos chegam a mesma solu¢do, o que mostra que ambos 0s

caminhos estao corretos.

3.5 Funcdo de Heaviside

A fungdo de Heaviside (ou fung@o degrau) é uma funcdo que serve para modelar sistema com
descontinuidade no tempo, ou seja existe ¢, onde a fungdo € descontinua. A funcdo se comporta
da seguinte maneira, para t < c¢ o valor da funcdo € zero e parat > ¢ o valor € 1. Quando ¢t = ¢
o argumento € nulo, seu valor assume a média dos limites laterais da fun¢do (pela esquerda e
pela direita), calculados no ponto em que a abscissa vale c. No contexto de transformadas de
Laplace, adotamos a versdo U (f — ¢), que é definida parat > 0. Em [1] o leitor pode aprofundar
os conceitos e exemplos da funcdo de Heaviside, aqui limitaremos a apresentar a transformada
de Laplace da funcdo .

Definicdo 3.5.1. Seja U(r — c¢) uma fungdo de Heaviside com a forma:
0, t<c,

U(lt—c)=
1, t>c.

Mesmo sendo uma funcao descontinua, a fun¢do de Heaviside possui transformada. a seguir

serdo mostrado 1sso

Teorema 3.3. Transformada da Fungdo de Heaviside
Seja:
0, 0<t<ec,

Ult—c)=
1, t>c,
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com ¢ > 0, entdo a transformada de Laplace é dada por:

—SC

LU@—c)) =S

S

Demonstragdo. Utilizando a definicao de transformada de Laplace, para s > 0, temos:

LUt —c)) =/0+ooe_s’U(t—c)dt

Agora, seguindo os valores assumidos pela fun¢do de Heaviside e os intervalos determina-

dos, temos:

+o0 c oo
/ e U (t—c)dt = / e -Odt+/ e 1dt
0 0 c

Isso pode ser reescrito como:

c +o0
:/ es’~0dt+/ e ' dt
0 c

Resolvendo a integral, obtemos:

c b
lim (/ e -Odl+/ e_sta’t)
b*}+°° 0 c

A integral [j e * -0dr é zero, e a integral ff e * dt é dada por:

b —sb —sc
) _ . e e
lim / e 'dt )| = lim —
b—+eo \ Je b—s+too \ —S§ —s

Como e %% — 0 quando b — +oo, temos:

Portanto, o resultado final é:

—S8C

L{UE-c)y =1

S

Teorema 3.4. A Transformada de Laplace de g(t — c)U (t — ¢)

Seja:
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0, 0<r<ec,
git—c)U(t—c)=
glt—c), t>c,

com ¢ > 0, entdo a transformada de Laplace é dada por:

L{gt—c)U(t—c)} = e *“G(s).

Demonstragdo. Seguindo a definicdo de transformada de Laplace:

~+oo
ZLA{g(t—c)U(t—c)} :/ e Vg(t—c)U(t—c)dt
0
Agora, podemos reescrever a integral da seguinte maneira:

~+oo

~+oo
/ e Vg(t—c)U(t—c)dt = e_s"/ e Vg(t—c)dt
0 0

Essa integral pode ser decomposta em duas partes:

c +o0
e’ </ e Mg(t—c)dt+ / e g(t—c) dt)
0 c

Para resolver a integral, utilizamos o método de substituicio. Tomando u = ¢ — ¢, entdo

du = dt, temos:

—+oo ~+oo
/ e Mg(t—c)dt= / e g (1) du
c 0

Agora, substituimos a expressdo na integral:

_ e—sc /+°° e_SM
= g(u)du
0

Finalmente, obtemos:

=L {glu)} = ¢ *G)
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Equacoes Diferenciais com Retardo

As equagdes diferenciais com retardo fazem parte do grupo de equagdes diferenciais fun-
cionais, que sdo caracterizadas pelo fato de que a varidvel dindmica ¢ depende ndo apenas do
estado atual, mas também de estados passados. Utilizando T como varidvel de atraso tempo-
ral. Neste capitulo, serdo apresentados os conceitos fundamentais e exemplos relacionados as
equagoes diferenciais com retardo de primeira ordem. Além disso, serd abordado o uso da trans-
formada de Laplace para resolver o problema de valor inicial (PVI) associado. Como aplicag¢do
pratica, serd discutido o modelo de crescimento populacional, que ilustra o uso das equacdes

diferenciais com retardo.
Uma equacao diferencial com retardo de primeira ordem € uma equacgao da forma:
f)+ft—1)=g),

onde:

* f(t) é a fungdo desconhecida;
 f'(¢) é sua derivada;
* 7 ¢ o parametro de retardo;

* g(t) é uma fung¢do conhecida.

O Problema de Valor Inicial (PVI) associado a essa equagdo consiste em determinar a

funcdo f(¢) que satisfaz a equac@o diferencial, bem como uma condi¢@o inicial dada por:

f(t)=¢(), para <0,

onde ¢(¢) é uma fungdo conhecida que define o estado inicial do sistema. A condi¢@o inicial

f(t) = @o(t) parat <0 é chamada de fungdo de inicializacdo ou fungdo de retardo inicial.
Exemplo 4.0.1. Seja a equacdo diferencial com retardo:
FO+fe-1=2,

com 7 = 1 e condi¢do inicial f(¢) =0 parar <O0.
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Solucao

Sabemos que:

* A Transformada de Laplace de f'(r) é sF(s) — f(0), mas como f(0) = 0, isso reduz para
sF(s).

* A Transformada de Laplace de f(t — 7) é e *F(s) para T = 1.

Aplicando a Transformada de Laplace na equacao:
LI O]+ ZIf (- 1)] = 2Z[r%).

Isso resulta em:

sF(s)+e °F(s) = 3

Isolando F(s):

Portanto:

Pl 2 2 _ 2

T e (0 o ey o =y

Podemos expandir esta fun¢do em uma soma de poténcias. Assim, expandindo em série de

poténcias a fung¢do acima:

2 2 e’ e—2s e—3s
A )
Ay T

Podemos representar isso como uma soma infinita:

n_,—ns n —ns

y =y S

Reescrevendo a transformada de Laplace:

2
e

)ne—ns
L{f(1)} =2 Z
Portanto, temos o seguinte resultado:

ne—ns

"iﬂ{f } 2 Z sn+4

Tomando a transformada inversa de Laplace juntamente com suas propriedades de linearidade,

que nos possibilitara aplicar a inversa da transformada na soma exibida na equag¢do. Portanto:
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2y =2z y G

n=0

Trabalhando na inversa desta transformada, podemos observar uma funcao conhecida, onde

vemos que esta transformada inversa pode ser da forma e”"F (s). Tome ¢t = n, assim:

e a(-1)re s e 2(=1yrens
1 _ 1
Z Z sht4 =2 ngb s(n+3)+1

n=0

i L f2=Dre™
n—|—3 S(n+3)+l

Analisando a fun¢ao de Heaviside no intervalo do somatério, temos:

= gy 21U () (e — n)™
Z n+3 2 e F(S)}—,;) (n+3)!

Analisando a funcio de Heaviside no intervalo do somatério, temos:

0, parar<n
vi=4""
I, parat>n

onde, neste caso, n varia de 0 até o inteiro menor ou igual a ¢. Assim, U(t) = 1.

Com isso, temos a solu¢do da equacdo expandida em uma soma da forma:

4.1 Modelo Logistico

41.1 Motivacdo

Suponha que, em uma ilha tenha sido introduzido um casal de capivaras. No primeiro ano,
sem predadores naturais ou escassez de recursos, esse casal gerou oito filhotes, e a popula-
cdo cresceu livremente. Inicialmente, esse crescimento segue um padrdo exponencial, pois ha
abundancia de alimento e espago, permitindo que os individuos se reproduzam sem restri¢des.
No entanto, como qualquer ecossistema tem seus limites, esse crescimento acelerado ndo pode

continuar indefinidamente.

Com o tempo, fatores como competi¢do por alimento, abrigo e outros recursos naturais

impdem restricdes ao crescimento populacional. Esse fendmeno pode ser descrito matemati-
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camente pelo modelo logistico, que considera a existéncia de um limite méximo de individuos

que o ambiente pode suportar, conhecido como capacidade de suporte.

Entretanto, o modelo logistico cldssico assume que a reprodu¢do ocorre instantaneamente
assim que os individuos nascem. No caso das capivaras, sabemos que isso nao ocorre: a fémea
leva entre 10 a 12 meses para atingir a maturidade reprodutiva, enquanto o macho demora cerca
de 15 a 24 meses. Esse intervalo de tempo entre o nascimento e a capacidade de reproducao
pode ser representado matematicamente por um fator de atraso 7, levando ao que chamamos
de equacao logistica com retardo. Esse refinamento do modelo permite uma descri¢do mais
realista da dinamica populacional, incorporando o tempo necessdrio para que novos individuos
contribuam efetivamente para o crescimento da populagdo. A seguir serdo destacados a evolu-

¢ao histdrica do crescimento populacional.

O primeiro matematico a estudar o crescimento populacional foi o economista e demogrifo
Thomas Robert Malthus no final do século XVIII, nesse modelo Thomas Robert Malthus acre-
ditava que a populagdo cresce de forma exponencial e os recursos disponiveis crescem de forma
aritmética. Porém esse modelo tinha algumas limitagdes, pois ndo considerava os recursos li-
mitados, o modelo assume que a populaciao pode crescer indefinidamente, o que nao ¢ realista,
pois os recursos naturais sao finitos, Fatores ambientais: Elementos como competicao por ali-
mento, espaco e doencas nao sdo levados em conta, e a estabilidade da populacio, pois muitos

casos, populacgdes atingem um equilibrio devido a fatores reguladores naturais.

Essas limitacdes levaram ao desenvolvimento do Modelo Logistico, introduzido por Pierre-
Frangois Verhulst em 1838, que adiciona um fator de limitacdo ao crescimento exponencial
de Malthus, Verhulst desenvolveu a equacdo logistica como uma alternativa ao crescimento
exponencial, incorporando a ideia de que o crescimento populacional diminui a medida que a
populacdo se aproxima da capacidade de suporte do ambiente, ou seja, existe uma constante K,

que quando a populacdo atinge essa constante K, ele tende a zero.

O modelo logistico cldssico assume que os efeitos da limitacdo ambiental sobre o cresci-
mento populacional sdo imediatos. No entanto, em muitos sistemas naturais, hd um intervalo
de tempo entre a mudanga na densidade populacional e os efeitos sobre a taxa de crescimento,
o que leva a necessidade de introduzir um retardo na equagdo. Esse retardo € crucial em ecos-
sistemas onde a resposta populacional e a disponibilidade de recursos ndo sdo instantaneas,

resultando em dindmicas mais complexas, como oscilagdes populacionais.

A equacdo logistica com retardo considera esse intervalo e oferece uma modelagem mais
realista do crescimento populacional. Para resolver essa equagdo, usamos a transformada de
Laplace e o teorema do ponto fixo para garantir a existéncia de uma solu¢@o branda, ou seja,
continua e diferencidvel. Esses métodos ajudam a lidar com a complexidade do retardo e for-

necem uma compreensao mais precisa da dinAmica populacional.
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Nesta secao, iremos apresentar a evolucdo dos modelos de crescimento populacional, como
o0 modelo de Malthus, o modelo logistico cldssico (sem retardo) e, em seguida, discutiremos o
modelo logistico com retardo, que introduz uma dindmica mais realista ao considerar atrasos

nos efeitos da limitagao ambiental.

4.1.2 Modelo de Crescimento Populacional de Malthus

Matematicamente, o modelo de Malthus pode ser expresso pela seguinte equacao diferencial:

P

— =rP
dt

onde:

* P(t) representa a populagdo no tempo z,
* r ¢ a taxa de crescimento populacional (natalidade menos mortalidade),

. ‘jl—’; ¢ a taxa de variacdo da populacdo ao longo do tempo.

A solucdo dessa equacdo é dada por:

P(t) = Ryt

onde Py é a populagio inicial no tempo ¢t = 0.

A seguir veremos como Verhulst incorporou a limitacao de recursos no modelo de Malthus.

4.1.3 A equacdo logistica classica é expressa como:

%:w@(-%ﬁ, @.1)

onde:
* P(t) é a populagdo no tempo ¢;
* r ¢ ataxa de crescimento intrinseca da populacao;

‘jl—f € a taxa de variacdo da populacio ao longo do tempo.

* K é a capacidade de suporte do ambiente (o tamanho maximo da populacdo que o ambi-

ente pode sustentar).
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4.1.4 Resolucdo classica da equacido logistica

A equacdo logistica € separdvel. Reescrevemos a equagdo como:
1
P(1)
P (1-52)

Simplificando o lado esquerdo usando fracdes parciais, obtemos:

dP = rdt.

1 ot
Pm(1—ﬂﬂ>_PO) K—P(t)

A equacdo se torna:

(P2t> + K—IP(t)> dP =rdt.

Integrando ambos os lados, obtemos:

/(sz+K;;@>dP:/}m’

In|P(¢)| —In|K —P(t)| =rt+C.

AU B

Exponenciando ambos os lados, obtemos:

Simplificando, temos:

— "0 = Ae
K—P(t) ’
onde A = ¢©. Isolando P(t), temos:
AKe"
P(t) = ——.
) 14 Ae"

Para determinar a constante A, usamos a condi¢do inicial P(0) = Py:

_ AKe™? AK
1 4+Ae0 14+AT

P(0)

Como P(0) = Py, temos:

AK
Ph=——:.
1+A
Resolvendo para A, obtemos:
P
A=_.
K—FP

Agora, substituimos A na expressdo para P(t):

P rt
AK ert K—-Py Ke

= t P ’
1+ Ae” 1+KTOPOerl

P(t)
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Simplificando a expressdo, obtemos:

Pt) = KPye"
- (K—PRy) +Re"’

Voltando a escrever a expressao de forma mais compacta, temos a solucao final:

K
P(t) = .
L+ (go - 1)

4.1.5 Solucdo através da Transformada de Laplace

Primeiro, fazemos a distributividade do lado direito da equacdo para facilitar a manipulagao:

Essa é uma equacao diferencial de Bernoulli, mas podemos transformé-la em uma equagao
linear usando a substitui¢do de variaveis.

Agora, para simplificar a equacdo, fazemos a substituigao u(t) = %. Para isso, calculamos

a derivada de P(¢) em termos de u(¢). Como u(t) = %, temos:

logo,
dP  1du
dt  uldt’

., ~ 7?2 ~ . ..
Substituimos essa expressdao em [ ha equagao logistica original.

ldu_l | 1
uzdt_ru Ku)’

Agora, vamos simplificar a equagao:

Multiplicamos ambos os lados da equagio por u?, o que resulta em:

Distribuindo o termo no lado direito, temos:

du r
——=rU— —.
dt K

Agora, multiplicamos ambos os lados por -1 para simplificar:
du

+ r
= ru —.
dt K
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Aplicando a transformada de Laplace, obtemos:

% (%) = 2(-r)+ 2 (L),

Usando a propriedade da transformada de Laplace para a derivada e a linearidade, temos:

s.Z(u) —u(0) = KL —rZ(u).

s

Resolvendo para L(u), obtemos:

_ u(0) K
Llu) = s+r+s(s+r)'

Decompondo em fracdes parciais, temos:

11 1 1 u(O)
L) =—=—-—— .
(u) Ks Ks+r s+r

Aplicando a transformada inversa de Laplace, obtemos:

1 ert

u(t) = E & +u(0)e”.
Voltando para P(t), temos:
1 K
P(t) = = .
®) u(t) 14+e 7 (Ku(0)—1)
Substituindo #(0) = Plo, obtemos:

K
P(t) = .
l4e " <§0 — 1>

Ambas as abordagens, a resolucdo direta e a utilizagao da transformada de Laplace, levam

a mesma solugdo para a equacao logistica:

K
P(u) = P .
| +ent (FO . 1)

Isso confirma a validade das duas metodologias e motiva o uso da transformada de Laplace

em modelos mais complexos.
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4.2 Equacdo Logistica com Retardo

A equacdo logistica com retardo € uma extensdo da equacao logistica classica, onde o cres-

cimento da populagdo € afetado por um retardo temporal 7. A equacdo é dada por:

j—f = ru(r) (1 - u(t; T)) ,

onde:

* u(t) é a populagéo no tempo ¢,
¢ r € a taxa de crescimento,

* K é a capacidade de suporte,

T € o retardo temporal.

Para fins de estudo, estaremos interessados em analisar tal equacdo dentro do conjunto das

fun¢des continuas definidas parat € I = [0, 7].

4.2.0.1 Solugdo Branda da Equagdo Logistica com Retardo

Aplicamos a Transformada de Laplace em ambos os lados da equagdo.

2{G =2 {mo (1- 1)}

Sabemos que a Transformada de Laplace de uma derivada é:

g{‘;—’;‘} = 5.2 (u) — u(0).

Assim, a equacao transformada fica:

s.L(u) —u(0) =rL(u) — =L{u(t) u(t—1)}.

Reorganizando os termos, isolamos .2 (u):

L(u)(s—r) = u(0) — éiﬂ{u u(t— 1)}

Portanto, a Transformada de Laplace de u(r) é:



104 Capitulo 4. Equagées Diferenciais com Retardo

g(u)_u(O) ro1

s—r Ks—r

LA{u(t) ut—1)}.

Aplicamos a Transformada Inversa de Laplace para obter u(¢) no dominio do tempo. Con-

siderando s > r (para evitar crescimento exponencial ilimitado).

fl{ ! }:e”.
s—r

Além disso, o produto de transformadas no dominio de s corresponde a uma convolu¢do no

dominio do tempo. Assim:

S—r

7 {f{u(r) u(t—1)}- } = /Otu(s)u(s — 1)) gs.

Portanto, a solu¢do no dominio do tempo é:

t
u(t) = u(0)e"” — L/ u(s)u(s — 7)) ds.
K Jo
Essa é uma solu¢do branda, agora iremos deifinir o que € uma solugdo branda.

Definicao 4.2.1. A solucdo branda para o problema

fz_b; — ru(t) (1 _ ”<t; T)) (4.2)

¢ uma funcdo u € C(I;R) tal que satisfaz
_ n_ I ! _ r(t—s)
u(t) =u(0)e X u(s)u(s—r1)e ds.
0

A ideia de solucdo branda relaxa a exigéncia de derivadas cldssicas ou mesmo de diferenci-

abilidade no sentido forte.

Para garantir a existéncia e unicidade da solu¢do, utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de
Banach. Definimos o operador 7' no espago Cy([0,7],R), onde ¢ é uma fungdo continua no

intervalo [—7,0] que representa a condicdo inicial:

u(x) = @(x), paraxe[-7,0],
O operador T € dado por:

T (u)(t) = u(0)e” — % /0 t u(s)u(s—1)e" =) ds.
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Primeiramente mostremos que 7' (1) € Cy([0, 7], R), para isso basta mostrarmo que || 7 (u)(t +
h) — T (u)(t)|| — 0 quando & — 0.

T(u)(t + ) — T () (t) = u(0) (" — &) + / (sl — 7)) g — /0 "u(s)uls — 7)e"ds
e h) +/ Su(s — t)e"t+h= S)dv+/ o Yu(s — T)e =9 gg
- /Otu(s)u(sf‘c)e r1=5) ds
e h) +/ u(s)u(s (e UFh=9) _ grli=9) ds+/ u(s)u(s rt+h=s) g

=L+bL+1h

Notemos que quando 7 — 0 , I} — 0, e Iz — 0 pois o integrando € continuo e portanto a sua

integral existe.

Ja I, segue diretamente do Teorema da convergéncia dominada que /» — 0 quando 2 — O.

Assim,

1T (u)(t +h) =T () (t)|| =0

e portando 7 (u) é continua.

Observacio 4.2.1. A condicdo u(x) = ¢(x) para x € [—7,0] é uma restrigdo estrutural da fun¢do
u. Isso significa que u deve coincidir com ¢ no intervalo [—7,0], garantindo a continuidade da

solu¢do no espaco considerado. Além disso, note que, como

se€l0,71] = (s—1)€[-1,00 = u(s—7)=0(s—1)

Definimos a bola Bg como:

Bg = {u € Cp([0,7],R) | sup |u(r)] <R}.

1€[0,7]
De modo que:
0 rt

k= |u<p<|| e *3)

1 -7 (e —1)

sujeito a condicao:
K

< . 4.4
loll < —— @)

Comecemos verificando que 7' mapeia Br em si mesmo. Para u € Bg, temos:

7@ < u0)le” + % [ luts) s = Dle* ) s

Como |u(s)| <Re |u(s—1)| = |@p(s—7)| <] @||, temos:
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t
T(0)(0)] < [u(0)]e” + LRl o]l [ ¢ ds.

Resolvendo a integral:

t
/ =) ds = l(e” —1).
0

r

Portanto:

70| < u(O)e” + ZR] |- (" ~1).

Simplificando:

70| < (e + W 1,

Notemos que pela escolha de R temos que 7 (u) € Bg, pois:

R||<P||<
K

Isso implica que : |7 (u)(¢)| < R paratodo u € Bg, o que assegura que 7' mapeia Bg em si mesmo

lu(0)le"” + e"—1)<R.

com a norma
IT]] = sup [T (u)]

[lul[<R
Verificacao da Contracao

Para mostrar que o operador 7 € uma contracdo, precisamos demonstrar que existe uma

constante 0 < L < 1 tal que, para quaisquer u,v € Bg, vale a desigualdade:

1T (u) =T W)} < Liju—v],

onde || - || € a norma do espago Cy([0, 7|,R), definida como:
lull = sup |u(r)].
1€0,7]
Mostraremos que 7 € contragcdo

O operador T € dado por:
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T (u)(t) = u(0)e” — % Ot u(s)u(s — )’ ds
Portanto, para u,v € Bg, temos:
T(u)(t) —T(v)(t) = _1% 0’ (u(s)u(s —7) —v(s)v(s— 7)) ' ds

Agora, estimamos o termo |u(s)u(s — ) — v(s)v(s — 7)|. Usamos a identidade:

u(S)u(s—1)—v(s)v(s— 1) = u(s)(u(s —7) —v(s — 7)) +v(s — ) (u(s) — v(s)).

Portanto:

ju(s)u(s — ) =v(s)v(s = D) < [u(s)] - [uls = 7) =v(s = T)[+ [v(s = T)[ - [u(s) — v(s)]-

Como u,v € Bg, temos |u(s)| < R e [v(s)| < R. Além disso,
v(s—1)| = |@o(s—7)| < ||@||. Substituindo:

u(s —7)| =lo(s—1)[ <ol e

u(s)u(s =) =v(s)v(s = 7)| < R-[u(s = 7) =v(s = )|+ [[ @] - |u(s) — v(s)].

Substituindo a desigualdade acima em |7 (u)(¢) — T(v)(¢)], obtemos:

T@O-TO)OI < 1 [ R luls— ) =v(s= )|+ o] als) —v(s) e s

Separamos a integral em duas partes:

7O -TO)NO] < 2R [ uts— 1) =vls— D)l ds-+ L] [ fuls) —v(s)et s

Observamos que:

como s — T € [—7,0], e u e v coincidem com ¢ nesse intervalo e |u(s —7) —v(s —7)| =0,

pois definimos que u e v coincidem com ¢

Portanto:
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@O -T0)0] < glollla—vl [ s

A integral [je" (1=5) ds é calculada como:

Substituindo nas desigualdades:

7))~ T0)0)] < gl lu—v]|- (" ~1) < ol u—v] - +(™ 1)

Fatorando:

ol (e —1)

T (u) (@) =T()(0)] < e

[l =

Como L < 1. Aplicando a norma do supremo no lado esquerdo:

[ell(e”™ —1)

1T (u)(1) =T < z

e =]

Portanto 7' é uma contracao.

Dai, o teorema do ponto fixo de Banach garante a existe um dnico ponto fixo u, onde T (u) =
u da solugdo € dado por:
r t
——= | u
K Jo

Que € a nossa solucdo Branda da equacgdo logistica com retardo.

u(t) =T (u) =u(0)e"” (s)u(s —1)e" ") ds.

Essa solu¢cdo modela o impacto do retardo temporal 7 na dindmica da populacdo, garantindo

existéncia e unicidade sob as condi¢des estabelecidas.

4.3 Conclusio

A equacdo logistica com retardo € uma extensdo da equacdo logistica cléssica, utilizada para
modelar o crescimento populacional, considerando um atraso temporal no processo de reprodu-
cdo. Neste trabalho, apresentamos uma solucdo branda para essa equacao, utilizando o método

da transformada de Laplace para sua resolu¢do no espaco das fungdes continuas.

Restringimos nossa andlise a uma bola de centro a e raio R dentro desse espagco. Além disso,
utilizamos o Teorema do Ponto Fixo de Banach para demonstrar que a solucao obtida existe e é

Unica dentro dessa restri¢ao.
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Para alcancar essa solucao, foram necessarias algumas preliminares. Inicialmente, defini-
mos e exemplificamos o conceito de equagdo diferencial. Em seguida, exploramos aspectos
da andlise funcional, essenciais para a demonstracao do Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Nesse contexto, abordamos tépicos como sequéncias, nogdes topoldgicas, espacos normados e
espacos de Banach, citando como exemplo o espaco das fungdes continuas, que é um espaco

completo.

Ap0s essa fundamentacdo tedrica, discutimos as equagdes diferenciais com retardo, prepa-
rando o terreno para a apresentacdo do modelo logistico. Finalmente, introduzimos a equagao

logistica com retardo e sua solucdo local.

No entanto, a obten¢do de solugdes em outros espacos funcionais exige um aprofundamento

tedrico e informagdes adicionais, o que constitui um objeto de estudo para trabalhos futuros.
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