UNIVERSIDADE FEDERAL RURAL DE PERNAMBUCO
LICENCIATURA PLENA EM MATEMATICA

Mateus Gomes da Silva

Séries de Fourier e Equacoes Diferenciais Parciais: A
Equacao do Calor e a Equacao de Laplace

Recife - PE
Fevereiro de 2025



Séries de Fourier e Equacoes Diferenciais Parciais: A
Equacao do Calor e a Equacao de Laplace

Trabalho de conclusao de curso submetido
a Coordenacao do Curso de licenciatura em
Matematica da Universidade Federal Rural
de Pernambuco, como parte dos requisitos
para a obtencao do grau de licenciado em ma-
tematica.

Orientadora: Prof®. Dr®. Yane Lisley
Ramos Araijo

Recife - PE
Fevereiro de 2025



Dados Internacionais de Catalogacao na Publicagao

Sistema Integrado de Bibliotecas da UFRPE
Bibliotecario(a): Suely Manzi — CRB-4 809

S586s

Silva, Mateus Gomes da.

Séries de Fourier e equacgbes diferenciais
parciais: a equacao do calor e a equagao de Laplace
/ Mateus Gomes da Silva. - Recife, 2025.

152 f,; il.

Orientador(a): Yane Lisley Ramos Araujo.

Trabalho de Conclusao de Curso (Graduagao) —
Universidade Federal Rural de Pernambuco,
Licenciatura em Matematica, Recife, BR-PE, 2025.

Inclui referéncias.

1. Séries de Fourier. 2. Equacodes diferenciais
parciais. 3. Equacao de calor. 4.
Equacoes diferenciais elipticas 5. Andlise
matematica. I. Aratjo, Yane Lisley Ramos, orient. II.
Titulo

CDD 510




Mateus Gomes da Silva

Séries de Fourier e Equacgoes Diferenciais Parciais: A
Equacao do Calor e a Equacao de Laplace

Trabalho de conclusao de curso submetido
a Coordenagao do Curso de licenciatura em
Matematica da Universidade Federal Rural
de Pernambuco, como parte dos requisitos
para a obtenc¢ao do grau de licenciado em ma-
tematica.

Aprovado em: 14/02/2025.

BANCA EXAMINADORA

Prof?. Dr?. Yane Lisley Ramos Aratjo
Universidade Federal Rural de Pernambuco - UFRPE

Prof. Dr. Gilson Mamede de Carvalho
Universidade Federal Rural de Pernambuco - UFRPE

Prof. Dr. José Carlos de Albuquerque Melo Junior
Universidade Federal de Pernambuco - UFPE

Recife - PE
Fevereiro de 2025



Dedico este trabalho aos meus pais que tanto
fizeram e fazem por mim.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a minha familia. Em especial, aos meus pais, Nilson
Gomes e Maria Edvania, por todo o apoio e incentivo ao longo de todos esses anos, sem
eles com certeza seria mais dificil. As minhas irmas, Vanessa Maria e Valessa Maria e ao
meu irmao Lucas Gomes por nao me atrapalharem nos momentos estressantes de estudo.
Aos meus avéds, Severino e Josefa e ao meu tio Josimar por sempre acreditarem em mim.

A Bruna Neipp, meu amor, sou grato pelo apoio ao longo de todo esse tempo.
Agradeco por nao me deixar desistir nos momentos mais dificeis, por me ajudar e me in-
centivar nos estudos, por acreditar mais em mim do que eu mesmo. Eu sou extremamente
grato por tanto amor e por ser capaz de compartilhar esse momento com voce.

A minha orientadora, Prof. Dr?. Yane Aratjo, por toda paciéncia, dedicacao,
incentivo e conselhos ao longo dos trabalhos e por sempre fazer com que eu prestasse
mais atencao a pequenos detalhes nas demonstracées. Agradeco também por todos os
ensinamentos matematicos durante as disciplinas da graduacao.

A todos os professores do departamento de matematica da Universidade Federal
Rural de Pernambuco (UFRPE) que contribuiram de alguma forma ao longo da minha
formacao. Em especial, ao Prof. Dr. Gilson Mamede que me introduziu no caminho da
iniciagao cientifica, ao Prof. Dr. Thiago Dias pelos ensinamentos académicos e conselhos,
aos Prof. Dr. Jorge Hinojosa e Prof. Dr. Rodrigo Clemente pelas orientacoes da monito-
ria. Além disso, agradeco ao Prof. Dr. Ross Nascimento por me mostrar como lidar com
os desafios do ensinar matematica.

Aos meus colegas e amigos do curso que contribuiram na minha jornada académica.
Em especial, Natanael Oliveira e Alexandre Santana pelo apoio e parceria no inicio do
curso e a Valdénis Martins, por tirar minhas dividas nessa reta final do curso, até porque
entrar é facil, dificil é sair.

Aos Prof. Dr. Gilson Mamede e Prof. Dr. José Carlos, por apesar do trabalho ser



extenso e o prazo curto, aceitaram o convite para compor a banca examinadora.
Por fim, agradego a Fundacao de Amparo a Ciéncia e Tecnologia no Estado de
Pernambuco (FACEPE) pelo apoio financeiro durante os estudos de iniciagao cientifica

que resultaram nesse trabalho de conclusao do curso.



Resumo

Neste trabalho nosso objetivo principal é estudarmos a existéncia e a unicidade de solu-
¢ao para problemas envolvendo a equacao do calor e a equacao de Laplace. Para isso,
inicialmente, exibimos alguns conceitos preliminares relacionados a propriedades especiais
das fungoes, sequeéncias e séries de fungoes, a classe das fungoes que utilizamos ao longo
do trabalho e alguns resultados de cédlculo avancado. Em seguida, apresentamos conceitos
basicos relacionados a teoria das equagoes diferenciais parciais. Posteriormente, aborda-
mos um estudo detalhado das séries de Fourier, fundamentais na obtencao de solucao dos
problemas citados. Por fim, asseguramos sob certas condicoes a existéncia de solucao para
os problemas em estudo e, fazendo uso do principio do maximo, garantimos a unicidade
desta solugao.

Palavras-Chave: Séries de Fourier; Equagoes diferenciais parciais; Equacao do calor;
Equagao de Laplace.



Abstract

In this work, our main objective is to study the existence and uniqueness of solutions for
problems involving the heat equation and Laplace’s equation. To this end, we begin by
presenting some preliminary concepts related to special properties of functions, sequences
and series of functions, the class of functions used throughout the work and some results
from advanced calculus. Next, we introduce basic concepts related to the theory of partial
differential equations. Subsequently, we provide a detailed study of Fourier series, which
are fundamental for obtaining solutions to the aforementioned problems. Finally, under
certain conditions, we ensure the existence of solutions for the problems under study and,
by applying the maximum principle, we guarantee the uniqueness of these solutions.

KeyWords: Fourier series; Partial differential equations; Heat equation; Laplace’s equa-
tion.



Notacoes

e f(z") denota o limite de f(t) quando ¢ tende a = pela direita,;

e f(z7) denota o limite de f(t) quando ¢ tende a = pela esquerda;

e Cpe;(2L) denota o conjunto das fungoes reais continuas e periddicas de periodo 2L;
e SC([a,b]) denota o conjunto das fungoes reais seccionalmente continuas em |a, b];

e SC,.(2L) denota o conjunto das fungdes reais seccionalmente continuas e periédicas
de periodo 2L;

ou

denota a derivada parcial de v em relagao a variavel x;;
Ly

2
U . ~ -/
e —— denota a derivada de segunda ordem em relacao a mesma variavel z;;

0x?

0%u
89@-8:@-

derivarmos primeiro em relagao a x; e depois a z;;

denota a derivada de segunda ordem em relacao a variaveis diferentes, ao

e B(xzg,r) denota a bola aberta de centro z e raio r;

e A denota o conjunto de todos os pontos aderentes a A;
e 0A denota todos os pontos de fronteira de A;

e Au denota o Laplaciano de u;

e C*(Q) denota o conjunto das funcdes u :  — R, k vezes continuamente diferencia-

veis;

o ! denota o conjunto das funcoes integraveis e absolutamente integraveis a Rie-

mann;

e #? denota o conjunto das funcoes quadrado integrdveis a Riemann.
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Introducao

A origem das equagdes diferenciais parciais (EDPs) estd intimamente ligada ao
desenvolvimento do célculo diferencial e integral no século XVII, este por sua vez, foi
motivado por sua aplicacdo a mecanica das particulas. O fato do calculo diferencial
possibilitar a representacao de fenomenos reais por meio de equagoes diferenciais, serviu
de grande motivacao para os estudiosos do século XVIII a buscarem modelos de problemas
fisicos que possam ser expressados por meio destas equagoes.

Consequentemente, com as equacoes resultantes, surgiram as equacoes diferenciais
parciais, essencialmente caracterizadas pela presenca de derivadas parciais em relacao a
varias varidveis de uma fungao. Tais equagoes se tornaram ferramentas poderosas, pois
permitiram a modelagem de diversos fendmenos da natureza.

Entretanto, as dificuldades matematicas apresentadas na resolucao das EDPs pro-
porcionou o desenvolvimento de diferentes métodos de obtencao de solugcao. Em parti-
cular, destacamos o método de Fourier, o qual se fundamenta na chamada Anélise de
Fourier, cuja questao central desta teoria é expressar fung¢oes como uma série de senos
e/ou cossenos.

Desse modo, o presente trabalho tem como objetivo compreender a teoria de séries
de Fourier bem como a sua aplicabilidade na teoria das EDPs, a fim de garantir a existéncia
e unicidade de solugao para dois problemas que envolvem equacoes diferenciais parciais,
a saber: a equacao do calor e a equacao de Laplace. Para isto, no primeiro capitulo
apresentamos nogoes basicas e resultados auxiliares envolvendo as propriedades especiais
das fungoes, as sequéncias e séries de fungoes, a classe das fungoes que utilizamos ao longo
do trabalho e alguns teoremas do calculo avancado que serao necessarios nos capitulos
seguintes.

No segundo capitulo temos como foco introduzir a teoria das EDPs, abordando

seus conceitos inciais, as principais classificacoes e as condigoes de contorno e condigoes
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iniciais de um problema. Em seguida, no terceiro capitulo apresentamos a teoria das séries
de Fourier com enfoque nas condigoes para expressar uma fun¢ao como uma série de senos
e/ou cossenos e sob quais condi¢oes podemos garantir a convergéncia dessas séries.

Posteriormente, no quarto capitulo, estamos interessados em estudar com detalhes
a propagacao de calor em uma barra, cuja dinamica pode ser modelada por uma EDP
conhecida, denominada como equagao do calor. Partimos da dedugao dessa equagao e em
seguida determinamos, para certos problemas, a existéncia de solucao a partir do método
de separacao de variaveis e das séries de Fourier e, por meio do principio do maximo,
garantimos a unicidade desta solucao.

Por fim, no quinto capitulo, temos como objetivo estudar problemas que envolvem
a equacao de Laplace. Desse modo, iniciamos com uma motivagao para o estudo dessa
equacao e, em seguida, utilizando o método de separacao de variaveis e as séries de
Fourier mostramos a existéncia da solugao para o problema de Dirichlet em um retangulo
e o problema de Dirichlet em um disco unitario, e empregando o principio do maximo

para fungoes harmonicas garantimos a unicidade desta solucao.
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Capitulo 1

Conceitos e Resultados Auxiliares

Nosso trabalho esta relacionado com o estudo de existéncia e unicidade de solucao
para problemas que envolvem equagoes diferenciais parciais, em particular, a equacao do
calor e a equacao de Laplace. Para isso precisamos desenvolver os principais conceitos e
resultados auxiliares necessarios para a compreensao dos capitulos subsequentes. Desta
forma, dividimos este capitulo em quatro partes: inicialmente apresentaremos proprieda-
des das funcoes, especialmente a periodicidade, a paridade, a continuidade por partes e
as extensoes de fungoes. Em seguida, abordaremos as sequéncias e séries de fung¢oes, com
énfase na convergencia uniforme das séries, logo apds veremos a classe das fungoes que
utilizaremos ao longo do trabalho e, por fim, exibiremos resultados importantes do calculo

avancado.

1.1 Propriedades Especiais das Funcoes

1.1.1 Funcoes Periodicas

Ao trabalharmos com as séries de Fourier de uma determinada funcao, estamos
trabalhando com uma soma infinita de funcoes periédicas, ou seja, fungoes cujo compor-
tamento se repete em intervalos regulares. Portanto, o objetivo desta se¢ao consiste em
apresentar a definicao, exemplos e algumas das propriedades das funcoes periddicas. As

demonstragoes dos resultados dessa se¢ao podem ser encontradas em [2].

Definigao 1.1. Uma fungao f : R — R é dita periédica de periodo T" se f(x +T) = f(x)

para todo z € R.
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Exemplo 1.2. Seja f uma fungao. Entao, para todo x no dominio temos f(x+0) = f(z),

ou seja, T'= 0 é periodo de qualquer que seja a fungao f.

Entretanto, nao estamos interessados nos casos em que o periodo é nulo. Desse
modo, sempre que nos referimos ao periodo de uma funcao estamos considerando ele
diferente de zero.

Entao, vejamos exemplos de fungoes bem conhecidas que sao periddicas.
Exemplo 1.3. As fungoes f(x) = sin(z) e g(x) = cos (z) sao periddicas de periodo T' = 27.

Proposicao 1.4. Se f ¢ uma funcao periodica de periodo T, entao —T também € um

periodo de f.

Proposicao 1.5. Se T' é um periodo para a funcao f, entdao 2T também é um periodo.
Em geral, se T ¢ um periodo para a funcao f, entao kT também € um periodo, para todo

kelZ.

Desse modo, uma funcao peridédica possui diversos periodos, dentre eles destacamos

o menor periodo positivo e definimos da seguinte forma.
Definicao 1.6. O menor periodo positivo é chamado de periodo fundamental.

Observagao 1.7. Deste ponto em diante, utilizaremos apenas a expressao periodo para
indicar o periodo fundamental, ou seja, quando falamos que T' = 27 é o periodo da funcao

sin (x) estamos nos referindo ao periodo fundamental.

Exemplo 1.8. O perfodo T da funcio f(z) = sin (%) e da funcao g(z) = cos (n_zx) é

2L
T==
n

O resultado a seguir é fundamental ao longo do trabalho, pois facilita o calculo de

integrais cujo integrando é uma funcao periddica.

Proposicao 1.9. Seja f : R — R uma fungdo periodica com periodo T'. Suponha que f é

integravel em qualquer intervalo finito. Entao, qualquer que seja a € R,

/a ey = /O " by,
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1.1.2 Funcoes Pares e fmpares

A paridade de uma funcao é um conceito que esta relacionado a simetria das funcoes
e é fundamental no estudo das séries de Fourier de uma determinada funcao, pois permite
a simplificacao da mesma. Dito isto, esta secao tem o intuito de definir as func¢oes pares
e impares, apresentar exemplos e algumas de suas propriedades. As demonstracoes dos

resultados dessa secao podem ser encontradas em [2].

Definigao 1.10. Uma funcao f : R — R é par se f(x) = f(—=x), para todo = € R. Ou seja,

o grafico da fungao f é simétrico com relacao ao eixo das ordenadas.

Exemplo 1.11. A fungao f(z) = cos (x) é uma funcao par e, em geral, f(z) = cos (?)

¢ uma funcao par.
Defini¢ao 1.12. Uma funcao f : R — R é impar se f(z) = —f(—=z), para todo z € R. Ou
seja, o grafico da funcao f é simétrico com relagao ao eixo das abscissas.

Exemplo 1.13. A funcao f(z) = sin (x) é uma fungao impar e, em geral, f(x) = sin (?)

¢ uma funcao impar.
Ao longo do trabalho estaremos realizando operacoes mateméaticas com funcoes
pares e impares. Desse modo, se faz necessério entender como elas se relacionam e isto é

0 que a proxima proposicao nos diz.

Proposicao 1.14. Sejam f,g : X C R — R funcoes pares e h,p : X C R — R fungoes
impares. Entao, temos as sequintes propriedades:

(i) f+ g € uma fungdo par e h + p € uma fungao impar. Isto €, a soma de duas fungoes
pares € uma funcdo par enquanto a soma de duas funcoes impares € uma funcdao impar;
(i1) fg e hp sao fungoes pares. Em outras palavras, o produto de duas fungéoes pares e o
produto de duas funcoes impares é uma funcao par;

(11i) fh € uma fungdo impar, ou seja, o produto de uma fungdo par por uma fun¢do impar

€ uma funcao impar.

Além disso, a paridade de uma fungao também estd atrelada aos calculos envol-

vendo derivadas e integrais, como podemos ver nos resultados seguintes.

Proposigao 1.15. A derivada de uma fung¢dao impar é uma funcdao par. Enquanto a derivada

de uma funcao par € uma fungao impar.
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Proposicao 1.16. Seja f : R — R uma funcao integrdvel em qualquer intervalo limitado.
Entao,

(i) Se f € uma func¢do par, entio obtemos

/if@mm::gALﬂxmm

(i1) Se f é uma fungao impar, entdo temos

/if@ﬂxz&

1.1.3 Funcoes Seccionalmente Continuas e Fungoes Seccionalmente Di-

ferenciaveis

Em geral, temos familiaridade com o estudo das func¢oes continuas. Entretanto,
neste trabalho estamos interessados em uma nog¢ao mais fraca de continuidade para fun-

¢oes. Para isto, é essencial entender os tipos de descontinuidade de uma fungao, a saber:

Definicao 1.17. Uma fungao f : R — R possui uma descontinuidade de primeira espécie

no ponto z € R se os limites laterais existem e sao distintos.

Definicao 1.18. Uma funcao f : R — R possui uma descontinuidade de segunda espécie

no ponto z € R se pelo menos um dos limites laterais é +oc.

Dessa forma, podemos definir um sentido mais fraco de continuidade, em particular,

a continuidade por partes.

Defini¢ao 1.19. Uma funcao f : R — R sera seccionalmente continua e denotaremos por
f € SC(R) se ela tiver apenas um numero finito de descontinuidades de primeira espécie
em qualquer intervalo limitado. Em outras palavras, dados a < b, existem a < a; < ... <
a, < b, tais que f é continua em cada intervalo aberto (a;,a;41), j = 1,...,n —1, e

existem os limites f(at) e f(a™).
Exemplo 1.20. Toda funcao continua é seccionalmente continua.

Definicao 1.21. Uma funcao f : R — R serd seccionalmente diferenciavel se ela for secci-

onalmente continua e se a funcao derivada f’ for também seccionalmente continua.
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Observagao 1.22. E importante ressaltar que f’ nao estd definida nos pontos de descon-

tinuidade de f. E mais, f’ pode nao existir, mesmo em pontos em que f é continua.

Vejamos alguns exemplos para mostrar a existéncia de fungoes que nao sao seccio-
nalmente continuas, func¢oes que sao seccionalmente continuas, mas nao sao seccionalmente

diferenciaveis e fungoes que sao seccionalmente diferenciaveis.

1

Exemplo 1.23. A funcdo f(z) = — nao é seccionalmente continua. Apesar de ter um
x

unico ponto de descontinuidade em x = 0, tal descontinuidade é de segunda espécie, pois

lim — = 0.
z—0t X

Exemplo 1.24. A funcao definida por:

V1—22se|z| <1

e periddica de periodo 2,

fx) =

é seccionalmente continua, mas nao é seccionalmente diferencidavel. De fato, f é uma

funcao continua e, portanto, é seccionalmente continua. Entretanto, a sua derivada

—X

O

e periddica de periodo 2,

,se x| <1

. .. , . . . —X ~
possui descontinuidades de segunda espécie. Pois, lim ——— = —oo. Logo, f’ nao é

z—1= v/1 — 12

seccionalmente continua, ou seja, f nao é seccionalmente diferenciavel.

Exemplo 1.25. A funcgao definida por:

l,se0< <
flx) = 0,se - m<x<0

e periddica de periodo 2,

é seccionalmente diferencidvel. Uma vez que no intervalo [—7, 7) a fungao é descontinua

apenas em x = 0, cujo os limites laterais sao lim 0 = 0 e lim 1 = 1, ou seja, temos
z—0~ z—07F

uma descontinuidade de primeira espécie que se repete periodicamente, portanto, a fun-

¢ao é seccionalmente continua. Além disso, sua derivada f’ é uma funcao constante e

consequentemente é uma funcao continua, logo f’ é seccionalmente diferencidvel.
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1.1.4 Extensao de Funcoes Reais

Em diversos momentos ao longo do trabalho precisaremos estender funcoes defini-
das em intervalos limitados para toda a reta. Desse modo, esta secao tem como objetivo
apresentar os resultados que utilizaremos na realizagao dessas extensoes. As demonstra-

¢oes dos resultados dessa se¢ao podem ser encontradas em [3].

Proposicao 1.26. Seja f € C([0,L]) e suponha que f(0) = 0 = f(L). Entao, a funcdo
F : R — R definida por
x—2kL) se2kL<x<(2k+1)L, ke Z,
Fla) — f ) < < ) (1.1)
—f(—x+2kL) se(2k—1)L <z <2kL, ke€Z,
¢ a extensao impar e periodica de periodo 2L de f e esta em C(R). Além disso, f €

C([0,L]), F € CYR) e F' € a extensao par e periddica de periodo 2L de f' € C([0, L]).

Proposigao 1.27. Seja ' € C([0, L]). Entdo, a fungao F' definida por

(v —2kL) se2kL <z < (2k+1)L, k € Z,
() = f( ) <a<( ) (1.2)
f'(—x+2kL) se(2k—1)L <x<2kL, keZ,

¢ a extensao par e periodica de periodo 2L da funcdo [’ e é continua na reta toda. Além
disso, se f' € CY([0, L]), entio F" € C*(R) se, e somente se, f”(0) =0 = f"(L). Nesse

caso, F" é a extensdo impar e periddica de periodo 2L da funcao f" € C([0, L]).

1.2 Sequéncias e Séries de Funcoes

Em muitos problemas da matematica e de suas aplicacoes buscamos funcoes que
satisfazem certas condi¢oes dadas, como por exemplo, nos problemas que envolvem equa-
¢oes diferenciais. Nestes casos, constantemente obtemos uma sequéncia de funcoes que
aproximadamente satisfaz as condicoes, e entao é de se esperar que seu limite seja a solu-
¢ao para o problema. Estamos interessados no estudo da convergéncia das sequéncias de
funcoes, uma vez que o estudo de convergéncia das séries estd relacionado com a sequéncia
de suas reduzidas ou somas parciais.

As séries de Fourier sao um caso particular de séries de funcoes e especialmente es-

tamos interessados no estudo de sua convergéncia. Entretanto, diferentemente das sequén-
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cias e séries de niimeros reais, para as fungoes temos mais de uma nocao de limite. Sendo
assim, o objetivo desta secao consiste em apresentar os conceitos de convergéncia pon-
tual e convergéncia uniforme. As demonstracées dos resultados dessa secao podem ser

encontradas em [7].

Definicao 1.28. Seja X um conjunto de nimeros reais. Dizemos que f, : X — R é uma
sequéncia de funcoes quando associa a cada nimero n € N uma funcao f,, definida em

X e tomando valores reais.

Definicao 1.29. Uma sequéncia de fungoes f,, : X — R converge pontualmente para a
funcao f : X — R quando dado £ > 0, podemos obter para cada x € X, um inteiro
ng = no(e, z), o qual depende de € e x, tal que n > ng implica em |f,(z) — f(x)| < e.
Em outras palavras, para cada € X, a sequéncia de nimeros (fi(x), ..., fo(x), ...)
converge para o numero f(z). Isto é, para todo € X fixado, temos 7111_)1{.10 fulz) = f(z) e
nesse caso dizemos que f, converge pontualmente para f em X, ou f, — f pontualmente,

em X.

Definicao 1.30. Dizemos que a sequéncia f, : X — R converge uniformemente para uma
funcao f : X — R quando, para todo € > 0, existe ng € N com ng = ng(e) tal que n > ny
implique em |f,(x) — f(z)] < €, seja qual for z € X. Ou seja, quando for possivel obter

para todo € > 0 um ng que independa de x, dizemos que f, — f uniformemente em X.

Observagao 1.31. Se for possivel exibir um ¢ > 0 tal que para todo ny € N podemos
encontrar um n > ng e x € X tais que |f,(x) — f(z)| > € diremos que f,, ndo converge

uniformemente para f em X.

Observagao 1.32. Se f,, — f uniformemente em X, entao f, — f pontualmente em X.

Entretanto, a reciproca ¢ falsa.
Para entender melhor, vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.33. Seja a sequéncia de fungoes f,, : [0,27] — R, definida por f,(z) = cos (nx).
Dai, note que tomando x = m obtemos f,(7) = cos (n7) = (—1)" que é uma sequéncia de
numeros reais divergente. Portanto, a sequéncia de fungoes f,, nao converge pontualmente

para alguma funcao.

n

Exemplo 1.34. Sejam a sequéncia de fungoes f, : [0,1] — R, definida por f,(z) = 2",
com n € N e a funcao f : [0,1] — R definida por f(z) =0se 0 <z < 1le f(1) = 1.
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Entao, para x = 1, temos lim 1" = 1. Por outro lado, para cada z € [0,1) temos
n—oo

lim 2" = lim 0" = 0, ou seja, f, — f pontualmente em [0, 1].
n—oo n—oo

Além disso, fixado ¢ = 1

3, afirmamos que seja qual for o ng € N, existem pontos

z € [0,1) tais que |f,,(z) — f(x)] > 3, ou seja, 2™ > 1. De fato, note que lim z™ = 1.
z—1-

1 Portanto, f, nao

Logo, existe 6 > 0 tal que 1 — 4 < x < 1, isso implica que z™ > 3.

converge uniformemente para a funcao f.

Exemplo 1.35. Dado o conjunto X C R. Sejam (a,) uma sequéncia de niimeros reais com
7}1_)1{)10 a, =ae g:X — R uma fungao. Dali, considere a sequéncia de fungoes, f, : X — R
definida por f,(x) = a,g(z) para todo x € X e a funcdo f : X — R definida por
f(z) = ag(x). Entao, para cada x € X, temos nh_g)lo fo(z) = JL%[ang(x)] = ag(x) = f(x),
ou seja, a sequéncia de funcoes f, — f pontualmente, em X.

Em particular, no caso trivial de g = 1, uma vez que nlggj a, = a, obtemos a partir

de um certo ng, que todos os a, sao iguais a a. Ou seja, esta convergéncia é uniforme,

pois todas as funcgoes f, coincidem com f para n > nyg.

Assim como ocorre com as sequéncias de ntimeros reais, em sequéncias de fungoes

também temos as chamadas sequéncias de Cauchy.

Definigao 1.36. Uma sequéncia de fungoes f, : X — R é dita uma sequéncia de Cauchy
quando, dado € > 0 arbitrario, existe ny € N tal que m,n > ny impliquem em |f,,(z) —

fn(2)| < &, qualquer que seja z € X.

Exemplo 1.37. A sequéncia de fungbes f, : [0,1] — R definida por f,(z) = 2£ é uma
n
sequéncia de Cauchy. De fato, para todo € > 0, existem m > n > ng tal que para todo
z € [0, 1] temos
x x x x x r
m(T) = Jn =l —5 = |7 <t —=—-<e
() = Jnl@)] ‘Qm on ‘Qm‘ * ’271‘ o 2m n
Sendo esta convergéncia garantida pelo Exemplo [1.35] Portanto, a sequéncia de fungoes

folz) = % é de Cauchy.

Teorema 1.38 (Critério de Cauchy para Convergéncia Uniforme). Uma sequéncia de fun-
coes f, : X — R € uniformemente convergente se, e somente se, € uma sequéncia de

Cauchy.
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Como consequéncia direta do critério de Cauchy obtemos o teste M. de Weiers-
trass, resultado fundamental na convergencia das séries de fung¢oes ao longo do trabalho.

Entretanto, antes de prosseguir precisamos entender o conceito de séries.

Defini¢ao 1.39. A soma f = »_ f, de uma série é um caso particular de um limite de

sequéncia. Desse modo, admitindo que as f, e a f estao definidas no mesmo conjunto X,

segue que f = lim s,, sendo s, = fi + ... + f, a sequéncia de suas reduzidas, também
n—oo

chamada de soma parcial da série.

Reciprocamente, todo limite ¢ = nll_g)lo ¢, de uma sequéncia de funcoes ¢,, : X — R
também pode ser obtido como soma de uma série. Para isto, basta tomarmos f; = ¢y,
fo = ¢2 — @1, ..., entdo temos fi + ... + f, = ¢, de modo que > f,, = ¢

Portanto, faz sentido dizer que a série ) f,, converge pontualmente ou uniforme-

mente em X. Vejamos agora como definimos estas convergéncias e alguns exemplos.

Defini¢ao 1.40. Sejam u, : X — R e uma série de fungées Y >~ u,(z). Diremos que
a série de fungoes converge pontualmente se, para cada xy € [ fixado, a série numérica
Yoo un(xo) converge. Em outras palavras, dados € > 0 e zy € I, existe um inteiro N

dependendo de ¢ e de xq, tal que para todo m >n > N

< E&.

Z u;(o)

Defini¢ao 1.41. Sejam u, : X — R e uma série de fungoes >~  u,(z). Diremos que a
série de fungoes converge uniformemente se, dado € > 0, existir um inteiro N dependendo

apenas de ¢, tal que para todo m >n > N

< e.

Zuj(:c)

Exemplo 1.42. A série Y o u,(x), sendo ui(z) = x e u,(z) = 2™ — 2!

sen > 1, ¢
uma funcdo definida em [0, 1]. Perceba que a sequéncia das reduzidas de ordem n, dada
por Uy, (x) = x™, converge para 0 se 0 < z < 1 e para 1 se x = 1. Logo, a série converge
pontualmente.

Por outro lado, suponha por contradicao que a série converge uniformemente. En-

1
tao, dados 0 < & < 3¢ N inteiro, tomamos x = (2e)V/N=! em Y1 ui(x) = 2™ — 2N
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e como [z" — 2" = [(2e)™N7! —2¢|. Assim, como a sequéncia de nimeros reais
((Qe)m/N_l) é monétona e limitada e, portanto convergente, obtemos (2¢)™/N~! < ¢

para m suficientemente grande. Logo, para x = (2¢)"/V~! temos
Zu](x) > }(25)’””’1 — 2| =2 - (26)™N71 > 2 —e > e
j=n

O que é um absurdo, ou seja, a série Y~ | u,(x) ndo converge uniformemente.

Exemplo 1.43. A série Y >°  u,(z), onde u,(z) = % definida em [0, 1]. Note que dado
n
x € [0,1], para todo ¢ > 0 podemos determinar um inteiro N independente de = e

dependente apenas de ¢, tal que

> uso)| < Zjl? <e. (1.3)

Portanto, a série >~ | u,(z) converge uniformemente, uma vez que a série do lado direito

¢ uma p-série com p > 1.

Este exemplo nos leva a pensar de que modo podemos comparar séries de funcoes
com as séries de nimeros reais e é justamente este o objetivo do préoximo teorema. Uma
vez que ao longo do trabalho estaremos lidando com série de funcoes, muitas vezes se
faz necessario garantir a sua convergéncia uniforme e, com isso, comparar com séries de

numeros reais se torna essencial.

Teorema 1.44 (Teste M. de Weierstrass). Sejam u, : X — R com X C R e uma série
de fungoes Y > u,(x). Suponha que existam constantes M, > 0 tais que |u,(z)| < M,,
para todo © € I e que a série numérica y -, M, convirja. Entdo, a série de fungoes
Yo un(x) converge uniforme e absolutamente em X .

sin (nx)

1
Exemplo 1.45. A série ) -, 5— converge uniformemente em R, pois — > 0 e para
n n

todo z € R temos

Logo, como > 7, converge, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema [1.44] a série

n2

sin (nx i
Yoy # converge uniforme e absolutamente em R.
n
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Estamos interessados em garantir a convergéncia uniforme de séries, pois elas pos-
suem excelentes propriedades. Dessa forma, enunciaremos a seguir aquelas que serao

fundamentais posteriormente.

. - . : p L oo

Proposigao 1.46. Suponha que as fungoes u, sejam continuas e que a série Y >~ Uy, (T)
.. . ~ s . o0 z Ve

convirja uniformemente. Entdo, a soma da série u(x) = Y > u,(x) € também uma

funcao continua.

Proposigao 1.47. Suponha que as fungoes u,(x) definidas em um intervalo X sejam con-
tinuamente derivdveis e que a série Y- u(x) das deriadas convirja uniformemente.

Suponha ainda que, para um dado xy € X, a série Y u,(x) convirja. Entao,

Proposicao 1.48. Suponha que as fungoes u,, sejam integrdaveis em um intervalo I e que

a série Y - u,(z) convirja uniformemente. Entdo,

/I (g un(a:)> iz — g /] () d

1.3 Classe das Funcoes Consideradas e Suas Propriedades

Posteriormente, para definir os coeficientes de Fourier, e por sua vez determinar
a série de Fourier de uma funcao f, sera necessario considerar algumas hipdteses iniciais
sobre a funcao. Entao, nesta secao, introduziremos a classe das funcoes considerada, ou
seja, as fungoes que utilizaremos ao longo do trabalho e apresentaremos suas propriedades
e os principais resultados relacionados. As demonstracoes dos resultados dessa secao
podem ser encontradas em [2].

A integral que trabalhamos é a integral de Riemman. Entao, consideramos fungoes
f : [a,b] — R definidas em um intervalo limitado [a, 8], e desse modo, temos dois casos a
considerar:
(i) Se a fungao f é limitada, entao serd integravel se o supremo das somas inferiores e o
infimo das somas superiores forem iguais, ou seja, qualquer que seja P particao de [a,b] e
para todo £ > 0 temos S(f, P) — s(f, P) < e.

(ii) Se a fun¢ao f nao é limitada, entdo temos uma integral imprépria e a fungao f serd
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integravel se o intervalo [a,b] puder ser decomposto em um nimero finito de intervalos
L, ..., I,, com I = [ag,bg], tais que para todos 6 > 0 e ¢’ > 0 a fun¢ao f é limitada e

integravel em [ay, + 0, b, — ¢'] e os limites abaixo existem

[

" f(z)dz = lim f(z)dz.

ar 0,6’—0 ap+6

Portanto, a integral imprépria de f é:

n

/abf(x)d:c _ ; /b f(x)dz.

Defini¢ao 1.49. A fungao f serd absolutamente integravel se o valor absoluto de |f| for

integravel.

Entretanto, existem fungoes nao integraveis f tais que |f| é integravel, assim como
existem fungoes f integraveis tais que |f| nao é integrével, como veremos nos exemplos a

seguir.

Exemplo 1.50. Funcoes continuas, e mais geralmente, funcoes seccionalmente continuas
no intervalo [a, b] sdo limitadas e integraveis. Além disso, se f for integrével e limitada,
entao f sera absolutamente integravel. Entretanto, a reciproca nao é verdade, uma vez

que a funcao de Dirichlet definida por:

1,se x € Q,
—1,se z € R\ Q.

fz) =

E limitada, mas nao é integravel em [0, 1|. Para ver isto, suponha por contradigao, que f

b—a
seja integravel. Entao, por f ser limitada estamos no item (i), ou seja, dado € = 7

existe uma particao P = {a = ¢ < ... < x,, = b} do intervalo [a, b] tal que

- b—a

Z(Mz —m;)(x; —xim1) = S(f, P) — s(f, P) < R

Dai, note que dado qualquer intervalo fechado [x;_1,z;], sempre vai existir nimeros ra-

cionais e irracionais em [x;_1, z;], pois Q e R\ Q sao densos em R. Logo, em qualquer
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intervalo fechado o valor maximo e minimo de f sao respectivamente 1 e —1. Portanto,

n b
Z(MZ — ml)(xz — .1'1;1) < 5 ¢
i=1

= b—a

S0 = (~1) i = i) <=5

=1
2;:(1’1 — xi—l) <b ¢
=1 2

b—a
2(b — )
b —a) <"

O que é um absurdo, e portanto, f nao é integravel a Riemman. Por outro lado, a fungao
de Dirichlet é integrével em valor absoluto, pois neste caso |f| = 1, ou seja, é uma fungao

integravel.

Exemplo 1.51. Se f nao for limitada, entao a integrabilidade de f nao garante a sua inte-

grabilidade absoluta. Por exemplo, considere f : (0,1] — R definida por f(z) = (—1)"n,

1

para oo

<z < % Esta fungao ¢ integravel e nao limitada, mas nao é absolutamente

integravel. De fato, pela defini¢cdo de integral imprépria do item (ii) em f obtemos:

1 f(z)dr = Z T f(x)dz :Z : (—1)"ndx
/ / /
n=1" 731 n:l T )
= n:l(_l)nn /+1 dz
N e ke

Logo, a série converge, pois € a série alternada harmonica e consequentemente f é inte-

gravel. Por outro lado, note que a integral imprépria de |f] é:

1 k % k 1
4|ﬂ@Wx:2;/;ﬂﬂ@ux:g;n+r

Ela é divergente, pois é a série harmonica. Logo, f é integravel, mas nao é absolutamente

integravel.
Definigao 1.52. Seja f uma fungao. Dizemos que f é Z!, quando f e |f| sdo integréaveis.

O teorema a seguir é um dos principais resultados para as funcoes £, pois ele



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Auxiliares 28

garante que uma funcao £ pode ser aproximada por uma sequéncia de funcoes continuas
que se anula nos extremos. Este resultado sera utilizado em demonstragoes das segoes

subsequentes.

Teorema 1.53. Seja f : [a,b] — R uma fun¢io £'. Entio, dado € > 0 existe uma

fungao continua ¢ : [a,b] — R, tal que /b|f(:z:) —¢Y(z)|dx < ¢ e P(a) = P(b) = 0.

Em outras palavras, existe uma sequéncia de fungoes continuas v, : |a,b] — R com

Yn(a) = n(b) =0 tal que
b
,}ggo/ |f (@) =t ()|dx = 0.

Exemplo 1.54. Seja f : R — R uma funcao periédica de perfodo 2L e £ ([—L, L]). Entao,
pelo Teorema [1.53| existe uma sequéncia de fungoes continuas v, : R — R e periddicas de

periodo 2L com 1, (—L) = 1, (L) = 0 para todo n tal que

L
lim |f(x) — ¥, (z)|dx = 0.

n—oo J_p

Um outro resultado fundamental envolvendo as funcoes £ é o lema de Riemann-
Lebesgue que nos auxiliara nas demonstracoes de resultados futuros relacionados a con-

vergéencia pontual das séries de Fourier.

Lema 1.55 (Lema de Riemann-Lebesgue). Seja f : [a,b] — R uma fungao £ ([a,b]).

Entao, ,
tli)m / f(z)sin (tz)dz =0, (1.4)
tlim /b f(z)cos (tx)dz = 0. (1.5)

Além das funcoes £!, também estamos interessados em funcoes quadrado integra-

veis, mais precisamente, as funcoes que cumprem a condigao abaixo.

Definig¢ao 1.56. Uma fungao f : [a,b] — R é chamada de quadrado integrdvel se f e | f|*

forem integraveis. Neste caso, dizemos que f é Z2.
Vejamos algumas propriedades para as funcoes 2.

Proposicao 1.57. Se f for limitada e integrdvel a Riemann em [a,b], entdo f serd £? e

/ \f(2)2dz < M2(b— a).
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Proposicao 1.58. Sejam f : [a,b] - R e g : [a,b] — R duas fungoes £L*. A desigualdade

de Cauchy-Schwarz para funcoes £? tem a forma:

o < [ [ el " [ o] " (1.6

Os conjuntos das funcoes ! e .2 nao sdo conjuntos disjuntos, entdo podemos

nos questionar qual a relacao existente entre eles. Em particular, se f for £, entao f é

necessariamente .Z!. De fato, basta tomar g(x) = 1 na desigualdade de Cauchy-Schwarz

(1.6), para funcoes £2, obtemos

1/2

/ablf(a:)\dx < { /ab‘f(x)|2d;y} b a2

Entretanto, a reciproca nao ¢é verdade, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 1.59. Pode acontecer de f ser .Z'. mas nao ser .Z2. Para ver isto, considere a
) )

fungao f(x) = Va1, para 0 < x < 1. Note que,

[ Ve = v =

Dali, perceba que f(x) = |f(z)|, ou seja, f e |f| sdo integrdveis e, portanto f é Z*.
1

Por outro lado, temos |f(z)]*> = |Vz~1|> = 27!, para 0 < z < 1 e como / vt
0
diverge, entao f nao é 2.

Uma outra desigualdade importante envolvendo as funcoes .£? é a desigualdade

de Minkowski, mais precisamente.

Proposicao 1.60. Sejam f : [a,b] = R e g : [a,b] — R duas fungoes L?. A desigualdade

de Minkowski para funcoes £? tem a forma:

[ 1)+ ote |dx] < [[ 11l /2+[/:|g(x>|2d4

De maneira similar ao que ocorre para funcoes .2, podemos garantir a aproxima-

1/2

cao de funcoes .2 por uma sequéncia de funcoes continuas que se anula nos extremos,

malis precisamente.
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Teorema 1.61. Seja f : [a,b] — R uma fungio £*. Entdo, existe uma sequéncia de
fungées continuas ¥y, : [a,b] = R, com ¢, (a) = 1,(b) =0, tal que

lim / 1 () = du(2) Pz = 0.

n—oo

Exemplo 1.62. Seja f : R — R uma funcio periédica de perfodo 2L e £*([—L, L]). Entao,
pelo Teorema [1.61] existe uma sequéncia de fungoes continuas v, : R — R, periddicas de

periodo 2L, com ¢, (—L) = 1,(L) = 0 para todo n tal que

L

lim |f(z) — Yn(z)Pdz = 0.

n—oo J_p

1.4 Topicos de Calculo Avancado

Apesar de supormos que o leitor deve estar familiarizado com as defini¢oes bésicas
da topologia do espaco R™ e das funcgoes de n variaveis, esta se¢ao, dividida em dois
subtdpicos, apresentara inicialmente o resultado de derivacao sobre o sinal da integral
e em seguida alguns resultados fundamentais para um melhor entendimento das futuras

demonstragoes.

1.4.1 Derivagao Sobre Sinal da Integral

Em certo momento, ao longo do trabalho, precisaremos derivar uma funcao definida
a partir de uma integral. Desse modo, o proximo resultado garante sob que condigoes
podemos derivar esse tipo de funcao. E mais, em que condigcoes permitimos a derivacao

sobre o sinal da integral. A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [3].

Teorema 1.63. Seja I C R um intervalo, finito ou infinito. Suponha que F' € C([a,b] x I)

¢ tal que a derivada — existe e € continua em [a,b] X I. Seja

dy
b
fly) = / F(z,y)dz, yel. (1.7)
Entao, f € continuamente diferencidvel em I e

b
f’(y)z/ %—j(z,y)dx, yel. (1.8)
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1.4.2 Teoremas Auxiliares

Nesta secao, apresentamos resultados fundamentais que serao utilizados ao longo do
trabalho. Para isto, introduziremos alguns conceitos de topologia do espaco R™ necesséarios
para entender os teoremas de calculo avancado aqui enunciados. As demonstracoes dos

resultados dessa segao podem ser encontradas em [3] e [§].

Definicao 1.64. Fixado xy € R", o conjunto de todos os pontos a uma distancia r > 0
de xy é chamado de bola aberta de centro xy e raio r, denotado por: B(zg,r) = {x €

R™; |x — x| < r}.

Definigao 1.65. Seja (2 C R™. Dizemos que €2 é um conjunto aberto se, para todo xg € €2

existe uma bola aberta de centro zy que esta inteiramente contida em (2.

Definicao 1.66. Seja F' € R". Dizemos que F' é fechado se seu complementar R” — F' =
{z e R x ¢ F'} é aberto.

Definigao 1.67. Seja A C R”. Definimos o fecho de A como o menor conjunto fechado

que contém A. Denotamos por A, ou seja, A = {a € R™; B(a,e) N A # (), Ve > 0}.

Definigao 1.68. Seja A C R™. Definimos o interior de A como o maior conjunto aberto

contido em A. Denotamos por intA, ou seja, intA = {a € A;3e > 0, B(a,e) C A}.

Defini¢ao 1.69. Definimos a fronteira de A C R™ como sendo o conjunto 0A = {z €

A;x ¢ intA}.

Definigao 1.70. Um conjunto S C R" ¢ dito conexo se S nao puder ser escrito como
uma uniao disjunta de dois subconjuntos nao vazios abertos em S. Em particular, se S é

conexo e A C S é ao mesmo tempo aberto e fechado em S, entdao A = S ou A = 0.

Definigao 1.71. Dizemos que f : U — V é um difeomorfismo quando f é uma bijecao

diferenciavel cuja inversa ¢é diferenciavel.

Com isto, podemos enunciar o primeiro resultado importante da se¢ao. O teorema

que garante sob quais condigoes uma fungao possui uma inversa local diferenciavel.

Teorema 1.72 (Teorema da Aplicacao Inversa). Seja f : U — R™ de classe C* com k > 1
no aberto U C R™. Sea € U € tal que f'(a) : R™ — R™ ¢€ invertivel, entao existe uma

bola aberta B = B(a; ) C U tal que a restrigao f|g € um difeomorfismo sobre um aberto

Ve f(a).



Capitulo 1. Conceitos e Resultados Auxiliares 32

Um outro teorema importante é o teorema da divergéncia, pois ele relaciona o fluxo
de um campo vetorial através do contorno de uma regiao plana com a divergéncia desse

campo no interior da regiao.

Teorema 1.73 (Teorema da Divergéncia). Seja Q C R? um dominio (aberto e conezo)
limitado cuja fronteira O é uma unido finita de curvas suaves e considere F : Q — R?

um campo vetorial de classe C' em ). Entdo,

/V-Fdxdy:/ F - nds
Q o0

onde n € a normal externa unitdaria e V - F € o divergente de F.

Mais adiante estaremos trabalhando com equacoes diferenciais que envolvem o
Laplaciano, entao se faz necessario defini-lo precisamente e, a partir dele, definir as fungoes

harmonicas e estabelecer o Teorema do Valor Médio.

Definicao 1.74. Seja u : R™ — R. Definimos e denotamos o Laplaciano de u como sendo:

Definigao 1.75. Seja 2 C R™ um aberto e u € C?*(Q). Entao, dizemos que u é harmonica

em €2 se Au =0 em ().

Teorema 1.76 (Teorema do Valor Médio). Seja @ C R? um aberto e seja u uma fungao

harménica em Q. Entao, quaisquer que sejam & € Q e R >0 com B(&; R) C Q,

1
21 R Jop(e )

u(§) uds. (1.9)
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais

O estudo das equagoes diferenciais parciais remonta ao surgimento do calculo, de-
senvolvido por Newton e Leibniz no final do século XVII. Inicialmente, foram motivados
pelos problemas fisicos da época, mas com o avanco do célculo, problemas de diferentes
areas comegaram a serem representados por equagoes diferenciais. Desse modo, a teoria
das EDPs se tornou um campo da matematica amplamente explorado, pois tais equagoes
sao responsaveis por modelar diversos fenomenos da natureza. Um dos principais objeti-
vos do nosso trabalho é estudar a existéncia e unicidade de solucao para problemas que
envolvem a equacao do calor e a equagao de Laplace, ambas equacoes diferenciais parciais.

Desse modo, é essencial entendermos primeiramente este conceito.

[©N

Definicao 2.1. Uma equacao diferencial parcial em n variaveis independentes z1, ..., x,
uma equagcao da forma:

ou ou 0%*u 0%u 8ku> 0

Fla,...,2pu,—,....—, —, ..., —, ..., —
Y ) ) ’83’;17 ’83;.”761)%7 7ax7%’ 7ax7]§

Com F dada, z = (z1,...,2,) € Q e Q C R™ aberto. Sendo u = u(z) a funcdo que

queremos determinar.

Em outras palavras, uma EDP é caracterizada pela presenca de derivadas par-
ciais em relacao a varias varidaveis em uma funcao. Assim, nas préximas secoes desse
capitulo, apresentaremos os conceitos basicos envolvendo as EDPs, suas classificacoes e

introduziremos problemas envolvendo as condicoes de contorno e iniciais.
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2.1 Classificacao

Na matematica em geral, muito se busca organizar objetos matematicos que pos-
suam propriedades ou caracteristicas em comum. Desse modo, nesta secao, estamos inte-
ressados em classificar as equacoes diferenciais quanto a ordem, a linearidade, a homoge-

neidade e a semilinearidade, apresentando alguns exemplos.

Definigao 2.2. Definimos a ordem de uma EDP pela derivada parcial de maior ordem da

equacao.

Defini¢ao 2.3. Diremos que uma EDP é linear quando é do primeiro grau em u e em todas

as suas derivadas parciais que ocorrem na equacao. Caso contrario, é dita nao linear.

Em geral, ao considerar uma EDP linear de primeira ou segunda ordem com n

variaveis independentes © = (x1, ..., z,), podemos escrevé-la da seguinte forma:
- 0%u - ou
a;j(x)=——=—+ Y bj(x)=— 4 c(z)u+d(z) = 0. (2.1)
17]2:1 J 8951836] ; J ai[}j

Sendo que denotaremos por k € {1,2} a ordem da equacao, ou seja, se k = 1, entao
a;; = 0 para quaisquer que sejam i,7 € {1,...,n} e existe 1 < j < n tal que b; nao é
identicamente nulo. Por outro lado, se & = 2 entao alguns dos coeficientes a;; nao sao

identicamente nulos.

Definicao 2.4. Dizemos que uma EDP linear é homogénea se o termo que nao contém a

varidvel dependente é identicamente nulo, no caso, em (2.1)), d(z) = 0 para todo z.

Definigao 2.5. Chamamos de parte principal da EDP a parte da equacao que contém
as derivadas de maior ordem. Assim, diremos que uma EDP é semilinear se sua parte

principal for linear.

Vejamos alguns exemplos classicos para um melhor entendimento dos conceitos

apresentados.

Exemplo 2.6. A equacao de Poisson dada por % + gi;; = h(z,y) é uma EDP linear
de segunda ordem nao homogénea se a funcao h nao for identicamente nula. No caso de
h = 0 a equacao é¢ homogénea e chamada de equacao de Laplace. E mais, esta equagao esta
associada a fenomenos fisicos estacionarios, ou seja, aqueles que independem do tempo.

Por exemplo, potenciais eletrostaticos gerados por distribuicoes fixas de cargas.
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0%u

Exemplo 2.7. A equacao do calor 8—1: = 042@,

com u = u(z,t), r € R, t > 0e «
uma constante. Esta equagao é de segunda ordem, homogénea, linear e esta associada a

fenomenos de difusao, como, por exemplo, a transmissao de calor em sélidos.

0? 0?
Exemplo 2.8. A equacao da onda a—tg = 028—;;,

constante. Esta é uma equacao também linear, homogénea e de segunda ordem. E mais,

comu = u(x,t),r € R, t >0ec>0uma

como o préprio nome diz, esta associada a propagacao de ondas, ou seja, esta relacionada

a fenomenos ondulatorios.

2.2 Linearidade e Superposicao

Dentre as propriedades das equacoes diferenciais, uma das principais é o principio
da superposicao, pois ele garante que a combinagao linear de solugoes ainda é uma solugao.
Desse modo, esta secao tem como objetivo introduzir os conceitos necessarios para a
demonstracao desse resultado fundamental nos capitulos subsequentes.

Apesar dos resultados seguintes serem validos para EDPs de qualquer ordem, a
fim de simplificar as ideias, vamos considerar uma EDP de primeira ou de segunda ordem

com n varidveis independentes, ou seja, x = (z1,...,T,).

Definigao 2.9. Seja {2 um subconjunto aberto de R" e suponha que para 1 <i,5 < n as
fungdes a;;, b; e ¢ sdo continuas em © e tomam valores reais. Definimos L : C*(Q) — C(Q)

de modo que

n n
0%u ou
(Lu)(z) = Y ai(@)5m—+ Y bi()5— + c(x)u(z). (2.2)
= 8:(:@(91:] - aZL’j
1,j=1 7=1
Note que o operador L é um exemplo de um operador diferencial parcial. Além
disso, utilizamos a terminologia operador para enfatizar que a funcao L esta definida entre
espacos de funcoes. Isto é, L leva uma funcao u com determinadas propriedades em outra
funcao Lu. E mais, a proxima proposicao garante a linearidade do operador L a partir

da linearidade da equacao.

Proposicao 2.10. Se a equagao (2.1)) € linear, entdo o operador L definido por (2.2)) é um

operador linear.
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Demonstracao. De fato,

(i) L leva a fungao identicamente nula nela mesma. Isto é,

n

(Lu)(0) = )~ ai;(x) aai 80% + Z b; (x)g—; + ¢(x)0 = 0.

ij=1

(ii) Yu,v € C*(Q) e Va € R temos

L(u+ av)(z) = Z aij (x)aézz—g;;w + Z bj(x)M + c(x)(u + av)(x)

= Lu+ alwv.

Portanto, L é um operador linear. O

Definicao 2.11. Seja Lu = f uma EDP nao homogénea. Chamamos Lu = 0 de equagao

homogénea associada a equagao Lu = f.

Primeiramente, pensando em &lgebra linear, como L é uma transformacao linear
definida em um espaco vetorial V = C*(Q) de funcoes, as solucoes u € V da equacio
Lu = 0 formam um subespaco de V. De fato, uma vez que L é um operador linear, para
todo a € R e para quaisquer u,v € V tais que Lu = 0 e Lv = 0 obtemos L(u + av) = 0.
Esse resultado é conhecido como o principio da superposicao na sua forma finita, mais

precisamente:

Proposicao 2.12. Qualquer combinacao linear de solugcoes da equacdo Lu = 0 € também
uma solugao. Isto €, se uy,...,u, Satisfazem a equacdao e se a,...,q,, sao escalares,

entao
m
u = Z ajuj
j=1
€ também solucao de Lu = 0.

Demonstracao. De fato, aplicando inducao em m segue que para m = 1, u = ajuy e

utilizando que L é um operador linear obtemos L(ajui) = a1 L(uy) = 0.
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Agora suponha que vale para m, ou seja, L <Z;”:1 ajuj> = 0 Entao, vamos mostrar que

também vale para m+ 1. Com efeito, utilizando o fato de L ser uma transformacao linear

temos
m—+1 m
L E U =L E QU4 + A1 Um+1
=1 j=1
m
=L E aju; | + 1 L(tmer) = 0.
Jj=1
Portanto, pelo principio da inducao, se uq, ..., u,, satisfazem a equacao e se aq,...,qy,
~ ~ m
so escalares, entdo Lu = 0 sendo u = Y 77| avju;. O

De forma natural, podemos pensar na possibilidade de obtermos combinacoes line-
ares infinitas de solugoes. Desse modo, a proxima proposicao apresenta sob que condigoes
podemos realizar essas combinagoes. Entretanto, enunciaremos e demonstraremos apenas
para o caso em que k € {1,2}, pois serao os casos utilizados ao longo do trabalho, mas o

resultado é vélido para um operador diferencial parcial linear de qualquer ordem.

Proposigao 2.13 (Principio da Superposigao). Seja L um operador diferencial parcial linear
de ordem k € {1,2} cujos coeficientes estao definidos em um aberto Q@ C R™. Suponha que
() € uma sequéncia de funcoes de classe C*(Q) satisfazendo a EDP linear homogénea

Lu = 0. Entao, se (a,,) € uma sequéncia de escalares tal que a série

+oo
u(z) = Z QU
m=1

¢ convergente e k vezes diferencidvel termo a termo em €2, entao Lu = 0.

Demonstra¢ao. Note que, por definicao, Lu é dado por (2.2)). Nesse caso, por hipdtese,

quaisquer que sejam z € 2, 1 <4, 5 < n, a seguinte série é convergente:

u(x) = Z QU ().

E utilizando a derivacao termo a termo para séries absolutamente convergentes, Proposi-
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cao [1.47, segue a convergéncia das séries abaixo:
+00

Ou,,
8:6] mz: " -’

d%u 9%u,,
Ox;0x; Z ma:cl&r;]'

Portanto, para todo x € €2,

n

i,7=1 7j=1
n +oo a u n +o0 a +oo
S SUCD LTINS SINED PRRLINE) SR
i,j=1 m= v =1 m=1 m=1
+o0 n
0%y, Oy,
=D _am | Y ay(o) + D bia) 5+ el@)un(@)
—t i1 8:}018% - 81‘
400
= Z (L) () =0
m=1
O que conclui a demonstragao da proposigao para o caso em que k € {1,2}. O

Destacamos que este resultado é fundamental na obtencao dos candidatos a solucao
dos problemas deste trabalho, pois o método da separacao de variaveis, que utilizaremos

mais tarde, é baseado no principio da superposicao.

2.3 Condicoes de Contorno e Iniciais

Na busca de solugoes para equagoes diferenciais ordinarias (EDO) lineares surgem
uma ou mais constantes arbitrarias que podemos determinar seus valores impondo condi-
¢oes iniciais, e mais, podemos até mesmo obter unicidade em intervalos finitos impondo
condicoes de contorno. Entretanto, para as EDPs, lineares ou nao, mesmo quando é
possivel determinar a solucao geral da equacao, ela envolve funcoes arbitrarias das varia-
veis independentes. Em outra palavras, determinar as solugoes de equagcoes diferenciais
parciais envolve um grau maior de generalidade.

Além disso, como o espago das variaveis independentes é multidimensional, procu-
ramos solucoes definidas em um aberto 2 C R™. Entao, é natural substituir os extremos

do intervalo pela fronteira 0€) da regiao €2. Desse modo, nesta se¢ao estamos interessados
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em estudar as condigcoes de contorno e as condigoes iniciais de uma EDP.

Definigao 2.14 (Condigoes de Contorno ou Condigoes de Fronteira). Definimos como sendo
as condicoes sobre o valor da solugao e de suas derivadas na fronteira da regiao. Dessa
forma, uma EDP com condi¢ao de contorno esta relacionada a um problema de contorno

ou a um problema de valores de contorno.

Observagao 2.15. No estudo das EDPs as condigoes de contorno costumam aparecer na
descricao de fenomenos fisicos que independem do tempo e frequentemente encontramos

condicoes do tipo:

au(z) + BZ—Z(@ = f(x), x €. (2.3)

Sendo « e [ constantes dadas, f é uma fungdao dada em 0f) e a—u ¢ a derivada de u
n

na diregao normal a 0. Além disso, no caso = 0, a condi¢ao (2.3) é conhecida como

Condigao de Dirichlet, enquanto no caso em que o = 0, temos uma Condi¢cao de Neumann.

Uma vez que as EDPs possuem mais de uma variavel independente e com o intuito
de generalizar o conceito de condigoes inciais das EDOS, é natural fixar uma das variaveis
e impor o valor da solucao e de suas derivadas parciais em relacao a variavel fixa como

funcao de outras variaveis.

Definigao 2.16 (Condigoes Iniciais). Definimos como sendo as condigoes impostas sobre o
valor da solucao e de suas derivadas normais ao longo de uma curva ou superficie inicial.
Desta forma, uma EDP com condicoes iniciais estd relacionada a um problema de Cauchy

ou problema de valor inicial.

Em geral, em problemas fisicos que dependem do tempo é melhor separar a variavel
temporal ¢ das varidveis espaciais z,y e z. Pois, muitas das vezes, ocorre dos valores da
solugao e de suas derivadas em relagao ao tempo até a ordem k£ — 1 serem descritos no
instante t = 0 como funcao de x, y e z, ou seja, descrevendo as condicdes iniciais, enquanto
ao mesmo tempo sao impostas condicoes de contorno para todo ¢t > 0, em relagao as
variaveis espaciais.

Estes problemas sdao chamados de problema de valor inicial e de fronteira (PVIF)
ou problema misto. E mais, nestes casos as condigoes de contorno e as condigoes iniciais
nao sao inteiramente independentes, ou seja, é necessario que seja satisfeita uma condigao

de compatibilidade para existir solucao.
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Desde que a condicao de compatibilidade dos problemas sejam satisfeitas, podemos
determinar uma tunica solucao classica para cada problema. Isto é, solugoes que sao duas
vezes continuamente diferencidveis na regiao de interesse.

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 2.17. Seja f € C'(R) uma funcao dada. Entao, considere o seguinte problema:

u(zo,y) = fy), yeR

E um problema de Cauchy que envolve uma EDP linear de primeira ordem, com a curva

inicial no eixo y.

Exemplo 2.18. Seja Q C R? um aberto. Entao

Au=0 em €,

u‘ag = f (2.4)

E um problema de Dirichlet, ou seja, é um problema de contorno. Em particular, estu-

daremos esse problema em algumas regioes especificas.

Exemplo 2.19. O problema para a equacao da onda em um intervalo finito:

2 2
Ta—eTh em (0,L)x (0,+00),

Ox?
uw(0,t) =0=wu(L,t), t>0,

u(z,0) = f(z), =x€]|0,L], (2.5)
ou

E(m,O) =g(z), x€]0,L].

O problema acima descreve uma corda eldstica de comprimento L, presa nas pontas

vibrando em um plano vertical. E um problema misto, com condigao de contorno u(0,t) =

0 = u(L,t) para t > 0. Como a equagao da onda é de segunda ordem em relacao a
ou

t, precisamos de duas condigdes iniciais: wu(z,0) = f(x) e —(z,0) = g(z) para = €

ot

[0, L]. Além disso, tomando ¢ = 0 na condi¢ao de contorno temos a seguinte condigao de

compatibilidade f(0) =0 = f(L).
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Exemplo 2.20. O problema da equacao do calor na barra finita:

3u 282u
E =« @ em (O,L) X (0, +OO>7
u(0,t) =0=wu(L,t), t>0,

u(z,0) = f(z), = €]0,L]

Este problema descreve uma barra de seccao reta uniforme e comprimento L. Neste caso,
precisamos supor que nao ha trocas de calor entre a superficie lateral da barra e o exterior.
E um problema misto, com condicio de contorno u(0,t) =0 = u(L,t) parat > 0 e com
condigao inicial u(x,0) = f(z) para z € [0, L]. Além disso, tomando ¢t = 0 na condicao

de contorno obtemos a condi¢ao de compatibilidade f(0) =0 = f(L).

Em problemas que envolvem uma EDP, condigoes de contorno e/ou condigbes

iniciais, existem trés pontos fundamentais a serem analisados:

(i) Existéncia de solugoes;

(ii) Unicidade da solugao;

(iii) Dependéncia da solu¢ao nos dados iniciais e/ou de contorno.

Em outras palavras, apos garantir a existéncia da solucao, é essencial nos pergun-
tarmos sobre sua unicidade, e mais, qual sua dependéncia em relagao aos dados iniciais
e/ou de contorno. Desse modo, um problema para o qual valem a existéncia, a unicidade
e a dependéncia continua nos dados iniciais e/ou de contorno é chamado um problema

bem posto.

2.4 Equacoes Semilineares de Segunda Ordem

Nesta se¢ao, retornamos a classificar EDPs, em particular, as equagoes semilineares.

Inicialmente, a forma mais geral de uma EDP semilinear de segunda ordem é dada por:

Za..(x)éﬂ_“: ) Ou
: N 0z " 0xy Oy )

Assim, uma EDP semilinear de segunda ordem com duas variaveis independentes é da

seguinte forma:
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0%u 0*u 0*u ou Ou
2h —_ = 2.6
a(z,y) o + (x’y)ﬁxﬁy c(z, y)a =1 (:c Yyt 5 > (2.6)
Perceba que a parte principal da equagao (2.6 é dada por:

0%u 0%u 0%u
a(x, y)@ + 2b(x, y)axay + c(z, y)a—yg-

(2.7)

Defini¢ao 2.21. Sejam a, b e ¢ fungoes continuas em um aberto Q@ C R? e que nao se
anulam simultaneamente. Entao, o discriminante da equacao (2.6) é a fungao 6 : Q@ — R

dada por:

(5(5(],y) = b2($7y) - a(x,y)c(x,y).

Definigao 2.22. Dizemos que a parte principal da EDP ([2.6)) é
(i) Eliptica no ponto (x,y) €  se §(z,y) < 0;

(ii) Parabdlica no ponto (x,y) € Q se §(z,y) = 0;

(iii) Hiperbdlica no ponto (z,y) € Q se é(x,y) > 0.

Observagao 2.23. Dizemos que (2.7) e (2.6) sao parabdlicas/hiperbdlicas/elipticas em €
se forem parabdlicas/hiperbdlicas/elipticas em cada ponto (x,y) € €. Por outro lado,
diremos que a equagao ([2.7)) é de tipo misto, quando mudar de tipo no dominio de defini¢ao

de seus coeficientes.

Vejamos alguns exemplos para um melhor entendimento da defini¢ao anterior.

0? 0?
Exemplo 2.24. A equacao de Poisson 0_u + a—z = h(z,y) é eliptica no dominio de h,
pois d(z,y) = b*(z,y) — a(z,y)c(z,y) = =1 < 0.
N du ,0%u . . .
Exemplo 2.25. A equagao do calor % = Yz ¢ parabdlica no dominio de f, pois
x
o(x,y) = b*(x,y) — az,y)c(z,y) = 0.
B Pu  LPu o, . .
Exemplo 2.26. A equacao da onda 2 = c 92 ¢ hiperbdlica no dominio de f, pois
x
o(z,y) =0*(z,y) — az,y)c(z, y) = > 0.
Pu  *u , . . .
Exemplo 2.27. A equacao de Tricomi Vo2 + W = 0 é do tipo misto, pois d(x,y) =
v’ (z,y) —a(z,y)c(x,y) = —y, ou seja, é eliptica no semiplano y > 0, parabdlica no eixo

e hiperbdlica no semiplano y < 0.
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Cada tipo de equagao semilinear possui suas proprias caracteristicas e propriedades
em relagao a solugao do problema. Ao longo do trabalho sera necessario realizar mudangas
de varidveis nas equagoes, mas sem alterar o tipo da equagao. E justamente o que garante

o resultado a seguir.

Proposicao 2.28. Sejam & = &(x,y) e n = n(x,y) funcoes com derivadas até sequnda
ordem continuas em uma vizinhanga do ponto (xg,yo) € 2 com jacobiano J(xg,yo) # 0.
Entao, a classifica¢ao (eliptica, parabdlica, hiperbdlica) de uma EDP da forma nao
se altera. Em outras palavras, uma equacao diferencial parcial da forma (2.6|) € invariante

sob mudancas de varidveis bem comportadas.

Demonstragao. Suponha que & = £(x,y) e n = n(z,y) sao fungdes com derivadas até

segunda ordem continuas em uma vizinhanga do ponto (g, y) € €2 com jacobiano

e suponha que J(zg, o) # 0. Entao, pela continuidade, o jacobiano nao se anula em uma

vizinhanga do (¢, o) e, pelo Teorema da Funcao Inversa |[1.72] podemos resolver local-

mente = = (£, 7) e y = y(&, ) em uma vizinhanga do ponto (§,70) = (£(0, ¥o), (o, Yo))

com as funcoes x e y de classe C? nessa vizinhanca.
Dessa forma, definindo v(&,n) = u(z,y) e utilizando a regra da cadeia obtemos as seguin-

tes derivadas:

ou_ovoe  udy
or 0£0x  Onox’
du  Odvd§ vy
oy ~ 060y ooy
P ()L 0600 P (00)! 0nFe v

ox?  0&% \Ox 0&0n 0x dx  On? \ Ox 0E 0x2  Onox?’

Pu  PvoEdE D (85@ N o @) N 0%v On On N ov 0*n  Ov 0

0r0y 020z 0y 0o \dzoy  oyox) o ordy T 0cowoy | on ooy’

0% a%(ag)Q 28% ¢ dn a%(an>2+ava2§ dv 0™y

oy~ 0¢ oconoydy ot \ay) T 0€ay " oy
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Portanto, se u é uma solugao classica de ([2.6]), v é uma solugao classica da equacao:

02 8211 9%v v Ov
sendo
_ _€> ) 2826 (%)2
A(&,n) = axy(a 8aJr(y) 9 )

B(E.) = alr. ) e L 4 b, >(§§§Z+§§§Z)+c<x,y>@@ 29)

%0
Ox Oy Oy’
on on on\?
= 2b(x,y)=—— — ] .
C(&n) = alz,y) ( > + )8m6y+c(x’y)(8y)
Calculando o discriminante da equacgao ([2.8)), obtemos

A(&,n) = B(&n)” — A&, n)C(&n) =6(z,y)J (z,y)*,

com §(z,y) = b(z,y)* —a(z,y)c(z, y), que por sua vez ¢é o discriminante da equagao ([2.6)).
Logo, como o jacobiano nunca se anula em uma vizinhanca do ponto (xg, o), o sinal de
A(&,mo) é igual ao sinal de d(zo,yo). Em outras palavras, a equagao é parabdlica
ou hiperbdlica ou eliptica se, e somente se, a equagao for parabdlica ou hiperbdlica

ou eliptica. O
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Capitulo 3

Séries de Fourier

No inicio do século XIX, Jean-Baptiste Joseph Fourier desenvolveu uma poderosa
ferramenta matematica para representar uma funcao periddica como uma soma infinita de
senos e cossenos, o que deu inicio a teoria das séries de Fourier. E sabido que esta teoria foi
desenvolvida através do estudo da propagacgao de calor em uma barra, cuja dinamica pode
ser modelada por uma EDP, problema este que veremos com mais detalhes no préximo
capitulo.

O estudo das séries de Fourier é fundamental, uma vez que nos permite determinar
as solucoes dos problemas que estudamos nos capitulos subsequentes. Desse modo, este
capitulo é dedicado ao estudo detalhado das séries de Fourier, desde a sua definicao até a

sua convergencia e unicidade.

3.1 Séries de Fourier

Nesta se¢ao nosso objetivo é estudar as relagoes existentes entre a série de Fourier
de uma funcao f e seus coeficientes. Para isto, precisamos que a funcao f cumpra certas

condicgoes.

Definigao 3.1 (Série de Fourier). Seja f : R — R uma fungao periddica de periodo 2L,
com f € ' Entao, a expressio do lado direito é definida como sendo a série de Fourier

de f:
f(z) ~ % + nio; (an cos <nLLx> + by, sin (?)) : (3.1)

Entretanto, para prosseguir e determinar os coeficiente a,, e b,,, se faz necessario trés
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relacoes de ortogonalidade envolvendo a integral do produto das funcoes seno e cosseno,

sao elas:

Lema 3.2. Primeira relagao de ortogonalidade:

L
/ cos (W) sin (Tmm)dx =0, sen,m>1. (3.2)
) L L

Demonstracao. Note que o seno e o cosseno sao, respectivamente, uma fungao impar e
uma funcdo par, ou seja, pela Proposicao [1.14] item (iii) o produto entre elas ¢ uma
funcao impar. Dessa forma, para n,m > 1, temos a integral de uma fun¢ao impar em um
intervalo limitado e pela Proposi¢ao [1.16] item (ii) obtemos

L
/ cos <@> sin <mmj>d9§ = 0.
L L L

O
Lema 3.3. Segunda relagao de ortogonalidade:
L L,sen=m2>1,
/ cos (@> cos <m7m>dx = N (3.3)
L L L

0, sen#men,m>1.

Demonstragao. Inicialmente, como o cosseno é uma funcao par, pela Proposicao [1.14]
item (ii), o produto ainda é uma funcao par e visto que estamos integrando uma fungao

par em um intervalo limitado segue da Proposicao m, item (i):

/L <n7r:v> (mmz)d 2/L (mr:v) (mm;)d
cos | — ) cos T = cos | — ) cos x.

Analisaremos agora dois casos, primeiro se n = m > 1 e depois se n #m e n,m > 1:

(i) Se n =m > 1, entao

L L
2/ COoS (@) CoS <w>dx = 2/ cos? <m>d:v
N L L N L
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1 +cos(2a)
=

L L
nwx 2nmx
2 2(—)d :/ 1 d
/Ocos i X ; + cos I X

L . onrz\ 1"
= |z + sin = L.
2nm L 0

(ii) Se n # m e n,m > 1, entdo utilizando a identidade trigonométrica cos (a + b) +

Logo, utilizando a identidade trigonométrica cos? (a) temos

cos (a — b) = 2 cos (a) cos (b) obtemos

2 [ cos ("5 cos (Y = [ [eos (PP o ()

Dai, note que,

/oL - (%) = [z(n fm)ﬂ' s (2(n +Lm>m)}; —0

Portanto,

O
Lema 3.4. Terceira relagao de ortogonalidade:
L L,sen=m2>1,
/ sin <@> sin (mwx)da: = B (3.4)
-L L L 0, sen#m en,m>1.

Demonstragdo. Inicialmente, dado que o seno é uma fungao fmpar, pela Proposigao [I.14]
item (ii), o produto é uma fungao par e como estamos integrando uma fungao par em um
intervalo limitado segue da Proposi¢ao [1.16] item (i):

/L . (nmc) . (mmv)d 2/L . (mrx) i (mmc)d
sin [ — | sin T = sin [ —— | sin €T
I L L 0 L L

Analisaremos agora dois casos, primeiro se n =m > 1 e em seguida se n # m e n,m > 1:
1 — cos (2a)

(i) Se n = m > 1, entdo utilizando a identidade trigonométrica sin® (a) = 5
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temos

L L
2
2/ sin? <@)da: :/ 1 —cos( mm)dm
0 L 0 L

L onmr\1*
= |z — sin = L.
2nm L 0

(ii) Se n # m e n,m > 1, entdo utilizando a identidade trigonométrica cos (a —b) —

cos (a + b) = 2sin (a) sin (b) obtemos

2 [ sin (2 sin (Yo = [ feos (P o (TN 4

E como,

Isto é,

]

A partir disto temos o seguinte resultado que nos fornece uma forma explicita para

o calculo dos coeficientes da série de Fourier.

Teorema 3.5. Seja f : R — R uma funcdo periddica de periodo 2L, com f € £ em cada

intervalo limitado de modo que

- §0+§:<ancos< ) + b, sin (an>> (3.5)

n=1

/ f(@)ldz < oo.

Supondo que a série de Fourier de f converge uniformemente, entdao, definimos como os

coeficientes de Fourier da funcdo f os numeros a, e b,, dados por:

= %/L f(x)cos (?) dz, n >0, (3.6)
L
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b, = — /L f(z)sin (n_zx) de, n>1. (3.7)

= %/Lf(x)dx (3.8)

Demonstracao. Uma vez que precisamos analisar os coeficientes separadamente, dividire-

Em particular,

mos a demonstracao em trés partes, a primeira vamos determinar ag, em seguida a,, e por
fim b,:

(i) De fato, como a série converge uniformemente, entdo pela Proposigao a funcao
f deve ser continua, ou seja, pode ser integrada. Logo, integrando ambos os lados e

utilizando a Proposi¢ao temos

[ o= [543 (onon (U57) b (755)) |
= [ (o con (SN [ s (M)

Dai, como o cosseno e o seno sao, respectivamente, uma funcao par e uma funcao impar,

pela Proposicao m, itens (i) e (ii), respectivamente, obtemos

L L . L
L
/ cos (1TE 33:2/ COS(@)M: Lsin(nm) 1™ _
L 0 L ™ 0
nmy

/sm Y = 0. (3.9)

2 &

L
Logo,
L L 4o
/ f(ac)dac:/ —dx
-L -L
Ou ainda,
1 L
a =7 . f(z)dz.

mmx

(ii) Para provarmos (3.6)), com n > 0, multiplicamos (3.5 por COS( ), para m > 1

fixado obtemos

f(z) cos (

mﬂ'l’) .
7 =

ao > nmwT . /N7 mmx
5 + Zan cos <T> + b, sin (T)] CoS (T)

Sendo que a série converge uniformemente, ou seja, pela Proposicao a funcao f deve
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ser continua e, portanto, integravel. Logo, integrando ambos os lados temos

/I; f(z) cos <m2x>dx = /]; % + g;an CoS (?) + b, sin <n_[7i33>] o8 <m2x>dx.

Dai, utilizando propriedades de integrais e a Proposigao obtemos as seguintes integrais

/L COS (mrx) cos (mmc)d
an, — T
L L L
L nwT mnx
bn/ sin ( — ) cos | —— )dx.
s () eos (517)

Entretanto, a primeira integral é nula, pois é andloga a calculada no item (i) da demonstra-
¢ao. Enquanto a segunda relagao de ortogonalidade (3.3|) garante que a segunda integral
é nula sempre que n # m e, por fim, a terceira integral é nula pela primeira relacao de

ortogonalidade (3.2]). Logo, para n = m temos

L mmrx ao
/Lf(x) cos( 7 >dx = §0+amL+me.

Ou ainda,
1 [t nmwr
an =7 /_L f(z) cos (T) dx.

iii) De fato, multiplicando (3.5 por sin mre , para m > 1 fixado obtemos
(i) i

m7r:v>

fx) sin( 7

% + Zan CoS <_n72:v> + b,, sin (_nzm)] sin (mgx)

n=1

Dai, como a série converge uniformemente, segue da Proposicao que a funcao f deve

ser continua e portanto integravel. Dessa forma, integrando ambos os lados obtemos

/_LL f(z)sin (m2x>d$ = /_LL % + gan CoS (?) + b,, sin <n_72x)] sin <?>dm’

Entao, utilizando propriedades de integrais e a Proposicao [1.48| obtemos as seguintes
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integrais

Contudo, pela Proposicao m, item (ii) a primeira integral é nula. Enquanto que a
segunda integral é nula pela primeira relagao de ortogonalidade (3.2)) e a terceira relacao
de ortogonalidade (3.4)) garante que a terceira integral é nula sempre que n # m. Portanto,

para n = m obtemos

L
/ f(z)sin <m7m>dx = 99 4 a0 + b, L.
) L 2

Ou ainda,
1 [r . (nTT
b, = z/_ f(z)sin <T> dx.

O

Como visto no primeiro capitulo, podemos utilizar a paridade de uma funcao para
facilitar o cédlculo de integrais. Desse modo, podemos empregar este resultado a fim de

simplificar o estudo das séries de Fourier de funcoes pares e impares.

Proposicao 3.6. Se f for uma funcao par, periddica de periodo 2L e £, entdo os coefi-

cientes de Fourier da funcdo f sao dados por:

2 L
ay, = Z/o f(z) cos (?)dm, b, = 0.

Em particular, a série de Fourier de f € uma série de cossenos.

Demonstragao. De fato, por defini¢ao a,, é dado por (3.6). Logo, como o cosseno é uma
funcao par e por hipétese f também é par, segue da Proposigao m item (ii), que o

produto entre elas também é par. Entao, pela Proposigao [1.16] item (i) temos

a, = %/_LLf(x) cos (?) dr = %/OL f(z) cos <£Lx)dx
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Por outro lado, por hipdtese f é par e, por defini¢ao, b, é dado por (3.7). Como a funcao
seno é impar, temos pela Proposicao [1.14] item (iii), que o produto entre elas é impar e

consequentemente pela Proposicao m item (ii) obtemos

b, = %/LLf(x)sm (?) dx = 0.

]

Proposicao 3.7. Se f for uma funcio impar, periédica de periodo 2L e £, entdo os

coeficientes de Fourier da funcao f sao dados por:

9 L
a, =0, b,= Z/o f(z)sin <?>dw

Em particular, a série de Fourier de f € uma série de senos.

Demonstra¢ao. Com efeito, por hipdtese f é par e, por defini¢ao, a, é dado por (3.6).
Como o cosseno é uma funcao par segue da Proposicao m, item (iii), que o produto

entre elas é impar e consequentemente pela Proposicao |1.16} item (ii) temos

ap = %/_LLf(x)cos <n_zx> dzx = 0.

Por outro lado, por definigao b, ¢ da forma (3.7). Dai, como a func¢ao seno é impar e por
hipétese a fungao f também é impar, segue da Proposigao [1.14] item (ii), que o produto
entre elas também ¢é par. Logo, pela Proposi¢ao m, item (i) obtemos

b, = %/_LLf(x) sin (n_zx) dx = %/OLf(x) sin <?>dm

]

Se uma funcao pode ser escrita como a combinagao linear de outras duas, entao o

préximo resultado relaciona os coeficientes de Fourier de suas respectivas séries.

Proposigao 3.8. Sejam f e g fungoes periédicas de periodo 2L, com f,g € £*. Definimos

a funcao h = af + Bg, com « e B constantes. Entao, os coeficientes de Fourier da fungao
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h sao dados por

IS
(=)
—
>
~—
I

aO(f) +Ba0(g)v
an(h) = aan(f) + ﬁan(g%
bn(h) = abn(f) + 5bn<g)'

Demonstracao. De fato, escrevendo a série de Fourier da funcao f:

(an cos( Z >+b (f)sin(n—7>).

Sendo que os coeficientes de Fourier da funcao f sao dados por:

= %/_LL f(z)dz
= %/z f(x)cos (?) dz,
= %/_LL f(z)sin (?) dz.

Da mesma forma, escrevendo a série de Fourier da funcao g

(an cos( Z )+b (g )sin(n—zg;)).

8

[e.e]

1 L

Sendo os coeficientes de Fourier da fungao ¢ da forma: ag(g) = Z/ g(x)dz, a,(g) =
1 [* I

I /L g(x) cos (n_zx) dz e b,(g) = I /Lg(x) sin (%) dz.

Por fim, escrevendo a série de Fourier da funcao h:

[e.e]

h(x —i—Z(an cos< Z )—i—b (h)sin(?)).
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Logo, os coeficientes de Fourier da fungao h sao dados por:

ao(h) %/_L h(z)da

B = oz% /_LL f(a)dz + 6% /_LLg(x)dx

ag(h) = aao(f) + Bao(g).

Por outro lado,

) =a— /f cos 7r:c d:ic—l—ﬂ / ) cos mr:c)dx

an<h) = aan(f) + Ban<g)-

Analogamente,

) =a— /f sm dx—i—ﬂ / sin nmj)dm

bn(h) = ab,(f) + Bba(g).

O que completa a demonstracao. O

3.1.1 Convergéncia Pontual das Séries de Fourier

Nesta secao estamos interessados em garantir as condigoes necessarias para a con-
vergéncia pontual da série de Fourier de uma fungao f. Desse modo, além das hipoteses
minimas para definir os coeficientes de Fourier, precisamos adicionar uma nova hipdtese
em relacao a f na vizinhanca do ponto x. Em outras palavras, nosso intuito é fazer

estimativas acerca do valor de

f@T) + f(27)
2 Y

en(2) = sn(7) —
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onde s, (z) é a soma parcial da série de Fourier de uma fungao f, isto é

B k k
sp(z) = % + Z (ak cos (%x) + by, sin <%$)) .

k=1

Para isto, precisaremos definir o nicleo de Dirichlet e apresentar algumas de suas propri-

edades.

Defini¢ao 3.9. Definimos o niicleo de Dirichlet como

Dy(z) = % (% + écos (”%)) | (3.10)

Proposicao 3.10. O nicleo de Dirichlet possui as sequintes propriedades:
(1) D, (z) é uma fun¢ao par;

(i1) D, (x) € uma fun¢ao continua;

(111) D,i(x) ¢ uma fungao periddica de periodo 2L;

(iv) /_L Dn(2)dz = 1;

) Da0) = 7 (5 +0);

(vi) A sequinte expressao € vdlida para x # 0,£2L, +4L, ...

Dy(z) = 1 (<n . %> %) | (3.11)

)
S o7,

Demonstragao. (i) De fato, como a fungao cosseno é par, segue que

puien =1 (30 e () <1 (5 Lo (U5 ) - 2ot

(ii) Como D,(x) é a soma de fun¢es continuas, entdao D, (x) é uma funcdo continua.

(iii) Com efeito, utilizando a identidade trigonométrica cos(a + b) = cos(a)cos(b) —
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sin(a) sin(b) obtemos
O k(x4 2L)
Dn(x+2L)=z §+;cos( 7 ))
1 (1 - kmx
:z §+ COS<T+2]€7T)>
k=1
L + Y cos b (2km) —s ) i (2km)
=== —— |cos(2kw) — sin | —— | sin (2k7
L\2 & L L
1 (1 - kmx
“zlzT e (T)) Dl
k=1
(iv) De fato,
/L ) L 1 1 n
Dna:da::/ — | =+ os(—> d
1 [k 1 [* kma
= — dz + — / cos (—)d:v
2L |, Le=]
1 1 <~ [Lsin (krz)
k=1 0
(v) Com efeito,
11 < k0
D =—|= —
(0) L(z—i-;COS( 7 ))
11
== 1
1 /1 N
=—(=+4+n).
L \2
(vi) Para provar (3.11]), note que (3.10]) pode ser escrito como
1(1 - kmx
Dy () = + (5—1+1+k§cos (T)) (3.12)

Neste caso, vamos calcular a expressao
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Dai, conforme a férmula de De Moivre temos

n

1+ Z cos (k) + i Z sin (k) = Y e (3.13)
k=1 k=1

k=0

Ou seja, S,,(0) é a parte real da série (3.13]). Nesse caso, basta estudar a sua convergéncia.

Note que a soma dos n + 1 primeiros termos de uma progressao geométrica com z # 1 é

dada por
n
1 — 2l
Sy e
1—=2
n=0
Entao, considerando z = ¢ obtemos
n i(n+1)0
Z eikG B 1 — ez(n-i— )
1 —ei?
k=0
Ou ainda, multiplicando o numerador e o denominador por e~*/? segue que
zn: o _ o—i6/2 _ 4ilnt(1/2)]0
o e—10/2 _ ¢i6/2
k=0

Agora utilizando férmula de Euler, ¢ = cos () + i sin (§) podemos reescrever a expressio

para 0 # 0, 227, +4m, ... da seguinte forma

e™W0/2 — it/ o5 (0/2) — isin (6/2) — cos ([n + (1/2)]0) — isin ([n + (1/2)]6)

e~0/2 — ¢if/2 cos (0/2) —isin (0/2) — cos (8/2) — isin (8/2)

e~ /2 _ eiln+(1/2)10 _ —isin(0/2) —isin ([n + (1/2)]6) + cos (6/2) — cos ([n + (1/2)]6)
e—/2 _ cit/2 “2isin (6/2)

e~ /2 _ eiln+(1/2)19 _ —isin(0/2) —isin ([n + (1/2)]0) | cos (6/2) — cos ([n + (1/2)]6)
e~0/2 — ¢if/2 —2isin (6/2) —2isin (6/2)

e~ /2 _ eiln+(1/2)19 _ sin(0/2) +sin ([n + (1/2)]6) | icos(6/2) —icos([n+ (1/2)]0)
e /2 — ¢if/2 2sin (6/2) 2sin (0/2) ‘

Sendo assim,

Z Jik0 _ e /2 _ ciln+(1/2)10 _ sin (6/2) + sin ([n + (1/2)]0) +icos (0/2) —icos([n+(1/2)]0)
e~10/2 — ¢if/2 2sin (0/2) 25sin (6/2) '

n
k=0

Como S, (0) é a parte real desta série segue que

_ sin (6/2) +sin ([n + (1/2)]0)
2sin (6/2)

Sn(0) (3.14)
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Por fim, note que tomando 6 = n_zm em ([3.14)) e substituindo em (3.12)) obtemos

L k=1
1 /1
1
gin (7F sin| (n+ = U
111 27, 2/ L
Dn(x)Zz 5_1"‘ AN . (T
251n<—2L> 251n<2L)
+1 T
11 1 M\
D,(x) == 1+=-+ —
L |2 2 zsin(—)
2L

O que completa a demonstracao da Proposicao. O

Antes de prosseguir, precisamos escrever a expressao que define e, de forma mais

conveniente para obter as majoracgoes necessarias. Faremos isto a seguir.

Proposicao 3.11. Seja s,(z) a soma parcial da série de Fourier de uma fun¢ao f. Isto €,
n
k k
= % + ; (akcos <%) + by, sin ( 2x>) )

en(x) = sn(x) — L (ﬁ / D (3.15)
com g(x,t) = [f(x +1t) = f(@D)] + [f(x — 1) — f(x

Demonstragao. Inicialmente, substituindo os coeficientes de Fourier em s, (x) obtemos

sn(z) = ?0 I;(akcos( T )—I—bkmn(kzx))
L

@) =5 [ dy+z( [ rweos (S con (552 Yy + 4 [ ptwysin (U5 s (22 ) )
wnto) = 5z [ e 357 [ (100 (con (52 on (555 i (P52 e (552 )

Entao,

Dai, utilizando a identidade trigonométrica cos (a —b) = cos (a) cos (b) + sin (a) sin (b)



Capitulo 3. Séries de Fourier 59

obtemos

5 2L/ fly dy+z /f COS( <xL_y))dy
() = / E [5 > cos (””T‘y))] Py, (3.16)

Fazendo y = x — t e utilizando a definigao do nicleo de Dirichlet (3.10) segue que

/ Du(z — y)f(y)dy = /m Do(t)f(a — t)dt.

—L+z

Entretanto, D,, e f sao fungoes periddicas de periodo 2L, assim podemos reescrever s, (x)

da seguinte maneira:

Sn(x) = / D, (t)f(x — t)dt.

—L

Logo, utilizando o fato de D,, ser uma funcao par temos

/D Fo— t)dt
:/LDn(t) m—tdt—l—/ Do (8)f(z — t)dt

—/LDn(t)f(a;th)dtJr/ Dy () f(x — t)dt

:/0 D) f(x+1) + flz — t)]dt.

Dal, pela Proposicao [3.10} item (iv), obtemos

_ /L Do)+ 1)+ fla— 1]t — L&) : )

:/0 Du(Of (@ + 1) + flx — D)dt — L. Lat +f /D

:/OLDn(t)[ fla+t)+ flx—1) dt—/ Da ( fa?) ;ﬂ )>dx.

Por outro lado, como o nticleo de Dirichlet é uma fungao par, segue da Proposigao [1.16]
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item (i):

en() :/OL Dn(t)[f(x+t)+f(x—t)]dt—2/0LDn(m) (f(x+)‘gf("”_)) dz

- / Du®)[f (& + 1) + flx — t))dt — / Do(@)[f (&) + f(a)]de
- / DA +1) — )] + [fla — ) — f(z)]}d.

Como g(z,t) = [f(z +t) — f(a")] + [f(z — t) — f(z7)], obtemos (3.15). O

Com isto, podemos enunciar o Teste de Dini, um dos principais resultados utilizados
na demonstracao do teorema que ird garantir a convergéncia ponto a ponto da série de

Fourier de uma funcao f.

Teorema 3.12 (Teste de Dini). Seja f : R — R uma fun¢ao periddica de periodo 2L e
LY [-L, L]). Fizado x em [—L, L], suponha que f(x) e f(z~) existam e que existan > 0

/07]
f@) + fla7)
2

tal que
g(z,t)

‘ dt < o0. (3.17)

Entao, e,(x) — 0, ou seja, s,(z) — , quando n — 0.

Demonstragao. Inicialmente, utilizando a Propossigao m, item (vi), vamos decompor

en(x) como a seguinte soma

en(T) :/0 D, (t)g(z,t)dt

[t /6”(1”” n((n+3)T) "

2L sin (%)

0

Para a primeira integral utilizaremos (3.17)), enquanto na segunda integral utilizaremos a
primeira parte do Lema de Riemann-Lebesgue, Lema [1.55, mais precisamente a equacao
).
((3) %)
sin{ (n+ =) —
t 2) L t
tD, ()] = <

Dali, note que

2L sin (’Tt) — 2Lsin (”—t) .

2L

Como a fungao no segundo membro é continua e crescente em [0, L], entdao para t € [0, L]
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temos
L 1

< 2L sin (’2’5) T2

|£Dy (1)

Logo, dado € > 0, tome § < min{L,n} tal que utilizando (3.17)) obtemos

/Oéwdt‘ S/j |tDn(t)|’g(?t)‘dt§%/o6

Entao, com esse § fixado vamos analisar a segunda integral. Logo, para aplicar o Lema

g(z,t)
t

5 (3.18)

O

de Riemman-Lebesgue, basta verificar se a funcao

ht) = 900

2L sin (”—L)

para t € [0, L] é integravel. De fato, por conta de (3.18]), o denominador nunca se anula
em [d, L] e g(z,t) é integravel, pois é a soma e subtracao de fungoes integraveis. Logo,
para n suficientemente grande e utilizando o Lema de Riemann-Lebesgue, Lema [1.55] em

particular (|1.4]), obtemos

g(x,t)sin ((n+ 1) 71':1:)
L ) 5 T L 1
/ N YL / sin ((n+ -) E)h(t)dt << 319
5 2L sin (%) 5 2) L 2
Portanto, utilizando (3.18)) e (3.19) temos
g(x,t)sin ((n+ 1) wx)
é L ) ol 1
D
len(@)| = / nltgle, t) "(tm(m’t)dw/ 2) L) g
0 t s 2L sin (2L)
g(x,t)sin ((n—|— 1) mj)
5 L ) ol 1
tD,(t t
< / Mdt‘ + / 2) L dt
0 t 5 2L sin (QL)
<E +5=¢€
2 2
+ —
Isto é, e, (z) — 0, ou seja, s,(x) — f@m) + fl ), quando n — o00. ]

2

Como consequeéncia do resultado anterior obtemos o teorema de Fourier, um resul-
tado fundamental dessa teoria, pois estabelece as condi¢oes nas quais uma funcao periddica

pode ser escrita como uma soma infinita de senos e cossenos.
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Teorema 3.13 (Teorema de Fourier). Seja f : R — R uma fun¢do seccionalmente diferen-
ciavel e de periodo 2L. Entao, a série de Fourier da fun¢ao f converge em cada ponto x,

para %[f(x*) + f(z7)]. Isto é,

S+ 1) = E 43 (oo (M) 40 (ME)). a0

n=1

Demonstracao. Note que uma série converge se a sequéncia das somas parciais converge.

Qo - kmx . [ kmx
sp(x) = ) + a CoS | —— + by, sin -
k=1

a n-ésima soma parcial da série de Fourier de f. Logo, basta mostrar que lim s,(z) =

Entao, considere

HEORY (L) o
2 Y )

De fato, como f é seccionalmente diferencidvel, temos f e f’ seccionalmente continuas,

ou seja, os limites laterais para todo x pertencente ao dominio existem. Isto é, existem

os limites
e+ t) - fla)
/ — 1
o= I
. flatt) - )
! =1 .
f-(@) t—lgl* t
— + — 1) — -
Entao, as razoes incrementais flett) = flat) e fle=t) = fla”) serao limitadas para

t t
t > 0 suficientemente pequeno. Com efeito, como as derivadas laterais existem, dado

e > 0, existe 6; > 0 tal que 0 <t — 0 < §; implica em

flz+1t) = fa)
t

- fi(@)] <,

ou seja,
fla+t) - fa)
t

—e+ fi(z) < <e+ fi(x).
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Analogamente, dado € > 0, existe d, > 0 tal que 0 < 0 — ¢ < 9o implica em

logo,

—e+ fL(x)

flz+t) = f(z7)
t

— f1(z)] <e,

t

_fa+t) — fa)

<e+ fL(x).

Sendo assim, sao limitadas e, portanto, existem M; > 0 e My > 0 tal que

‘f(ﬂﬂrt)—f(x*)

flx+1t) = flz7)

<M1€
t

Dai, note que, para n = max{dy, d2} temos

r

n
g(m)‘dt:/
t 0

flx+1t) = f(z")

< M.
t ‘— 2

t
flz+1t) = f(a7)

@+t - )

i
t

<

r

t

WLCatEite

K
t

n n
0 0

Assim a condigao (3.17)) do Teste de Dini é satisfeita e, portanto, e, (z) — 0 o que completa

a demonstracao do Teorema. O]

3.1.2 Estimativa dos Coeficientes de Fourier

Nesta secao estamos interessados em estimar os coeficientes de Fourier de uma

funcao dada, a partir de hipéteses sobre a diferenciabilidade da mesma.

Proposicao 3.14. Seja f periddica de periodo 2L e £'. Entdo, existe uma constante

M >0 tal que, |a,| < M e |b,| < M para todo n > 0.

Demonstracao. Suponha que f seja periédica de perfodo 2L e Z*. Sendo as funcoes senos

e cossenos limitadas, podemos obter as seguintes estimativas:

%/if(x)cos(?)dx S%/LL

1 L
< =
_L/_L

|f(x)]dx

lan| =

o] = |f()|di.

%/_LL f(z)sin (n—ZJC)dx
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Dessa forma, como f € Z!, entao f e |f| sao integraveis. Logo, existe uma constante
1

M= — / |f(x)|dz tal que |a,| < M e |b,| < M para todo n > 0. O

Proposicao 3.15. Seja f continua e periddica de periodo 2L, derivdavel e de modo que a

M M

derivada f' seja L. Entdo, existe uma constante M > 0 tal que, |a,| < — e |b,| < —

n n

para todo n > 1.

Demonstracao. Suponha que f seja continua e periddica de periodo 2L, derivavel e a

derivada f’ € £!. Entao, para todo n > 1, por definicao, temos

a,L = /]; f(z) cos (?) dx.

L
Tomando u = f(z) e dv = cos (?) dz, obtemos du = f'(z)dz e v = —sin (?)

nm
Dai, integrando por partes:

a,L = {f( )% sin <n_za:)1LL — % _LL f'(z)sin (m)dx
anL——% LLf( ) sin (nLLx)dw
an——% f'(z) sin (n_zm)dx

Logo, tomando os valores absolutos e utilizando o fato da funcao seno ser limitada, temos

1
la,| < —/ |f/(x)|dz. Por outro lado, para todo n > 1, por defini¢ao, temos

b,L = /_LL f(z)sin (?)dw

—L
Tomando u = f(z) e dv = sin (n_zx)d% obtemos du = f'(z)dx e v = — cos (n_zm)

nm
Dai, integrando por partes e como f é periddica segue que:

an:[—f(x)icos(niLx)]L L f() (?)dx

nm . nmw
L (F nwx
L=— ! —_—
bn nmw 7Lf(x) S( L )dx
1 L nmwT
b, = — ! — ) d
— _Lf(x)cos< 7 ) x
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Sendo assim, tomando os valores absolutos e utilizando o fato da fungao cosseno ser
1
limitada temos |b,| < —/ |f'(z)|d.
Portanto, na hipétese de que f seja continua e que possua derivada Z*, existe um M =
L

1 M M
—/ |f'(z)|dz tal que |a,| < — e |b,| < — para todo n > 1. O
™J_L n n

Proposicao 3.16. Seja f periodica de periodo 2L com primeira derivada continua e a

M

M
sequnda derivada £*. Entao, existe uma constante M > 0 tal que |a,| < — el < —
n n

para todo n > 1.

Demonstrag¢ao. Supondo f periddica de periodo 2L com primeira derivada continua e a
segunda derivada .. Nosso objetivo é utilizar a Proposicao anterior para melhorar a

estimativa dos coeficientes. Para isto, note que

—L
Considere u = f'(x) e dv = sin (?)dz, entdo du = f"(x)dr e v = —— cos (?)

Logo, integrando por partes e como f é periédica obtemos:

ay = ;—; [—f’(:c)% cos <$)} LL — # /_LL 1" () cos (?) dx

an = _(n—i)? /_i 1" (z) cos (n_zx) dr.

Dai, tomando os valores absolutos e utilizando o fato da fungao cosseno ser limitada temos

|/ (z)|dx. Por outro lado, temos

L
Tomando v = f'(x) e dv = cos (?) dx, obtemos du = f"(x)dx e v = n—sin (%)
T

Logo, integrando por partes e pela periodicidade da f temos:

by = — [f’(x)isin (@ﬂi L LL £"(x) sin <@>dx

Entao, tomando os valores absolutos e utilizando o fato da funcao seno ser limitada,



Capitulo 3. Séries de Fourier 66

L L "
obtemos [by| < W/LU (2)|da.
Portanto, como por hipdtese f possui primeira derivada continua e a segunda derivada
L

L1 existe M =

M M
/ |f"(z)|dx tal que |a,| < — e |b,| < — paratodon>1. [
n’mw? ) n? n?

3.1.3 Desigualdade de Bessel

Nesta secao, veremos a desigualdade de Bessel que é um resultado fundamental
para garantir a convergencia uniforme das séries de Fourier. Inicialmente, precisamos de

um novo conceito envolvendo as funcoes 2.

Defini¢ao 3.17. Uma sequéncia (f,) de fungoes -£? em um intervalo [a,b] converge em

média quadratica, para uma funcao f € 2, se

b
lim |fn(2) — f(x)|*dz = 0.

n—o0

b
A expressao / | fu(7)— f(2)|?dx = 0 é chamada o erro médio quadratico, na aproximagao
a

de f por f,.

Com isto, podemos obter uma relacao entre as séries de Fourier de uma funcao f

e os demais polinomios trigonométricos.

Teorema 3.18. As somas parciais s,(x) da série de Fourier de uma funcao f € £? sao

0s polinomios trigonométricos que melhor aproximam f em média quadrdtica.

Demonstracao. Seja s,(x) as somas parciais da série de Fourier de f, ou seja,

- k k
sp(x) = % + Z (ak cos <%) + by, sin (%)) .
k=1

Por outro lado, considere um polinomio trigonométrico de ordem n dado por

e - krx . [ knx
to(z) = 5 —i—;(ckcos( 7 >+dksm< 7 ))

Dai, tomamos o erro médio quadratico das aproximacoes de f por s, e por t,, ou seja,
L L

en = / |sn(x) — f(x)|*dx e &, = / |tn(x) — f(x)|*dz. Entdo, nosso objetivo é mostrar
.y —L

que e, < é,.



Capitulo 3. Séries de Fourier 67

De fato, note que,

(= [ " Jsule) — (o) Pz = /  Jsu(e) Pz — 2 / @) fl)de + / (o) P

L L L —L

Analisaremos cada integral separadamente e para isto utilizaremos a convergéncia uni-

forme das séries. Logo,

[ iswpa= [

Sendo,

Enquanto, por (3.9)), obtemos

/QOZ(akCOS< )+bksm(k >)dx—aoz<ak/ cos(lT)d:c—f—bk/isin(lT)dx):O.

Além disso, na terceira integral temos

[ (ﬂ()())) s ((z< ))(z(>
+’;bksin (’T)) + <§:—1bk sin (’”L”S)) )dm.

Expandindo e integrando cada termo e utilizando as relagoes de ortogonalidade ((3.2]),

e obtemos

[ (S (5) it [ ()2 o f o () ()

1<k<j<n

/ QZakCOS( )stm(ﬁ;x)dw 222@/ cos(kzx)sin(jzx>dx,

k=1 j=1

/L<;bksm<kzx)> dx_ébz/ishg(k >d S bkb/ Sm( ) (jzx)dx.

1<k<j<n



Capitulo 3. Séries de Fourier

68

Isto é,
L n 2 n
kmx
Zakcos (—)) da::LZai,
/‘L (k:l L k=1
L n n
kmx 7
2 Zak cos (—) b; sin (—) dx =0,
/L k=1 L j=1 L
L n k 2 n
, T
/_L (Zbksm (T)) dr =LY b
k=1 k=1
Portanto,

Por outro lado,
n

2 /LL sn(@) f(2)dz = —2 /LL % + ; (ak cos (IWT“A) + by sin (k‘%x»] F(a)de
= % /z @)z + kgn; (ar /LL F(z) cos <’{%) da

+ by _LL f() sin <’”Tx))d:c}

= —agL — 2L (a; +1}).

k=1

Isso implica em

Além disso, temos

o= | () — F@)Pd = / () Pz — 2 / (o) fa)d + / ()P

—L —L —L —L

De forma anéloga, obtemos

L L n
| @Pds = S+ LY+ )
- k=1

L n
_2/ tn(l')f(l')dl‘ = —CLOCOL — 2L Z(akck + bkdk)

—-L k=1
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Portanto,

I n n L

bn = —co+ L Z(ci +d2) — apcoL — 2L Z(akck + bydy,) + / |f(z)]*da.

2 k=1 k=1 -L
Assim, completando quadrados obtemos
b= et LY (e LY bt [P Bt rY e

2 k=1 k=1 27" k=1

Dai, note que para ¢y = ag, ¢z = ag e dp = by, com k € N obtemos o menor valor de

é, que por sua vez coincide com e,. Isto é, e, < é, e, portanto, as somas parciais s, ()

da série de Fourier de f sao os polinémios trigonométricos que melhor aproximam f em

média quadratica.

]

Como consequéncia deste resultado, obtemos a desigualdade de Bessel. Este resul-

tado garante que a soma dos quadrados dos coeficientes de Fourier é limitada.

Teorema 3.19 (Desigualdade de Bessel). Seja f uma funcio £*([—L,L]) e a, e b, os

coeficientes de Fourier da func¢ao f. Entdo, para todo n vale a desigualdade

ag - 2, 12 L[t 2
D ICEIAEELY WNEITS
k=1 -

Demonstra¢ao. Note que para n € N, por (3.21)), temos e, > 0 uma vez que:

L L n L
05 [ lonle) = S@Pdr =e0 = ~5ai - L3 ek )+ [ P

—L

Portanto,
ag ~ 5 1t 2
- D (e +b) <+ [ [f(@)]de.
2 L),

k=1

Logo, da arbitrariedade de n, obtemos
ag - 2, 12 L[t 2
7+Z(ak+bk) < I L|f(95)| dx.

el
Il
—

(3.22)
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3.1.4 Forma Complexa da Série de Fourier

Nesta secao mostraremos que se f : R — R for peridédica de periodo 2L, integravel

e absolutamente integravel, entao a série de Fourier de f podera ser escrita na forma:

oo
E cnemwrx/L 7

n=—oo

de modo que para n = 0,=£1, 42, ... temos

1 [r :
_L/L f(m)e—znmc/de'

Inicialmente, relembramos que a partir da férmula de Euler podemos reescrever as

fungoes seno e cosseno do seguinte modo:

0 —i6

cos (0) = % (3.23)
)

sin () = % (3.24)

Consequentemente, podemos reescrever a série de Fourier de uma funcao f de uma

maneira diferente usando exponenciais complexas, mais precisamente.

Teorema 3.20. Seja f : R — R periddica de periodo 2L e £*. Entdo, a série de Fourier

de f poderd ser escrita na forma:

D cpemlt (3.25)

n=—0oo

Sendo (3.25)) a série de Fourier compleza de f e os coeficientes ¢, sio chamados de

coeficientes de Fourier complexos de f e sao da forma:
I .
—/ f(x)e /Ly n e Z. (3.26)
L/,

Demonstragao. Inicialmente, pela Definicao 3.1} a série de Fourier de f é da forma:

30+i<ancos< >+b sm(nzx)).

n=1
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Por outro lado, utilizando (3.23)) e (3.24]) obtemos

(mm;> b <n7r:c) einﬂa:/L 4 e—inwx/L b einwx/L . e—inﬂx/L
n T nSML | —— | = Qn n ;
an cos (— s 7 a . 5
an  bn\ . an  bn -
= | — - inTz/L " —inmx/L
(2+2¢>6 +<2 2@)6

a, — b , a, +1b 4
— n n inmx/L n n —inmx/L
(—2 > e + (—2 ) e .

Entao, podemos reescrever a série de Fourier de f da seguinte forma:

_ @ - ap — an inmx/L Gp, + 'Lbn —inmz/L
=GR |(t) e ()

- ap > Ay — 'lbn inmx/L > ap + 'lbn —inmz/L
e (B e 5 (22).

n=1 n=1
. o] . —1 .
Qo — Zb() Qap — an inmx/L n — Zb” inTx/L
S () e £ ()
. - an — Zb'fl inmx/L
-2 ()
a, — b,

Portanto, tomamos ¢, = e obtemos a série de Fourier complexa de f sendo ¢,

2
os coeficientes de Fourier complexos de f.

Em particular, utilizando que a, e b, sao dados, respectivamente, por (3.6 e (3.7)) segue
que ¢, é dado por (3.26]). De fato, para n € Z temos

Cp = %_Tib" :% [% /L f(z) cos <nLLx)dx - %/L f(z)isin (?)d:ﬂ}
L ~L
:% _LL f(zx) [cos <n_7[r/x) — isin (n_zxﬂ dz
:% /LL f(x)e_i"”/l’d:v.
O

Com essa nova expressao para a série de Fourier, podemos rescrever a desigualdade

de Bessel (3.22)) do seguinte modo:

Proposicao 3.21. Seja f € SC([—L, L)) e seja (c,) a sequéncia dos coeficientes de Fourier
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complexos de f. Entao a série
00 N
D e’ = lim Y e)?
N—+o00

n=-—o00 n=—N

converge e vale a desigualdade de Bessel (3.22)) em sua forma complezxa, ou seja,

- 2 1t 2
3 el < gy [ @ira
Demonstracao. Note que,
N —1 N
Yo lealP= 0 lealP + g+ leal
n=—N n=—N n=1
_i an + iby, | a0+§: a, — ib, |
B 2 4 2
n=1 n=1
9 N
= 90 LS a4 bl + [0 — b7
a2 1 N
= 24+ = [2lanl’ + 2/,
4 4 —
Ly < b [l
4 2 oM T 2L )

Logo, pela desigualdade de Bessel ([3.22)), essa desigualdade vale para todo IV entao a série
Z |cn|* converge e vale a desigualdade de Bessel (3.22) em sua forma complexa. O]

n=—oo
A partir da expressao complexa da série de Fourier de uma funcao f introduziremos
a primeira relagao de convergéncia uniforme da série. Entretanto, antes de prosseguir

precisamos dos seguintes resultados auxiliares.

Proposicao 3.22. Suponha que f € C,..(2L) € diferencidvel em (—L,L) a menos de um
nidmero finito de pontos com f' € SCpe(2L). Entdo, os coeficientes de Fourier complexos

de [ e [ satisfazem:
T
Cn = G TE Z.

Demonstracdo. De fato, como f € Cper(2L) e f' € SCpe,(2L), tomamos u = e~ /L ¢
mnm
e

dv = f'(z)dx, ou seja, du = ———e~"*/Ldy e v = f(x). Logo, integrando por partes
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obtemos para n € Z:
T oL

c, / f —1n7r:c/Ldl,
[f(x)eznwz/L Z?’L?T / f znmv/de:|
_nm

= —2c,.

L

Lema 3.23. Se f,g € SC([—L, L]) definimos

(flg) = / F@)gle)ds

Entao, (-]-) € uma forma bilinear simétrica positiva em SC([—L, L]), ou seja, satisfaz as
sequintes propriedades:

(i) (af + Bglh) = a(fI) + Blglh), ¥f,g,h € SC(-L, L]}, o, f € B;

(ii) (flg) = (9|f), Vf, g9 € SC([-L, L]);

(iii) (ff) =20, Vf € SC([-L, L]).

Demonstra¢ao. Demonstraremos cada item a partir da definigao de (+|-) e das propriedades
de integrais.
(i) Note que Vf,g,h € SC([-L, L]), a, f € R temos

L L
(af + Balh) = / [0 (@) + Bgla)h(w)dz = / F(@)h(x)dz + B / g(@)h@)de = o) + Blalh).

(ii) Perceba que Vf, g € SC([—L, L]) obtemos

(flg) = / Ha)gla)de - / o) f()dz = (g ).

—L

(iii) Se Vf € SC(|—L, L]), entao

(f1f) = / @) f(@)io = / a0

Portanto, (+|-) é uma forma bilinear simétrica positiva em SC([—L, L]). O

Lema 3.24 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakowski-Schwartz (CBS)). Sejam f e g fungoes
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SC(|—L, L)). Entao,
[(Fl)] < 1A Igll

com || £1| = v/(FIF), para todo f € SC([~L, L]).

Demonstracao. De fato, basta utilizar as propriedades (-|-) definido no Lema [3.23] Isto é,
dado t € R temos

0 < (tf +gltf +g) = ISP + 2t(flg) + llgl]*.

Logo, temos um trinémio do segundo grau em t e para ele ser sempre nao-negativo seu

discriminante deve ser nao-positivo, ou seja,

A(flg)* = 4llfIPgll* < 0 <= |(flo)l < [I£1lllgll-

]

De posse desses resultados, podemos garantir sob quais condicoes a série de Fourier
converge uniformemente. Contudo, a proxima secao terda um enfoque maior nesse tipo de

convergencia.

Teorema 3.25. Suponha que f € Cpe,(2L) € diferencidvel em (—L,L) a menos de um
numero finito de pontos, com f' € SCpe(2L). Entao, a série de Fourier de f converge

uniformemente em R para f.

Demonstracao. Note que da convergéncia pontual da série de Fourier de f e do teste M.

de Weierstrass [I.44] basta mostrar a existéncia de uma constante M > 0 tal que
N
> el <M, VYN EN.
n=—N

Com efeito, seja N € N dado arbitrariamente. Usando a Proposicao (3.22), a desigual-

dade de Bessel em sua forma complexa [3.21], juntamente com a desigualdade de Cauchy-
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Bunyakowski-Schwartz obtemos,

il L 1
Sl =leol+ 3 el =leol+ = 30—l
n=—N

1<|n]<N 1<|n]<N
1/2 1/2
L 1
§ : 2 : /12
f; |CU| + — ) |Cn|
s n
1<|n|<N 1<|n|<N

+oo 1/2
< Jeol + \/\;I|f|l (Z 1) — M.

Uma vez que temos uma p-série com p > 1, ou seja, uma série convergente e como

[ € SCy,(2L) obtemos entao a existéncia de || f’||. O

3.1.5 Convergéncia Uniforme da Série de Fourier

Nesta secao, demonstraremos um dos resultados mais importantes deste capitulo,
pois ele garante as condigoes necessarias para a série de Fourier convergir uniformemente.
Em outras palavras estudaremos com mais detalhes as condicoes suficientes sobre a funcao
f que garantem a convergéncia uniforme da série de Fourier.

Inicialmente, vejamos um caso mais simples onde exigimos mais hipéteses sobre a

f de modo a garantir a convergéncia uniforme da série de Fourier.

Proposicao 3.26. Seja f periddica de periodo 2L com primeira derivada continua e a

sequnda derivada L. Entao, a série de Fourier de f converge uniformemente.

Demonstracao. Note que a série de Fourier de f é dada por (3.5))

g@;(anm( ") 4 bsin (M),

n=1

Dai, como as funcoes seno e cosseno sao limitadas temos
nwx nmx nmwx nmx
ancos( 7 ) + by sm( 7 )‘ < |a, cos <—)‘ + (T)’ <lan| + |bx].

L
Por outro lado, pela Proposigao|3.16, podemos majorar a série >~ (|a,|+|b,|) da seguinte

forma

;(|an|+|bn|)ggﬁ+;F:2M;ﬁ'
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Isto é, temos uma p-série com p > 1, ou seja, uma série convergente. Logo, pelo teste
da comparacao para séries numéricas segue que a série também converge. Portanto, pelo
Teste M. de Weierstrass, Teorema [I.44] a série de Fourier de f converge uniformemente e

absolutamente para f. O

Vejamos agora como garantir a convergéncia enfraquecendo as hipdteses sobre a

funcao f.

Teorema 3.27 (Primeiro Teorema Sobre a Convergéncia Uniforme da Série de Fourier).
Seja f wma funcdo periddica de periodo 2L, continua e com derivada primeira £?. Entao,

a série de Fourier de f converge uniformemente.

Demonstra¢ao. Assim como visto na Proposicao anterior, basta garantir a convergéncia

da série numérica
[oe)

> (lanl + [bal). (3.27)

n=1
Com efeito, suponha que f seja periddica de periodo 2L, continua e com derivada primeira

£?. Entao, utilizando as relacoes obtidas na demonstracao da Proposicao temos

1 L nmwT 1 L

= (z)sin ( — )dz, b, = — ! (—nm)d :

a el I f(x) sm( 7 ) x, el f'(x) cos 7 )dz
—L L . .

Segue que a, = —b) e b, = —aj,, sendo a], e b, os coeficientes de Fourier de f’. Logo,
nm nm

a soma parcial da série (3.27) é majorada por

L1
) =23 (il + 14D

™
k=1

> (ol + e = 3 (| 720

k=1 k=1

L !/

Utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz para vetores do R"™ obtemos
L1 L 1) (e i

= Z E(|a;“| +10]) < - (Z ﬁ) (ZUGH + |b§§|)2> :

k=1 k=1

k=1

Dai, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz em R? temos (|a| + |b])? < 2(|a]? + |b]?) e

" 2 ;. 1/2
( k—) ( 2]y + |b;|2>> .
k=1 k=1

utilizando esta desigualdade obtemos

AR /2 ;. 1/2 I
! /1\2
F(e) (D) <k

k=1
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Portanto,

o - 12 /o 1/2
LV?2 1 ) )
S+ < 22 (S 1) (S 4w
n=1 n=1 n=1

Perceba que a primeira série é convergente, pois é uma p-série com p > 1. Por outro lado,
tomando a soma parcial da segunda série, temos a soma de termos nao-negativos, ou seja,
a soma parcial é mondtona e sua limitagao é garantida pela Desigualdade de Bessel ([3.22]),

pois

SO ICASCAES Y MIEIE
Sl + i1 7 [ s - (]

o 1/2 L al)2 1/2
[Z[(az)%(;)ﬂl < [%/_ \f(m)\zdx—% < 0.

Logo, é convergente e consequentemente a série ([3.27]) converge pelo teste da comparagao.
Portanto, pelo Teste M. de Weierstrass a série de Fourier de f converge uniformemente e

absolutamente para f. O

Note que o teorema anterior necessita que a funcao seja continua em toda a reta,
enquanto a primeira derivada pode conter pontos de descontinuidade e até mesmo se
tornar ilimitada nas vizinhancas de pontos isolados. Além disso, se f for descontinua
em um ponto, entao a série de Fourier nao pode convergir uniformemente em qualquer
intervalo que o contém, uma vez que isto contrariaria a Proposicao [1.46, Em outras
palavras, para ter convergéncia uniforme da série de Fourier, necessariamente f deve ser
continua.

Entretanto, o préximo teorema garante que basta f ser continua em um intervalo
fechado [a, b], entao a série de Fourier de f converge uniformemente para f nesse intervalo

[a,b]. Mas antes de prosseguir, necessitamos de um resultado auxiliar.
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Lema 3.28. Seja ¢ a funcao periodica de periodo 2L definida por:

-1

7<1+%>,86—L§$<0,
Y(xr) =14 0, sex =0,

1 T

- 1——) <L

2( L,860<:B_

Figura 3.1: Gréfico da fungao % no intervalo [—L, L]

N [—=

|
N =

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Entao, a série de Fourier de v converge uniformemente para 1) em qualquer intervalo que

nao contenha pontos da forma 2Ln, para n € 7.

Demonstragcao. Note que para 0 < z < L temos —L < —x < 0

o(-) =3 (1-7) = ~v(a),

ou seja, 1) é uma funcao impar e neste caso temos uma série de senos. Entao,

2 L
b, = z/o () sin (?)dw

1 [F T\ . [/nnx
:z/o (1= ) sin (7)o

1 v /nnx 1 L
:z/o sm(T)dx—ﬁ i :Es1n<T>d:v
—l —icos <w) L—i/Lxsin(@)dQJ
L| nr L 7|, L*J L

[— cos (nm) + cos (0)] — % /OL x sin (—)da:

sk [ o ()
=——cos(nm)+—— — [ xsin(— )dx.
nm nr L% ), L

31~
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L
Tomando u = x e dv = sin (w>das, ou seja, du = dr e v = —— cos <@> Logo,
L nm L

integrando por partes na segunda temos

1 L nnx 1 zL nray ¥ 1 L L nTx
- T sin (—)dm = —— |——cos (—) coS <T>dx

L2 J, L L2 | nr L /|, IL2nm),
1 L2 (n7) 1 L . <n7rx> r 1 (n)
= ——cos(nm) — — |—sin | — = — cos (nm).
L?nr nwl |nw L /|, nm
Dessa forma,
1 1 1 1
b, = ——cos (nm) + — + — cos (nw) = —.
nm nw o nw nm

Logo, a série de Fourier da funcao ¢ é dada por

1 <=1 nwx

— —sin ( — ). 3.28

s Z n ( L > ( )

n=1
Sendo assim, basta provarmos que para qualquer § > 0, a série (3.28]) converge uniforme-
mente para 0 < § < |z| < L. Para isso, mostraremos que a série
in6

i en , (3.29)

n=1

converge uniformemente para ¢ > 0 arbitrdrio e § € [e,7]. Pois, ao tomar a parte
imagindria e fazendo 6 = %* obtemos a série (3.28]).
Seja E,(0) = >";_, €*? de modo que

3 6; - Z% <Z ¢l _ A_ eiﬂ’> - %[Ek(e) —Bua(0). (3.30)

=m 7=1 J

Além disso,

n 1 1 k—1 » n—1 1 J 20 n—1 1
];LEE’C‘I(G):ZE<Z€”>:.; ﬁ(z‘f ): it

j ~1 J =1 j=m—1

Agora, utilizando a férmula de Abel de adigdo por partes. Isto é, se (a,) e (b,) sdo duas

sequéncias e B, = Y ,_, by temos

n n

1 1

B, — B._1) = — B ——B,— —B,,_1.
I;nak( k —1) ;ﬂ(@k A+1) k+n+1 - 1
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Considerando a,, = % e B, = E,(0) em (3.30))

n n

> HE® - B = Y (7 - iy ) B0+ Bal0) = 2B (). (330

k=m k=m

Por outro lado, utilizaremos um argumento semelhante ao realizado para obter o valor de
S,(0) em (3.14). Entao, por (3.24) e como a norma de um nimero complexo |e?| = 1

para todo € € R, neste caso para 0 < 6 < 27 temos

eif _ il

1 — et

n+1)0 ] + | — eitntD)e| B 2 1

= ’1 _ ez‘0| - |ei€/2||€—i9/2 _ ei0/2| " &in (9/2)’

|En(0)] =

Portanto, de (3.31]) obtemos

n

1Y (G- ) B0+ B0 - 2B

> (5-5) 5

k=m

- 1 2”: 11 N 1 +1
~ sin (6/2) “\k k+1 n+1 m

k=

IN

n+1

n LEH(G)‘ - ‘_%Em1(9>‘

B 2
~ msin(0/2)

Logo, para 0 < € < 0 < 7w e m suficientemente grande temos

n 6ik9
>

k=m

2

< —]—F—<e.
~ msin (¢/2) c

ein@

Portanto, pelo critério de Cauchy, Teorema |1.38] a série > -, converge uniforme-

n
mente e consequentemente a série de Fourier de i converge uniformemente para v em

qualquer intervalo que nao contenha pontos da forma 2Ln, para n € Z. O

Teorema 3.29 (Segundo Teorema Sobre Convergéncia Uniforme da Série de Fourier). Seja
[ € SCher(2L) € com derivada primeira £*. Entao, a série de Fourier de f converge uni-

formemente para f em todo intervalo fechado que nao contenha pontos de descontinuidade

de f.

Demonstrac¢ao. Sejam 1, ..., xx, os pontos de descontinuidade de f em [—L, L) e wy, ..., wy,
os saltos de f nesses pontos de descontinuidade, ou seja, w; = f(z]) — f(zy), com

J
j=1,..k
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Entdo, para j fixado, a funcdo w;iy(x — x;), sendo ¢ definida como no Lema , é
descontinua em pontos da forma x; £ 2Ln, com n = 0,1,... e o salto nesses pontos é w;.
Sendo assim, definimos uma nova fungao f(z)—w;y(x —x;) que é continua nesses pontos
e em todos os pontos em que f é continua.

Desse modo, construimos uma fun¢gao com menos descontinuidades que a original e para
eliminar todas as descontinuidades basta repetir o processo k vezes e obtemos a seguinte

funcao:

k
o(x) = (@) = e — ;).

Dessa forma, g é continua para todo x. Portanto, pelo Teorema a série de Fourier

de g converge uniformemente para g em toda reta. E mais, podemos escrever f como:
k
fa)=g(z) + ) wib(x — ;).
7=1

Logo, a série de Fourier da fungao f é a soma das séries de Fourier de g e ¢(x — x;),
para j = 1,...,k. Dali, note que pelo Lema a série de Fourier da funcao ¢(r — x;)
converge uniformemente em qualquer intervalo fechado que nao contém pontos da forma
x;+£2Ln, comn = 0,1,.... Entao, a série de Fourier da funcao f converge uniformemente
em qualquer intervalo fechado que nao contém pontos da forma z; £2Ln, comn = 0,1, ...
e j=1,...,k, que sao os pontos de descontinuidade de f. Isso completa a demonstracao

do Teorema. 0

3.1.6 Unicidade da Série de Fourier

Nos capitulos seguintes estaremos interessados em obter unicidade das solucoes.
Entao, se faz necessario falar da unicidade da série de Fourier, objetivo central dessa
secao. Em particular, abordaremos a identidade de Parseval e introduziremos o sistema

trigonométrico. Entretanto, antes de prosseguir, precisamos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.30. Se f,g € Cc([0, L]) definimos

(flg) = / f(2)g(@)dz, (3.32)

sendo g(x) o complexo conjugado de g(x), x € [0, L]. Entdo, (3.32) é um produto interno
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no espago Cc([0, L)) de todas as fungéoes continuas [0, L] — C, ou seja, satisfaz as sequintes
propriedades:

(i) (fIf) =0, Vf € Cc([0,0]);

(11) (f|f) =0 se, e somente se, f = 0;

(i) (oof + glh) = a(f|h) + (glh), Vf, g, h € Cc([0,0]), Vo € C;

(i) (flg) = (glf), ¥/, g € Ce([0, ).

Demonstracao. Vamos utilizar a definicao do produto interno e propriedades dos niimeros
complexos.
(i) Note que Vf € Cc([0,b]) temos que:
L
0

(f1f) = / F () F()de = / f(x)Pde > 0.

(ii) Perceba que (f|f) = 0 se, e somente se,

/0 ) f (@) f(x)de = /0 ) |f(z)Pdz =0,

ou seja, | f ()]

(iii) V£, g, h € Cc([0,0]), Va € C obtemos:

= 0 se, e somente se, f = 0.

(af +glh) = / (af + g)(x)R(@)dz

- / af(2) + g(a)R(@)dz

= a(f[h) + (glh).
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(iv) Vf,g € Cc(]0,b]) segue que:

Wl = / o) F@)dz = / 9() (@)dz = / 9(0) f(x)d = / f(@)g@)dz = (f]9).

]

O teorema a seguir é um resultado importante no estudo das séries de Fourier, pois
relaciona a integral do modulo ao quadrado de uma funcao com a soma dos quadrados
dos coeficientes de Fourier na mesma funcao. Introduziremos o resultado tanto na sua

forma complexa quanto na sua forma real.

Teorema 3.31. Sejam f,g € Cper(2L) € suponha que f € diferencidvel em (—L, L) a menos

de um nimero finito de pontos com f" € SCpe.(2L). Entdo,

+oo

Ul = 3 al)a).

n=—oo

Sendo (/) definido em (3.32) e c,(f) e cn(g) sao, respectivamente, os coeficientes de

Fourier complexos das funcoes f e g. Em particular, vale a identidade de Parseval

1 R
ﬁ||f||2= > feal,

n=—oo

com || £] = v/(FIf), para todo f € Cyer(2L).

Demonstracao. De fato, pelo Teorema [3.25] a série de Fourier de f dada por

[e.9]

@)= 3 et

n=—oo
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converge uniformemente. Entao, utilizando a expressao (3.32)) e a Proposicao obtemos

—L n=—oo
o0 L
=Yl [ et
n=—oo —L
o0 L
= Z Cn(f)/ g(a:)e inmx/Lq
n=—oo —L
00 L
= Y | [ atwpemaiia)
n=—oo -L
=Y el
Em particular, tomando g = f segue que
1 iy
A=Y leal?

]

Corolario 3.32. Sejam f,g : R — R funcoes continuas e periodicas de periodo 2L com
[ diferencidvel em (—L,L) a menos de um nimero finito de pontos e f' € SCper(2L).

Entao,

/ F(@)g(z) = Saol Faola) + Z an(F)an(9) + bu( F)balg)],

sendo a,(f) e b,(f) os coeficientes de Fourier de f e a,(g) e by,(g) os coeficientes de

Fourier de g.

Demonstracao. De fato, como estamos sob as hipdteses do Teorema [3.31} entao f e ¢

satisfazem
—+o0

Ul = 3 al)a).

n=—oo

Uma vez que estamos com fungoes reais temos que a seguinte igualdade é valida:

sl =57 [ s =5 [ s
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an(f) = ibn(f) an(g) — ibn(g)

para todo n € Z

Por outro lado, como ¢,(f) = e culg) =

2 2
obtemos
400 -1 _ —+o0
Y alhealg) = Y enlfeale) + ol Heolg) + Y enlenlg)

= co(f)m + chn(g) + Z cn(f)en(g)-

Dali, note que

fcnmcn(g) s (“n<f )~ Z’bn<f>) (an@) + m(g))
1
1

= 1 an(P)anls) + i(an(F)on9) — bul Fan(e)) + bul F)on()]
= 1D [0 F)an(e) + Bl F)bu()] + 5 D (0 F)bu(9) — bl
Analogamente,
o o= an(f) + b, an(g) — by,
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Como queremos apenas a parte real, segue que

LL /L F@)g(@) = colfeols) + chn(@ + Z cn(f)en(g)

1 9 &%

= —ao(f)an(g) + 1 Z [an(f)an(g) + bn(f)bn(g)]

= Sao(fao Z 9) + bu(1hnl9))

]

Corolario 3.33 (Identidade de Parseval). Seja f : R — R uma fun¢ao continua e periédica
de periodo 2L com f diferencidvel em (—L, L) a menos de um nimero finito de pontos e

'€ SCher(2L). Entao,

(I% = 2 2 1 L 2
LS BCRTIES | Is@ps (3:33)

Demonstracao. Note que f satisfaz as hipoteses do Corolario [3.32 entao basta tomar

f = g e obtemos ((3.33)). O

Observagao 3.34. Note que, o Teorema [3.31] é vélido para situagdes mais gerais. Por
exemplo, se f € Z*([~L,L]), a demonstragao pode ser encontrada em [2]. Sendo este

caso utilizado a seguir para provar a unicidade das séries de Fourier.

Agora vejamos as defini¢oes e mais um resultado auxiliar necessario para demons-

trar a unicidade das séries de Fourier.

Defini¢ao 3.35 (Sistema Ortonormal). Um conJunto {1, } de fungoes £?([—L, L]) é cha-
mado sistema ortogonal se para n # m temos / Un ()b (x)dx = 0 e / V2 (7)dr =

cn # 0. Se ¢, = 1 para todo n, entao dizemos que é um sistema ortonormal.

Exemplo 3.36. Como consequéncia das relagoes de ortogonalidade (3.2)), (3.3) e (3.4

) <7rx> ) (71'[)3) kmx ) kmx
— ),sin(—1,... I — ], ...
, COS 7 , sin 7 ) , COS 7 , sin 7 )

¢ um sistema ortogonal e

1 1 T 1 T 1 kmx 1 kmx
——, ——=cCos | — 7—Sin . N sin ]y 334
2L’ VL ( L ) VL ( ) NI ( ) VL ( ) (3:34)

temos
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é um sistema ortonormal.

Definigao 3.37 (Sistema Ortonormal Completo). Dizemos que um sistema ortonormal é

completo se para toda funcio f € Z*([—L, L]) e para todo n tivermos

L
/_L fthn = 0. (3.35)

Entao, f(x) = 0 para todo x em que f é continua.
Teorema 3.38. O sistema trigonométrico (3.34) € completo.

Demonstragdo. Seja f uma fungao periédica de perfodo 2L e Z?([—L, L]). Se f satisfaz

(3.35)), entao para todo n

Isto é, todos os coeficientes de Fourier de f se anulam. Logo, utilizando a relacao (|3.33))
da Identidade de Parseval obtemos

L[t )2 3 - 2

— der = — aZ +b2)

LGRS 3
Afirmacao: f = 0 para todo x em que f é continua. De fato, suponha por contradicao que

existe um ponto de continuidade zq de f e f(xg) # 0. Neste caso vai existir um intervalo

I =[zog— 0,29+ 6] com 6 > 0, onde f(x) # 0. Logo,

L
0< / (@) Pde < / f@)fde =0

o que é um absurdo pois a primeira integral nao seria nula. Portanto, f(x) = 0 para todo

x em que f é continua. O

Com isto, podemos garantir que a expressao da série de Fourier de uma funcao f

é Unica, mais precisamente.

Teorema 3.39 (Unicidade da Série de Fourier). Sejam f e g fun¢ées periddicas de periodo
2L e L*(|—L, L]). Suponha que suas séries de Fourier sejam as mesmas. Entdo f(x) =

g(x) em todos os pontos de continuidade de f e g.
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Demonstracao. De fato, definimos uma nova funcao h = f — g. Como f e g possuem os

mesmos coeficientes de Fourier, segue que

firee

para todas as v, do sistema trigonométrico (3.34). Portanto, pelo Teorema |3.38| temos

h = 0 e consequentemente f = g em todos os pontos de continuidade. O]
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Capitulo 4

Equacao do Calor

E sabido que a teoria das séries de Fourier foi desenvolvida no inicio do século XIX,
por Jean-Baptiste Joseph Fourier, através do estudo da propagacao de calor em uma barra,
cuja dinamica pode ser modelada por uma equacao diferencial parcial, conhecida como
equacao do calor. Entao, neste capitulo, estamos interessados em analisar com detalhes o
problema que motivou o estudo destas séries.

Desse modo, dividimos o capitulo em quatro partes, na primeira se¢ao abordare-
mos a deducao da equacao do calor e introduziremos condicoes de contorno e condigoes
iniciais para o problema. Em seguida, discutiremos o problema da conducao do calor com
condicoes de fronteira homogénea e posteriormente trabalharemos com outras condigoes
de fronteira. Sendo nosso objetivo principal obter a existéncia e a unicidade de solucao

para estes problemas.

4.1 Deducao da Equacao do Calor

Para entendermos melhor o problema da conducao do calor e consequentemente
deduzir a equacao, suponha que temos uma barra de comprimento L, feita de um material
condutor uniforme de calor e com sec¢bes transversais de area A, com grandezas fisicas
constantes em cada secao transversal, mas podendo variar de uma secao para outra. Além
disso, supomos que a superficie lateral da barra estd isolada termicamente, ou seja, nao
existe transferéncia de calor com o meio ambiente, enquanto nas extremidades, a barra
permite a transferéncia de calor.

Representaremos por u(z,t), a fungao que indica a temperatura em um ponto de
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Figura 4.1: Barra de comprimento L

Isolamento térmico
\\\\\\\\\\\\\\\X(\\\\\\\\\\

LTI rrrrrrrrrrrri
L

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

abcissa x no instante de tempo ¢, ou seja, a temperatura independe das coordenadas

espaciais y e z.

Figura 4.2: Barra colocada sobre o eixo x

z

7
g

X

v

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Entao, para deduzir a EDP que a funcdo u(x,t) deve satisfazer, vamos utilizar a

seguinte lei:

Definigao 4.1 (Lei do Resfriamento de Fourier). Sejam P e P, duas placas de areas iguais
a A, mantidas constantes as temperaturas 717 e Tj, respectivamente. Se posicionarmos
P, e P, paralelamente a uma distancia d, entao ocorrera passagem de calor da placa
mais quente para a placa mais fria. A quantidade de calor por uma unidade de tempo

transferida de uma placa para a outra é dada por

Q _ /QA‘Tld— T2|7

onde « (de dimensoes cal/cm — s —° C') é a condutibilidade térmica do material entre as

placas.

Note que nao podemos utilizar diretamente a lei do resfriamento de Fourier [4.1]

pois a temperatura nas secoes varia com o tempo. Entao, precisamos introduzir a grandeza
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fluxo de calor através de uma secao x, num instante ¢ do seguinte modo: tomamos duas
secoes transversais da barra localizadas em x e x + d, e, fixado um instante ¢, utilizamos

a lei do resfriamento de Fourier [4.1] para determinar a troca instantanea de calor. Isto é,

ou

lim @ = lim rdful@,t) —u@ +db)] = kA |lim u@,t) = u(z +d,t) am(x,t)' . (4.0)

d—0 d—0 d d—0 d

‘:mA

Entao, definimos o fluxo de calor através de uma se¢ao x, num instante ¢ da seguinte

forma:

Definigao 4.2. O fluxo de calor na dire¢ao positiva do eixo x é definido por:

Ju
q(z,t) = —KA%(J?, t). (4.2)

Observagao 4.3. O sinal de menos em (4.2) surge a partir da andlise em (4.1]), a saber:

ou
(i) Se u cresce com z, pelo teste da primeira derivada 97 > 0, entao
x
ou
li = rA—(z,1).
dl—>r%Q i (1)

Entretanto, o calor fluir para esquerda e ¢ deve ser negativo;

.. . o . ou .
(i) Se u decresce com x, entao pelo teste da primeira derivada, — < 0. Entao,

ox

lim @ = —/{A%(m, t).

d—0

Entretanto, o calor fluir para direita e ¢ deve ser positivo. Portanto, o fluxo de calor na

diregao positiva do eixo x é pela expressao (4.2)).

Observagao 4.4. O fluxo de calor é apenas na diregao longitudinal, pois o material da
barra é uniforme e ela estd isolada termicamente na lateral. Entao, esse é um problema

de conducao do calor em apenas uma dimensao.

Consequentemente, fixado um elemento da barra entre xy e 2o + 6. Utilizaremos
o fluxo de calor (4.2)) para determinar a quantidade de calor ¢ que entra, no periodo de

tempo entre ty e tg + 7. Isto é, a quantidade de calor que entra em xy e a quantidade de
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calor que sai em xg + ¢

to+7 to+7
q :/ q(wo, t)dt —/ q(zo + 8,t)dt

to to

— /tOM[q(xo, t) — q(zo + 0,1)]dt

to

totT ou ou
:/to [ KA (0, t) = (= nAax<x0+5,t))] dt

T Ty du
:/to kA {a (o +0,1) — ax(:vo,t)] dt.

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

To+0 52y, ou ou
([L’(), t)

0

Logo, a quantidade de calor ¢ que entra é dada por

to+7T  pxo+d 92u
q _/ / (x,t)dxdt. (4.3)

Por outro lado, a quantidade de calor absorvida ¢é diretamente proporcional ao
calor especifico da substancia ¢, a massa m e a variacao de temperatura AT. Sendo ¢
a quantidade de calor necessaria para elevar em 1°C' a temperatura de um grama dessa
substancia, com m dada pela multiplicacdo da drea A pela densidade da substancia p.
Logo,

x0+0 x0+0
q= / cpAATdx = / cpAlu(z, to + 1) — u(x, ty)]d.

o Zo

Entretanto, pelo Teorema Fundamental do Célculo, temos

to+T7
/ Ou —(z, t)dt = u(z,to + 7) — u(z, o).
’ ot

0

Sendo assim, ¢ também pode ser escrito como

to+7  rxo+o ou
q= / / cpA—(z, t)dzdt. (4.4)
to 20 ot

Entao, igualando as expressoes (4.3)) e (4.4]) para ¢, temos

to+7  rxo+o 92u to+7  rxo+o ou
/ / (x,t)dxdt = / / c,oAa (x,t)dxdt.
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Utilizando propriedades das integrais obtemos

to+1 z0+0 a2u 8u

Como a expressao (4.5)) é vélida para todo ty > 0, para todo 0 < xy < L e para todos os
7> 0e d > 0. Pela arbitrariedade desses pontos, podemos concluir que isso sé acontece

quando a expressao dentro da integral seja igual a zero para todo x e t, ou seja,

0?u ou
/{Aw(x, t) — cpAa(x,t) = 0.
Logo, reorganizando temos
ou (2.1) Kk 0%u (2.1)
—(z,t) = — = (x,1).
ot cpdx2’
Portanto, sendo a? = - (de dimensdes ¢m?/s) a constante de difusibilidade térmica,
cp
obtemos a equagao do calor
%) = 022w ) (16)
—(z,t) = a* = (x,1). .
ot or2"’

Esta equagao representa a lei de varia¢ao de temperatura u(z,t) numa barra uniforme com
a superficie lateral isolada termicamente. Dessa forma, a temperatura wu(z,t) da barra
obedece a equagao do calor.

Entretanto, esta equacao possui diversas solugoes, por exemplo, considerando a
fungao u(z,t) = ¢ ou u(x,t) = czx, com c constante, é notério que sao solugoes. Entao,
precisamos de outras condicoes em relacao a barra, em particular, a temperatura inicial
da barra e o que ocorre nas suas extremidades.

Uma vez que a distribuicao de temperatura deve depender da temperatura inicial

ao longo da barra, entao, a condicao inicial do problema ¢é dada por

u(z,0) = f(x),

com f :[0,L] — R uma fungdo dada que descreve a temperatura nos vérios pontos da
barra no instante ¢ = 0.

Por outro lado, também estamos interessados no que acontece nas extremidades da
barra, pois isto influéncia no valor de u(z,t). Entdo, vejamos que existem diversos tipos

de condicoes de fronteira para um problema de conducao do calor, a saber:
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(i) Extremidades Mantidas a Temperatura Conhecida. Neste caso, podemos ter as extre-
midade da barra mantidas a temperaturas constantes. Logo, temos as seguintes condigoes

de fronteira

u(0,t) = ho, u(L,t) = hy.

Sendo hg e hy temperaturas conhecidas. Ou ainda, podemos ter um caso mais complexo
0 ) )
quando se conhece a variacao de temperatura em uma ou em ambas as extremidades.

Assim, as condic¢oes de fronteira ficam
uw(0,t) = ho(t), wu(L,t) = hy(t).

Sendo hq(t) e hy(t) para t > 0 as temperaturas conhecidas.
(ii) Extremidades Isoladas Termicamente. Neste caso, as extremidades da barra estao
isoladas termicamente, ou seja, o fluxo de calor através de x = 0 e x = L sao nulos. Dali,

pela equagao (4.2]) obtemos que as condigdes fronteira sao

ou ou
%(O,t) = %(L,t) =0.

(iif) Outras Condigoes de Fronteira. Podemos ter o caso em que existe transferéncia
de calor entre as extremidades da barra e o meio ambiente. Neste caso, considere ug a

temperatura do meio ambiente, entao as condigoes de fronteiras sao regidas pela lei

ou ou

/{%(O, t) = e{u(0,t) — up}, —Iia—gj(L, t) = e{u(L,t) — up}.

Sendo e uma constante, dita emissividade, caracteristica do par constituido pelo mate-
rial da barra e pelo meio ambiente. Ou ainda, podemos ter uma combinacao de duas
quaisquer das condigoes anteriores, por exemplo, podemos ter uma extremidade com uma

temperatura conhecida enquanto a outra esta isolada termicamente, ou seja,

ou
u(0,6) =0, S(L,1) =0.
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4.2 O Problema da Conducao do Calor Com Condicoes de
Fronteira Homogénea

Nesta secao estudaremos um problema inicial de conducao do calor em uma barra,
considerando tanto suas condicoes de fronteira quanto suas condigoes iniciais. Utilizaremos
o método de Fourier para encontrar a solucao do problema e posteriormente determinar
sua unicidade.

Inicialmente, consideremos os conjuntos Z = {(z,t) € R0 < =z < L,t > 0} e
R = {(x,t) € R%;0 <z < L,t > 0}. Entao, o problema da condugao do calor em uma
barra de comprimento L, cujas extremidades sao mantidas a uma temperatura constante
de 0° e com uma distribuigao inicial de temperatura f(x), consiste em determinar uma

funcdo real u(z,t) definida em Z que satisfaca as seguintes condicdes:

ou ,0%u
E(m,t):oz @(z,t), t>0, 0<z<lL,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (4.7)

u(z,0) = f(z), 0<z<L.

Entretanto, antes de prosseguir, para determinar o candidato a solugao precisamos

do seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.5. Considere o sequinte problema de valor inicial:

O'x)+Ap(x) =0, 0<z<L

p(0) =0 =p(L). (4.8)

Entao, os autovalores A do problema (4.8) sdo sempre solugoes reais positivas.

Demonstracao. Note que queremos um valor de A\ para o qual o problema tenha
solugao nao trivial. Em particular, as solugoes nao triviais correspondentes sao as auto-
funcoes correspondentes ao autovalor .

Inicialmente, vamos admitir solugdes complexas, ou seja, se A € C é um autovalor e ¢

uma autofungao associada, ¢ € CZ((0, L)) N Cc([0, L]).
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Dai, como ¢” = —A\p existem os limites

lim ¢"(z) ==X lim ¢ = —A\p(0) =0,

z—0+ z—0t
lim ¢"(z) = =X lim ¢ = —Ap(L) = 0.
rz—L~ =L~

Por outro lado, como ¢ é continua em [0, L] segue que,

- A/Ow ¢(y)dy = lim ' ©"(y)dy = lim [¢'(z) — ¢'(a)],

a—0t J, a—07t

L b
- A / e(y)dy = lim [ ¢"(y)dy = lim [¢'(b) — ¢'(2)].
x b—L x b—L
Logo, existem os limites lim ¢'(a), lim ¢'(b).
a—0+ b—L—
Com essas propriedades podemos integrar as fungoes ¢” e ¢’ em [0, L], e com ¢” = —Ap

obtemos,

b

Aele) = (Aelp) = (=¢"lo) = —/0 ¢'(@)p(z)de = — lim | @"(z)p(z)de

Tomando u = @ e ¢"(z)dx = dv segue que du = ¢'(x)dx e ¢'(x) = v. Logo, integrando
por partes e utilizando o Lema temos

- [

a

L
~ lim ¢@W@Mx=—nm[¢@wm>
a—0T 0 a—0T
b—L— b—L~

=—nmwww@—¢@am+é|wmwx

a—07t
b—L~

:A|¢@Wm:4¢wsz0

L

Se A\ = 0, entao / |¢'(z)?dx = 0, ou seja, ¢'(x) = 0 e isso implica que para todo
0

x € [0, L] temos ¢(x) = ¢, com ¢ constante. Entretanto, ¢(0) =0 = (L), entao a tnica

solugao constante do problema (4.8]) seria ¢ = 0. Portanto, A(p|e) = (¢'|¢') > 0 implica

em A > 0. Além disso, A € R, pois

Aele) = (Mlp) = (—¢"|p) = (] — ") = Aelp).
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Assim, dando continuidade, para determinar o candidato a solucao do problema
[4.7 vamos utilizar o método da separagao de varidveis, ou seja, procuramos solugoes da
forma u(z,t) = F(z)G(t). Dai, note que da condigao de fronteira u(0,t) = u(L,t) =0
temos u(0,t) = F(0)G(t) =0 e u(L,t) = F(L)G(t) = 0.

Note que F(0) = F(L) = 0 para todo t > 0. De fato, suponha por contradi¢ao
que F(0) # 0. Entao, como u(0,t) = F(0)G(t) = 0 obtemos G(t) = 0, o que implica
em u(z,t) = 0. Desse modo, u(x,t) = 0 é solugdo da equacdo do calor e satisfaz as
condicoes de fronteira, entao para u ser solucao do PVIF , deve satisfazer também a
condigao inicial u(z,0) = f(z) e isso s6 ocorre quando f(z) = 0. Entretanto, ndo estamos
interessados em f(z) = 0, e portanto, F'(0) = 0 para todo ¢ > 0. E, de maneira andloga
obtemos F'(L) = 0 para todo ¢ > 0.

Por outro lado, queremos que u satisfaca a equacao do calor , entao vamos

calcular suas derivadas parciais. Logo,

Ju .
?(%t) = F(x)G'(t);
3 (& t) = F(@)G(0);
a2u iz

O nt) = P (@)

Dai, substituindo na equacao do calor (4.6) e admitindo que F'(z) e G(t) nunca se anulam,

obtemos
16 F'(z)
a2 G(t)  F(x)

F(2)G'(t) = ®F"(2)G(t) <=

Note que um lado esta apenas em funcao de x e o outro apenas em funcao de t, ou seja,
ambos os lados independem de x e de t e tém que serem iguais a uma mesma constante

que denotaremos por —A. Entao, obtemos as seguintes EDOs

F//(JZ) _ 17 T ) = T
o) A<= F'(2)+AF(z)=0, 0<z<L,
F(0) = F(L) =0, (4.9)
ég((f; =)\ < G(t)+ ’G(t) =0, t>0. (4.10)

Pelo Lema [4.5, a EDO (4.9) s6 tem solucéo ndo trivial se A for um real positivo. Entao,
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basta considerar A > 0 e a solucao geral real da EDO é da forma
F(z) = ¢; cos (VAz) + ¢ sin (VAz).
Sendo ¢ e ¢y constantes. Impondo as condic¢oes de contorno F'(0) = F(L) = 0 temos
0= F(0) = ¢; cos (VA0) + ¢y sin (VA0) <= ¢ = 0.
Por outro lado, como ¢; = 0 obtemos
F(L) = ¢1 cos (VAL) + ¢y sin (VAL) <= ¢ysin (VA)L = 0.

Como queremos ¢, # 0, impomos sin (vVAL) = 0, ou seja, VAL = nr, onde n é um inteiro

——— com n € N. Logo, \, sao os autovalores do problema

nao nulo, e portanto, A, = I

nwx
dado e F,(z) = ¢,sin (T) sao as autofungoes do problema dado, com z € [0, L] e
n € N, pois como a fungao seno é impar, os valores negativos de n implicariam em um
multiplo de Fj,.
22

Agora, analisaremos a EDO (4.10)). Temos \,, = n[j;
geral da EDO (4.10)) é da forma

com n € N, entao a solucao

Go(t) = dne ™ ™ /1

Sendo assim, para cada n € N, tomamos b, = ¢,d,, e obtemos para xz € [0,L] et >0 a

funcao

. nmx 2.2 2 2 . nmwx 2.2 2 2
Up(z,t) = ¢, sin <T>dne nrtatt/LT — ) sin (T>€ nirtatt/L7

Observagao 4.6. Por um momento, deixando de lado o rigor matemaético sobre os proble-
mas de convergeéncia e diferenciabilidade termo a termo, u,, satisfaz a equacao do calor,
pois

ou,, nre\ n?mla? s o 2,0

x,t) = —b sin(—> e T ett/LE,

ot (%) " L L2
ou nmw NTT\ 22,272
—;(:C,t) = Tbncos (—L )e nimatt/L7,

B)
82 " 2,2
852 (z,8) = _nLW bnsm<mx) e,
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ou 0*u . . .
Logo, 8tn (2,t) = a? 5 —(z,t). Ressaltamos que, mais adiante, veremos em quais condi-
x

¢oes isto é valido.

Observagao 4.7. Perceba que u, satisfaz as condigoes de contorno, pois

0
0= Un<0, t) = bn sin (n%) 6—7’127T2a2t/L2 _ bn sin (0)€_n 7r2a2t/L2
. nmlL —n2n2a2t/L? . —n?r2a2t/L?
0 =wu,(L,t) = b, sin I )¢ = b, sin (n7)e

Portanto, u,(0,t) = u,(L,t) = 0.

Dessa forma, pelo Principio da Superposicao, Proposicao|[2.13, a combinagao linear

de solucoes é também uma solucao. Em outras palavras,

£) =3 bue T gin (?) (4.11)
n=1

também satisfaz a equagao do calor e as condigoes de contorno. Entretanto, para resolver
o PVIF (4.7) a funcao (4.11]) deve satisfazer a condicao inicial, ou seja, para x € [0, L]

temos

f(x) = u(z,0) Zb —nimt a0/ (mrx) Zb sin <n7rx) (4.12)

Portanto, o candidato a solugdo do problema é a funcao u(x,t) definida em (4.11)), sendo
b, os coeficientes de Fourier da funcao (4.12)) dada em [0, L], e estendida para R de modo

a ser impar e periddica de periodo 2L. Logo,

= %/OL f(z)sin (?)dz

Além disso, como estamos com um PVIF precisamos relacionar a condi¢ao de contorno
e a condicao inicial. Neste caso, basta tomar ¢ = 0 na condicao de contorno e obtemos
f(0) = u(0,0) = 0 e f(L) = u(L,0) = 0, ou seja, f precisa satisfazer a condi¢do de
compatibilidade f(0) =0 = f(L) para = € [0, L].

Observagao 4.8. Perceba que nem toda funcao é uma solucao aceitavel para o problema,
pois queremos garantir que o problema seja bem posto, ou seja, garantir a existéncia e

unicidade da solugao, além da sua dependéncia nas condigoes de contorno e condigoes
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iniciais. Por exemplo, a funcao abaixo satisfaz o PVIF (4.7))

2001,¢t>0e0 <z <L,
w(@,t)=<¢ 0,t>0ex=00uz=0L,
flz),t=0e0<az<L.

2

ou o L,0% B B B
a(l‘,f;) =0=a o2 (x,t), u(0,t) = u(L,t) = 0 e u(z,0) = f(z). Entretanto,

os valores para ¢ > 0 nao tem nenhuma relagdo com os valores iniciais de f(z) nem com

De fato,

as condigoes de fronteira.

Desse modo, precisamos definir o que se entende por solugao do PVIF (4.7)) e, neste
caso, temos dois sentidos de solucao.
Definigao 4.9 (Sentido (I) de Solucdo do PVIF (#.7)). Uma funcdo u : Z — Z ¢é uma
— 0 0?
solugao do PVIF (4.7) se ela for continua em Z, se tiver derivadas parciais 8—1; e a—z em
x
Z, e se satisfaz as trés relagoes em (4.7)).

Apesar da defini¢ao anterior exigir que o dado inicial f(x) seja uma fungao continua
e f(0) = f(L) = 0, existem situagoes em que isso ndo ocorre, por exemplo, uma barra cuja
temperatura inicial é constante f(z) = 50°C". Ou ainda, duas barras do mesmo material,
uma a 50°C' e outra a 100°C' postas em contato por uma das extremidades, ao olharmos
como um sistema constituido de uma tnica barra, a temperatura inicial é uma funcao
descontinua.

Entao, para atender esse tipo de condigao inicial, precisamos abdicar da igualdade
de f(x) e sua série de Fourier. Entretanto, ainda podemos calcular os coeficientes de
Fourier para uma classe muito grande de funcoes f. Desse modo, considerando R =
{(x,t) € R%0 < x < L,t > 0}, definimos quando a funcao u(z,t) pode ser solugao do
PVIF em um sentido mais fraco.

Definigao 4.10 (Sentido (II) de Solucao do PVIF (4.7))). Uma fungao continua u : R — R
é uma solucao do PVIF (4.7) se para toda fungiao ¢ € SC([0, L]) tivermos

.
ou ,0%u
—_— = —_— L
at(x,t) aaxQ(x,t),t>0,0<x< ,
u(0,t) = u(L,t) =0, t >0, (4.13)

lim u(m,t)gp(a:)da::/o f(z)p(x)d.

t—0 0



Capitulo 4. Fquagao do Calor 101

Em outras palavras, a condicao inicial é satisfeita em um sentido médio, pois é me-
lhor falar de temperatura média na vizinhanga de um ponto = do que falar da temperatura

no proprio ponto.

Observacgao 4.11. Note que existe uma relacao entre as duas definigoes. Em particular,
a definicao é uma extensao da defini¢ao [£.9) Em outras palavras, se o PVIF possui
solugao do tipo I a solucao é do tipo II.

De fato, basta verificar que a terceira condicao em é satisfeita. Para isso,
considere p(z) uma funcéo seccionalmente continua e /;, com j = 1, ..., k intervalos disjun-
tos que formam uma partigao de [0, L] de modo que ¢ seja continua em cada um destes
intervalos. Dali, para cada I;, uma vez que u(x,t) e ¢(x) sdo continuas no compacto,
u(x,t)p(z) é uniformemente continua no conjunto {(z,t);x € I;,0 <t < 1} o que implica
em

lim 'u(x,t)go(x)dx: / limu(:v,t)go(x)d:v:/l. f(z)p(z)d.

t—0 t—0
I] Ij

Veremos a seguir que a nossa func¢ao u definida em (4.11]) é solu¢ao do PVIF (4.7)) no

sentido (II), mas na demonstragao desse fato precisaremos do seguinte resultado auxiliar.

Lema 4.12. Seja f € £*([0, L]). Entdo, para j =0,1,2, ..., as séries

Z nlepe O gin <?) (4.14)
n=1

e
Z 0 e T og <n_7[r/x> (4.15)
n=1

convergem uniformemente em qualquer sub-retangulo de R:
Ry ={(2,1);0< 2, <0 <2< L,0<t <t <ty < oo}
Demonstracao. De fato, Note que
2 [F nmwx
|cn| ‘L/o f(:z:)sm( 7 ) x

9 (L
Como f é .£2([0, L]), ela também ¢ ([0, L]), entdo existe constante M = I / |f(x)|dx
0

9 L
<7 | e




Capitulo 4. Fquagao do Calor 102

tal que |¢,| < M para todo n > 0. Logo,

njc e—n27r2a2t/L2 sin (TMTJJ)‘ < Mnje_n2ﬂ.2a2t1/L2
mn =
L
njc e—n27r2a2t/L2 oS <nﬂx>‘ < Mnje_n27r2a2tl/L2
n B < .
L
Tomando ¢ = w?a?t; /L? obtemos
j,—(n+1)%c j,—n?c—2no—0c
lim (n+1Ye lim (n+1)Ve
n—00 nJ 67n20. n—00 nje*”%
s _
_ lim (n+1)]6 nog Qnae o
n—00 njeanU
) (n + 1)]6—27106—0
= lim ;
n—00 nJ

1 J
= lim <n—|— > e e
n—oo n

1 J
= lim <1 + —> e e =0 < 1.
n

n—o0

Dessa forma, em virtude do teste da razao para séries numéricas garantimos a convergéncia
;. s 2.2 .2 2 ~ .

da série M Y > nle ™™ t/L% " Entao, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema , as

séries de fungoes (4.14)) e (4.15)) convergem uniformemente e absolutamente em %Z15. [

Desse modo, temos o primeiro resultado que garante a existéncia de solucao para

o PVIF (4.7) em um sentido mais fraco.

Teorema 4.13. Se f € £?([0, L)), entdo a expressao (A.11)) define uma funcio em 7 que
¢ solugao do PVIF (.7) no sentido (II).

Demonstracao. Note que pelo Lema , a convergeéncia uniforme da série (4.14)) para
j =0, em sub-retangulos Z1, implica que a expressao define uma funcao continua
em @, pois para cada n a série de fungoes é continua em todo ponto x € [0, L]. Entao,
basta mostrar que u definida em satisfaga as condigoes em (4.13)).

(i) u satisfaz a equagao do calor. De fato, pelo Lema , temos uma série de funcoes

continuamente diferencidvel e, pela Proposicao [1.47, podemos derivar termo a termo,
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consequentemente obtemos

a 2.2
(;Z (z,t) = —b,sin (_nza:) i 2204 “nirtalt/L,
0
2= Mo (")
9%u 22
52 —(z,t) = nLﬂ by, sin (_nza:)e_n matt/L?,
0 0?
O que nos garante que u satisfaz a equacao do calor a—? = 0428—2 em Z%.
x

(ii) u satisfaz as condigoes de contorno. Com efeito,

0 2.2 2 2 2.2 2
0= U(O,t) — bn sin (%) e—n mat/L — bn sin (0)6—71 mat/L
: nm L —n?m2a?t/1? . —n 7r2a2t/L2
0=u(L,t) = b,sin )¢ = b, sin (n7)e
L
(iii) Se ¢ € SC([0, L]), entao, u satisfaz Pn(l)/ u(z, t)p(xr)de = / f(z)p(x)dz. De fato,
—YJo

sejam d,, os coeficientes de Fourier de ¢(x) estendida como uma fungao impar e periddica

de periodo 2L. Entao, pela relagao (3.32) temos

> bud, = % /O f(@)p(z)dz. (4.16)

Por outro lado, para t > 0 temos

L L& nmtx
u:c,t@xdx:/ bpe T gin (2 ) o(z)d.
| et = 732 (") ote)

Pela convergéncia uniforme em x da série e para t > 0 fixado, obtemos

o0

/OL( Z n*rtalt/L%), /OLsin<?>gp(a:)da7

L 00 I I oo
—-n 7r2a2t/L2 _ = —-n 7r2012t/L2
/0 ulz, § bgdn=5 D ¢ bl (4.17)

= n=1

1
Sendo assim, usando 0 < (|a| + [b])* <= |a][b] < 5(&2 +b?), segue para t > 0

Z -n 772a2t/LQb d,

n=1

<Z\b ||, |<—[Zb2+2d2] < 0.
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Onde utilizamos a Desigualdade de Bessel para garantir a convergéncia das séries
da direita. Portanto, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema[I.44] a série do lado esquerdo
converge uniformemente e absolutamente em ¢ > 0. Entao, ela define uma fungao continua
em t, pois para cada n a série é continua em t > 0.

Por fim, pela convergéncia uniforme segue que

: —n?m2a?t/L? — : —n?m2a?t/1? —
Jimy e byd,, Jim e byd, ;bndn. (4.18)

n=1 n=1

Logo, por (4.16)), (4.17) e (4.18) segue que

L % % L
. T L —n?m2a?t/L? _ L —
lim u(z, t)p(x)de = tliglo ) E_l e bpd, = 5 E_l bpd, = /0 f(z)p(z)d.

t—00 0
Portanto, a expressao (4.11) define uma funcao em 7 que ¢é solucao do PVIF (4.7) no
sentido (II) [4.10 O

Observagao 4.14. Note que a expressao define uma funcao u(z, t) que é infinitamente
diferencigvel em % e consequentemente o fenomeno da conducao do calor é altamente
regularizador /suavizador. Em outras palavras, a condugao do calor em uma barra, dada
por uma fun¢ao quase arbitraria, tende rapidamente a se uniformizar e ser descrita por

uma funcao C*.

Com certas mudancas nas hipoteses da fungao f podemos garantir que u defi-
nida em (4.11)) é solu¢do do PVIF (4.7)) no sentido (I). Entretanto, antes de prosseguir

precisaremos do seguinte resultado auxiliar para a demonstracao do teorema.

Lema 4.15. Seja f : [0, L] — R uma fungdo continua com f(0) = f(L) = 0 estendida para
R de modo a ser impar e periddica de periodo 2L tal que a derivada f exista em [0, L] e

seja L?. Entao, a série dos coeficientes de Fourier de f converge absolutamente.

Demonstracao. Sejam b, os coeficientes de Fourier de f. Note que para garantir a con-

vergéncia da série
oo

> 1bal;

n=1
precisamos de uma expressao ligando b, com os coeficientes de Fourier de f’. Dessa

forma, como f é continua no compacto, entao é integravel. Logo, tomando u = f(z) e
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sin (m; )dm = dv temos du = f'(z)dz e — cos (%) = v e integrando por partes em b,

obtemos

/ f(x sm )dx
b, = {—z cos (?)%f(x)y: — %/OL — cos (?) %f’(m)dw

mrx
N mrL/ '« COS )d

Portanto, pela Proposicao|l.2} estendemos f’ como uma funcao par e periédica de periodo,

2L. Assim, a série de Fourier de f’ é da forma
. nmx
do + nz:l d,, cos <T>

Sendo d,, = / f'(z) cos < 7 )dcc os coeficientes de Fourier de f’. Consequentemente

L
b, = —d,. Entao,
nmw

] 00 L2
Zlbnlz 2W2Z_+ Zd2<oo
n=1 n

)
n=1

Pois, a primeira série é uma p-série com p > 1, ou seja, convergente. Enquanto que para

a segunda série, pela desigualdade de Bessel (3.22)) temos

00 9 L
Sd<g [ @l
n=1 0

Como por hipétese ' € £, a série também é convergente. Portanto, a série dos coefici-

entes de Fourier de f converge absolutamente. O]

Assim, temos o segundo resultado que garante a existéncia de solucao para o PVIF

@D

Teorema 4.16. Seja f : [0, L] — R uma fungao continua com f(0) = f(L) =0 e tal que
a derivada [ exista em [0, L] e seja £%. Entao, a expressio (4.11)) define uma fungao
continua em Z, que € solucdo do PV[F no sentido (I).

Demonstracao. Note que f é continua no compacto, ou seja, é limitada e integravel.
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Entao, pela Proposicao fé Z%([0,L]). Assim, pelo Teorema , a expressao
¢ solugao do PVIF no sentido (II). Dessa forma, basta provar que a expressao
define uma funcao continua em ¢ > 0.

De fato, pelo Lema m, para todo (x,t) € Z temos

o0 o0
Z be T gin (?) < Z |b,| < 0.
n=1 n=1

Portanto, pelo Teste de M. de Weierstrass, Teorema a expressao converge
uniformemente e absolutamente em . Além disso, como para cada n a série é continua
em Z, segue da Proposicao que ela define uma funcéo continua em Z. Sendo assim,
a expressao define uma funcao continua em % que é solucdo do PVIF ([&.7) no
sentido (I). O

Uma vez determinada a existéncia de solucao para o problema, estamos interes-
sados em garantir a unicidade dessa solugao. Para isto, introduziremos o Principio do
Maximo-Minimo, resultado fundamental no estudo das EDPs. Em geral, muitos proble-
mas possuem solugoes satisfazendo o Principio do Maximo-Minimo o que nos permite

obter informacoes sobre a prépria solucao.

Teorema 4.17 (Principio do Maximo-Minimo). Seja u(x,t) uma fung¢ao continua no re-
A — ou ,0%u

tangulo 1o = {(x,t);x1 < x < o, t; <t < 1o}, € tal que T Q EreL para x1 < T < Ty
x

ety <t <ty Entio, o mdzimo de u é assumido em um dos sequintes lados de Z:

h={z=2,ti <t <t}, b={v1 <z <x,t =t} ely ={v =2, <t <t}

Figura 4.3: Retangulo %1,
t

ty |-~

l l3

tlkiii ! l2 !

T ) X

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Demonstrag¢ao. Sejam M o valor maximo de u em #15 e m o maximo de v em A =

[y Uly Ul3, neste caso vamos mostrar que M = m.
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Suponha, por contradicao, que M > m, pois nao podemos ter m > M, uma vez que
A C Z1y. Dai, considere (zg,ty) € %12 — A, o ponto onde u(x,t) assume seu valor

maximo. Entao, para L = x5 — x1, definimos a seguinte funcao

_ 2
v(z,t) = u(x,t) + N (x — x0)°.
Dai, note que em A o maximo de u é m, ou seja,
M —m)L?
v(z,t) < m—i—l < M.

412

Por outro lado, v(xg,tg) = u(xg,tg) = M e consequentemente o valor maximo de v é

assumido em um ponto (Z,f) € #1, — A. Dai, calculando as derivadas parciais de v

obtemos
ov,_ - ou, -
a('xaﬂ - a('xaﬂ
ov, - Ou, -. M-—m
7 = (7 ) V-
o (7, 1) o (Z,t) + 1L (T — x9)
@(— z)_@(—g)+M_m
0x? b= 0x? © 202
Entao, como u satisfaz a equacao do calor temos
ov, . Ou, - Z 0%, , 0% s M—m , 0%,
a(l‘,t) = E(:c,t) =« @(x,t) =« @(az‘,t} —a s <a @(x,t).

O que é um absurdo, pois em virtude das condigoes de maximo para funcoes de varias
2

. . - ov,_ _ v, -
varidveis, no ponto de méximo (7, t), devemos ter E(E’ t)y=0e W(E’ t) < 0. Portanto,
T

u assume seu valor maximo em A, ou seja, M = m. [

Observagao 4.18. Note que o valor minimo também é atingido em A, pois —u também

satisfaz a equagao do calor e o minimo de u é igual a — max (—u).

Com este resultado, podemos garantir a unicidade da solu¢ao do sentido (I) e no

sentido (II), mais precisamente.

Teorema 4.19. Seja f uma fungdao definida em [0, L]. Entao, a solu¢ao do PVIF (4.7) no

sentido (I), caso exista, € unica.

Demonstra¢ao. Suponha que ui(x,t) e ug(z,t) sejam duas solugoes do PVIF (4.7) no
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sentido (I) M Entdo, u = uy — uy é uma funcdo continua em Z tal que

Ou _ OJup  Ouy 5 0%y o 0%y , 0%

ot ot ot 022 022 ¢ o2
U(O,t) = ul(()?t) - u2(07t) = O,

u(L,t) =ui(L,t) —us(L,t) =0,

u(z,0) = uy(x,0) — us(x,0) = f(x) — f(z) =0.

Isto é, u satisfaz o seguinte PVIF

du 50U
E(x,t)—oz @(I’,f), t>07 0<I'<L,

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

w(z,0)=0, 0<z<L,

Entdo, dado T > 0, u é continua no retangulo Z = {(z,t) € R%0< 2 < L,0<t < T}
e satisfaz a equacao do calor em 0 < x < L e 0 < t < T. Portanto, pelo Principio do
Méximo-Minimo, Teorema [4.17, obtemos 0 < u(x,t) < 0, para todo (r,t) € % e pela

arbitrariedade de 7' > 0 temos u(z,t) = 0, ou seja, ui(x,t) = us(x,t). ]

Teorema 4.20. Seja f uma fungio £*(|0, L)). Entao, a solugdo do PVIF (4.7) no sentido
(II) é dnica.

Demonstra¢ao. Demonstraremos que u é solucao para o PVIF no sentido (II) se, e
somente se, u ¢é igual a (4.11]).

Como visto anteriormente, a expressao ¢é solugao para o PVIF no sentido (II).
Entao, basta mostrar que se v for uma solucao do PVIF no sentido (II) ela é igual a
(4.11)).

De fato, para cada t > 0 fixado, a fungao u(x,t) é impar, periddica de periodo 2L, continua

e derivavel para z € [0, L]. Entao, para 0 < x < L e t > 0, segue que

(e, t) = ibn(t) sin (?)

o L
Sendo b,(t) = f/ u(zx,t)sin (nil;:v)dx os coeficientes de Fourier de u para cada t > 0
0

ou
fixado. Entao, como N é continua em t > 0 e z € [0, L], derivando em relacdo a t
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obtemos

, 2 [*ou . (NTx
b (t) = 7/ a(m,t) sin <T>d:c

Uma vez que u é solugao do PVIF [4.7] u satisfaz a equacao do calor, ou seja,

2 [1ou nwx 202 [T 0%u nwx
b;t:—/ —(z,t)sin | — |do = — ——(x,t)sin ( — )dx.
=1 | Frtwosn () (a,t)sin (“7°)

L ot L L J, 0x?
Dessa forma, tomand in (“75) ed O 1) temos d (F57)
rma, toman =sin ( — = m = ke i
essg orma, tomando u = s 7 ) e dv =55z, t)dz temos du = cos (—— | -dw e
v = —u(x, t). Entao, integrando 0/,(t) por partes obtemos

ox

202 [Ou a1 2 [Pou
= {%(x,t)sm <T>:|O —E . %([E,t)COS (T —Qax

_ 2a2n7r/L8u( " (mr:c)mrd
= = ) o z,t) cos (—— ) -du.

TL7T£L‘)TL7T

L

Dai, como u é solucao do PVIF temos u(0,t) = u(L,t) = 0. Entao, tomamos u =
0
cos (n_zx) e dv = 8—Z(:c,t)dx temos du = —sin <ﬂLx> %da: e v = u(x,t). Assim,

integrando b/ (t) por partes temos

2a°nm nrae\1L 2onm [T . [/nTT\NnT
b, (t) = T2 [U(xat) cos <T>]o — T/o u(z,t) sin (T)de

902n2n? [k
=— Q;T /0 u(z,t) sin (—m;x)da:

a’n’n?

Ou ainda, para t > 0 segue que

L) oafnPn?
bo(t) L2
b(t) a’n?r?
Jan= -
oa’n?rit
nba(t)) = ==z — +Pn
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com p, uma constante e 3, = eP». Logo, para 0 < x < L e t > 0 obtemos

)= D0 A sin (V).
n=1

mmnx

Isto é, basta mostrar que 3, = b,. Com efeito, multiplicando u por sin( > para

m > 1 fixado obtemos

u(w,t)sin (mﬂx) Z B~ T gin (_nzx) sin (m;rx)

Entao, integrando ambos os lados e utilizando a terceira relacao de ortogonalidade (i3.4)

obtemos

/OL u(z,t) sin (?)dm = /L ig —a?n?r?t/L? G (mlix> sin (mgx)dx

/ Bpe~ @ ML 2 (mzx)dx

_ﬂ - m27r2t/L2
m€

2

Portanto, quando ¢ — 0, obtemos
L
L
/ u(z,0) sin (mﬂa:)d:p = 2B, e im0/

fa Sln dr = fm
£ s ()

Assim, se u for uma solugao do PVIF no sentido (II) ela é igual a (4.11) o que

implica na unicidade da solucao. O]

Ainda como consequéncia do Principio do Méximo-Minimo [4.17, podemos analisar

a dependencia continua da solugao nos dados inciais do problema.

Teorema 4.21 (Continuidade da Solugdo Com os Dados Iniciais). Sejam fi(z) e fo(z)
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fungoes continuas em [0, L], para os quais os PVIF

du , 0%
E(x,t):a @(.’ﬂ,t), t>0, O0<zx<lL,

uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = fi(x), 0<az<IL,
para i = 1,2, tém solugdes uy e ug, no sentido (I1). Entdo,

max_|uy (2, 1) — us(w, )] < max |fi(z) - falx)].
(z,t)eZ z€[0,L]

Demonstragao. De fato, considere a fungao v(z,t) = uy(x,t) — us(x,t), que por sua vez é

continua em [0, L], pois ¢ a diferenga de fungoes continuas em [0, L]. Além disso,

v dui  Juy 5 0%y 5 0%y , 0%

ot ot ot " a2 Yoz oa?
U(O,t) = ul(()?t) - u2(07t) = 07
U(Lat) = U1<L,t) - UQ(Lvt) = 07

v(@,0) = uy(2,0) = ua(x,0) = fi(x) = fal@),

Isto é, v satisfaz o seguinte PVIF

v(0,t) =v(L,t) =0, t>0,
U(%,O):fl(l’>—f2($), ngglh

Sendo assim, dado 7' > 0, v é continua no retangulo Z = {(z,t) € R*0 < 2 < L,0 <
t < T} e satisfaz a equagao do calor em 0 < x < L e 0 <t < T. Logo, pelo Principio do
Méximo-Minimo, Teorema [£.17], temos

max |v(z,t)| < max |v(z,0)|
(:p,t)eﬁ xG[O,L]

max [u(z,t) — uz(z,t)] < max |fi(z) — fa(z)].
(z,t)ER z€[0,L]
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Em outras palavras, pequenas variagoes na condicao inicial acarretam pequenas
variacoes para cada t > 0 fixo na solugao final. Assim, com o teorema anterior e o préximo

lema podemos obter um novo teorema acerca da existéncia e unicidade de solugao do PVIF

ED).
Lema 4.22. A série
3 et/ iy (—nzx> sin (?) (4.19)

n=1

converge uniformemente em R X R x (0, +00).

Demonstragao. De fato, dado um € > 0, como a funcao exponencial é decrescente temos
2.2 2 2 nmwx . nmy 2.2 2 2
‘enﬂat/LSHl( >SIH<L>‘§€H7TOC6/L.

Considerando o = 72a?e/L* obtemos

—(n+1)2¢0
e~ (n+1) —n*o-2no—o+n’o| _ |imp }e"’@”“) =0<1.

n—o0

= lim |e
n—00

lim

2
n—00 g

e—TL

Logo, em virtude do teste da razao para séries numéricas garantimos a convergéncia da
série » 7, gmnimrale/L? Entao, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema a série de
funcoes converge uniformemente e absolutamente em R xR X [¢, +00), para qualquer
que seja € > 0, ou seja, converge uniformemente em R x R x (0, +00). ]

Note que no Teorema [4.16] a existéncia da solucao foi obtida por meio da hipdtese
de que f’ exista e seja £?([0, L]), enquanto que o préximo teorema exige um pouco menos
para garantir a existéncia da solucao.

Teorema 4.23. Seja f(x) uma fungao continua em [0, L] com f(0) = f(L) = 0. Entdo,
existe uma e somente uma solu¢ao do PVIF[{.7 no sentido (I).

Demonstracao. Note que precisamos apenas provar a existéncia da solucao, uma vez que
a unicidade é garantida pela aplica¢do do Teorema [£.19]

Com efeito, f é continua no compacto, ou seja, ¢ limitada e integravel. Entao, pela

Proposicao fé 2%([0,L]). Logo, pelo Teorema 4.13, o PVIF (4.7) possui solugio

no sentido (II), em particular, essa solucao é dada em 7 por

u(w,t) = Z bpe” T gin <_nzm>’
n=1
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com
2 [t . /nmy
bn = E/o f(y) sin (T)dy'

Uma vez que a série converge uniformemente em y, para (z,t) em % fixado, pela Propo-

sicao [1.48], a solugao u pode ser escrita como

u(z,t) = /OL [% i e Tt/ i (%) sin (%)] f(y)dy.

n=1

Como essa expressao ¢ valida para (z,t) € 7 , entao em % obtemos

ule, 1) = / G,y t)F(y)dy, (4.20)

sendo

G(z,y,t) =

2 (o)
25 (M) an (15)]

n=1
E mais, a fungdo G(z,y,t) é continua nas trés variaveis para t > 0, pois é o produto de
fungoes continuas e, pelo Lema [£.22] a série converge uniformemente, consequentemente,
a Proposicao garante a continuidade de G.

Por outro lado, tomamos uma sequéncia de funcoes continuamente diferencidveis fi(x),
com fx(0) = fr(L) = 0 tal que xrél[aaf] |f(x) — f(z)] — 0, quando k& — oo. Assim, para
cada k > 0 temos o seguinte PVIF

B 8?
8—1;(90,75) — 220, t>0, 0<z<lI,
u(0,t) =u(L,t) =0, t>0,

u(z,0) = fi(z), 0<z<L.

E em virtude do Teorema o PVIF possui solucdo uy, continua em Z. Dessa forma,

podemos expressar a solucio em % como
L
we.t) = [ Gl t) fulo)dy (4.21)
0
Logo, aplicando o Teorema [4.21] para k e [ inteiros, obtemos

max ug(x,t) — w(z, )| < max | fi(z) — fi(x)].
(z,t)ER z€[0,L]



Capitulo 4. Fquagao do Calor 114

Isto é, existe uma funcdo continua v(z,t) em Z tal que o seguinte limite é uniforme

lim wuy(z,t) = v(z,t). (4.22)

k—00

Dessa forma, como fj, converge uniformemente para f, quando k — oo, por (4.21)) e (4.22)

obtemos em @

o(e,t) = / Gy, )£ (y)dy. (4.23)

Portanto, (4.20) e (4.23]) implicam que u(z,t) = v(z,t), em . Além disso, (4.22) implica
que v(x,0) = f(x). Logo, a funcdo v(z,t), continua em %, é a solucdo do PVIF (&.7)) no
sentido (I). O

4.3 O Problema da Conducao do Calor Com Outras Con-
dicoes de Fronteira

Nesta secao, estamos interessados em estudar o problema da condugao do calor em
uma barra de comprimento L, cujas extremidades estao isoladas termicamente e possui
uma distribuic@o inicial de temperatura f(z). Consiste em determinar uma fungao real

u(z,t) definida em Z que satisfaca as seguintes condicoes:

du 50U

E(x,t):a @(I’,?ﬁ), t>0, 0<I<L,
ou ou

u(z,0) = f(z), 0<z<L.

Inicialmente vamos utilizar o método da separacao de variaveis para determinar o candi-
dato a solugao do problema. Isto é, procuramos solucoes da forma u(z,t) = F(x)G(t).

Calculando suas derivadas parciais obtemos

ou L
?(%t) = F(z)G'(t);
. ) = F(@)G0);
0*u

@(x, t) = F"(x)G(t).
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Dai, note ;ue da condicao de fronteira %(0, t) = %(L,t) = 0, temos %(0,1&) =
u

F'(0)G(t)=0ce .
Note que F’(0) = F'(L) = 0 para todo t > 0. De fato, suponha por contradi¢ao

0
que F’(0) # 0. Entao, como a—u(O,t) = F'(0)G(t) = 0 temos G(t) = 0 e consequente-
T

(L,t) = F'(L)G(t) = 0.

mente u(z,t) = 0. Sendo assim, u(z,t) = 0 é solugao da equagao do calor e satisfaz as
condicoes de fronteira, entao para u ser solucao do PVIF , deve satisfazer também a
condigao inicial u(z,0) = f(z) e isso s6 ocorre quando f(x) = 0. Entretanto, nao estamos
interessados em f(x) = 0 e, portanto, F'(0) = 0 para todo ¢t > 0. E, de maneira analoga
obtemos F'(L) = 0 para todo ¢ > 0.

Por outro lado, substituindo na equagao do calor temos F(z)G'(t) = o*F"(x)G(t).

Assim, e admitindo que F(x) e G(t) nunca se anulam, obtemos

o 2 g 1 G'(t)  F'(z)
F@)G'(t) = *F'@)G(0) = G =

Perceba que um lado esta apenas em funcao de x e o outro apenas em funcao de ¢, ou seja,
ambos os lados independem de x e de t e tém que serem iguais a uma mesma constante

que denotaremos por —A. Entao, obtemos as seguintes EDOs

F”(CL’) _ ae r) = T

o) AN <= F'(z)+AF(z)=0, 0<z<L,

F(0) = F/(L) = 0, (4.25)
é(éfff _ ) = G +APG() =0, 20, (4.26)

Note que de forma andloga ao Lema se A é um autovalor da EDO (4.25) com auto-

funcao F, sendo complexa ou nao, de classe C!, integrando de 0 a L temos

A/OL |F(z)|*de = A/OL F(z)F(z)dzx = — /OL F"(z)F(z)dz.

Dai, tomamos u = F(x) e dv = F"(z)dz, ou seja, du = F'(x)dx e v = F'(z). Entao,
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integrando por partes obtemos

A /0 P = — {F’(x)ﬁx) | OL - /0 ’ F’(x)F(x)’d:c]

- FWFD) + FOFO + [ F @@
_ /OL |F(2)dz > 0.

Portanto, A > 0 e analisaremos dois casos:
L
(i) Se A = 0, entao / |F'(z)*dz = 0 e como F deve satisfazer F'(0) = F'(L) = 0,
0
obtemos F’ = 0 e consequentemente F(z) = co.

(ii) Se A > 0, entao a solugao geral real da EDO é da forma
F(z) = ¢, cos (VAz) + ¢y sin (Vx).
Sendo ¢; e ¢y constantes, derivamos com relacao a x e obtemos
F'(z) = —e1VAsin (VAz) 4 ;v\ cos (VAz).
Dai, impondo as condigoes de contorno F'(0) = F(L) = 0 temos
F'(0) = =V Acy sin (VA0) + v/ A cos (VA0) <= ¢, = 0.
Por outro lado, como ¢; = 0 obtemos
F'(L) = —VAey sin (VAL) + ;v A cos (VAL) <= —VAeysin (VL) = 0.

Como queremos ¢, # 0, impomos sin (VAL) = 0, ou seja, VAL = nn, onde n é um
29

inteiro nao nulo, e portanto, A\, = comn = 0,1,.... Logo, A, sao os autovalores

2
do problema dado e F,(x) = ¢, cos (?) sao as autofuncoes do problema dado, com

re0,L]en=0,1,....
Por fim, analisaremos na EDO apenas os casos em que A nao resultou em
uma solucao identicamente nula. Isto é, os casos em que A =0 e A > 0. Logo,
(i) Se A =0, entao G'(t) = 0 e a solucao geral é da forma G(t) = ¢3. Sendo assim temos
)

a fungao ug(x,t) = coc3 = 5
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2.2

(ii) Se A = nL—Z comn =0,1,..., entdo a solucao geral da EDO (4.26]) é da forma
Gn(t) — d -n 7r2a2t/L2
Portanto, para cada n € N, tomamos a,, = ¢,d,, e obtemos para z € [0, L] e t > 0 a fungao

nmTx _ 2 2 2 nmx 222 2
u”(‘r7t>:CnCOS<T)dn6 nn2a’t/L _(InCOS( 7 >€ nwat/L'

Ou ainda,

a nu
up(z,t) = ?0 + a, cos (—)e_” /L2

Observagao 4.24. Por um momento, deixando de lado o rigor matemaético sobre os pro-

blemas de convergéncia e diferenciabilidade termo a termo, u,, satisfaz a equacao do calor,

pois
ou nra\ n?m2a? _ 2 2 2,0
—(x,t (zncos<—> —nimtett/L%,
ot (z,1) = L L2
Oy .
au (x,t) = —%an sin (—n2x>e’"2”2a2t/L2;
x
0%u,, n?m? nwx
52 (x,t) = ——7 ncOs (T>e’"2”2°‘2t/L2.
ou,, 282un . .
Logo, g —(z,t) = 92 (x,t). Ressaltamos que, mais adiante, teremos as condigoes nas

quais isso vale.

Observagao 4.25. Perceba que u,, satisfaz as condi¢oes de contorno, pois

6 n . 0 _m2.2.2 2 . _ 2.2 2
0— au (0 t) %anSIH <%)6 n*m?at/L :—Tansm(())e n?r2a?t/L :
ou nm nmlL 22024/ .2 nm 2 2 2
— n _ _ : R E ntrtalt/LP : —nrat/L
0 e (L,t) Lansm< 7 )e A a, sin (nm)e
ou,, ou,,
Portanto, —(0, ¢ L,t)=0.
ortanto, 891;( ) = 5 (L,t) =

Dessa forma, pelo Principio da Superposigao, Teorema [2.13] a combinagao linear

de solucoes é também uma solucao. Em outras palavras,

Zan —nintat/L? ("zx) (4.27)
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também satisfaz a equacao do calor e as condicoes de contorno. Contudo, para resolver
o PVIF (4.24) a funcao (4.27)) deve satisfazer a condigao inicial, ou seja, para x € [0, L]

temos

f(z) = u(zx,0) Zan —nimtat0/L% (o (?) = Zan cos (?) (4.28)

Portanto, o candidato a solugao do problema é a funcao u(x,t) definida em (4.11)), sendo
a,, os coeficientes de Fourier da funcao (4.12)) dada em [0, L], e estendida para R de modo

a ser impar e periddica de periodo 2L. Logo, paran = 0,1, ...

aozé/OLf(x)dx e an:%/OLf(x)cos<?>dx.

O teorema a seguir garante sob quais condigdes u definida em (|4.27]) é solucao para
o PVIF (4.24) em um sentido mais fraco.

Teorema 4.26. Sejam f € £%([0,L]) e f' seccionalmente diferencidvel em [0, L], com f'
estendida como uma fung¢ao impar e periddica de periodo 2L. Entdo, a expressao (4.27)
define uma fungao em % que € solugcdo do PVIF (4.24) no sentido (11).

Demonstra¢ao. Note que queremos que u, definida em (4.27)), satisfaca as condigoes (4.13]).
De fato, pelo Lema [£.12] temos uma série de fungoes continuamente diferencidvel e, pela

Proposi¢ao [[.47, podemos derivar termo a termo obtendo

ng(x t) = —an cos (—”7) "ZZZ‘“Z—"WWL%
0
a—Z(:v, t) = —n%an sin (_nzx)e_n mratt/12,
82 71271'2 nnx 220,24/ [,2
—n*ra*t/L
e Z(z t) = —] ~n COS <_L )e )
0 ,0”
Isto é, u satisfaz a equagao do calor 8_1; =« 8—126 em Z%.
x
Além disso,
6u nim . TZ7TO 7n27r2a2t/L2 nim . “n 7r2a2t/L2
0= %(O,t) =~ ansin | —— Je =~ Gasin (0)e :
0= ?(L,t) = —%an sin (—HZL)e_"QWQO‘Qt/LZ = —%an sin (n)e W™
x

Portanto, u satisfaz as condigdes de contorno. Por fim, note que se ¢ € SC(|0, L]), entao,
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L
u satisfaz lmol / u(z, t)p(x)de = / f(z)p(x)dz. De fato, sejam d,, os coeficientes de
ﬁ
0

Fourier de ¢(z) estendida como uma fun(;ao par e periddica de periodo 2L. Entao, pela
relacao (3.32) temos
Zandn = E/ f(z)p(z)d. (4.29)
n=1 0

Por outro lado, para t > 0 temos

L L
_ —n2n2a?t/L? @
/0 u(z, t)p(x)dx /0 nzzoan os( 7 )go(x)dx.

Pela convergéncia uniforme em x da série e para t > 0 fixado, obtemos

o

/OL (x, Z wimtatt/L? /OL cos <%)gp(m)dm

L S L
-n 7r2042t/L2 =
Jo vl Dot = 3o

L
L —n?n2a2t/L?
/0 u(z, t)p(r)dr 5 Ze A dy,. (4.30)

n=0
1
Dai, usando que 0 < (|a| + [b])? entdo |a||b] < §(a2 + b?), obtemos para t > 0

[e.e]

2 e 772a2t/L2

n=0

<Z]aan | <= [Za +Zd2] < 0.

Sendo a convergéncia das séries da direita obtidas a partir da Desigualdade de Bessel
(13.22). Desse modo, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema a série do lado esquerdo
converge uniformemente e absolutamente em ¢ > 0. Entao, ela define uma funcao continua
em t, pois para cada n a série é continua em t > 0.

Dessa forma, pela convergéncia uniforme temos

oo oo o0

lim emmimtatt/L2 ndy = lim e~ *t/L% ndn = Z apdy, (4.31)
t—o00 — — t—o00 o
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Logo, por (4.29), (4.30) e (4.31)) obtemos

L oo
. . L —n2n2a2t/L2
tlggo i u(z,t)p(z)de = thj?o 5 El e and,

- gzd - | r@s.

Portanto, a expressao (4.27) define uma fungao em % que é solucao do PVIF (4.24) no
sentido (II). O

Assim como visto na secao anterior, a partir de certas mudancas na hipdtese de f
podemos garantir a existéncia de solu¢ao no sentido (I), mas antes de prosseguir precisa-

mos de um resultado auxiliar para a demonstragao do teorema.

Lema 4.27. Seja f : [0, L] — R uma fungdo continua com f(0) = f(L) = 0 estendida para
R de modo a ser par e periodica de periodo 2L. E tal que a deriwada f exista em [0, L]
e seja seccionalmente continua. Entao, a série dos coeficientes de Fourier de f converge

absolutamente.

Demonstragao. Seja a,, os coeficientes de Fourier de f. Note que para garantir a conver-

gencia da série
o0
>~ lanl,
n=0

precisamos de uma expressao ligando a, com os coeficientes de Fourier de f’. Logo,

como f é continua no compacto, entao é integréavel. Entdo, tomando v = f(z) e dv =
nmwx , L . /nnx )

cos <T)dx temos du = f'(z)dx e v = — sin (T) e integrando por partes em [0, L]

nm

obtemos

Portanto, pela Proposicao [1.2} estendemos f’ como uma funcdo impar e periddica de



Capitulo 4. Fquagao do Calor 121

periodo, 2L. Assim, a série de Fourier de f’ é da forma
= nmw
dusin (%77).
> dsin (2
n=0

Sendo d,, / f(x s1n )dx os coeficientes de Fourier de f’. Consequentemente

ay = ——d Entao,
nmw

[eS) [eS) S
> lanl = <>
n=0 n=0

n=0

——d

__‘]d | < ;22Z%+%Zdi<oo.
n=0

Pois, a primeira série é uma p-série com p > 1, ou seja, convergente. Enquanto, para a

segunda série, pela desigualdade de Bessel temos

S 2 2 L ! 2
dod <= [ |f(x)da.
n=0 L 0

Como por hipdtese f’ é seccionalmente continua no compacto, entao é limitada e integravel
e, pela Proposicao temos [’ € £? e consequentemente a série converge. Portanto, a

série dos coeficientes de Fourier de f converge absolutamente. n

Desse modo, temos um outro resultado sobre a existéncia de solucao para o PVIF

(4.24)), sendo que este garante solugao no sentido (I).

Teorema 4.28. Seja f : [0, L] — R uma func¢ao continua com f(0) = f(L) = 0 tal que
a derivada [ exista em [0, L] e seja seccionalmente continua. Entdo, a expressao (4.27)

define uma fungdo continua em Z, que € solucio do PVIF ([#.24) no sentido (I).

Demonstracao. Note que f é continua no compacto, ou seja, é limitada e integravel.
Entao, pela Proposicao , f e £%(0,L]). Assim, pelo Teorema , a expressao
é solugao do PVIF ((4.24) no sentido (II) [£.10] Sendo assim, basta provar que a
expressao define uma funcao continua em ¢ > 0.

Com efeito, pelo Lema m, para todo (z,t) € Z temos

[e.o]

_n 7r2a2t/L2 (mm:)
Z an€ L

n=1

o
< Z la,| < oo.
n=1

Portanto, pelo Teste de M. de Weierstrass, Teorema a expressao (4.27)) converge
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uniformemente e absolutamente em . E mais, para cada n a série é continua em %,
entdo, pela Proposicio |1.46] a série define uma funcéo continua em Z.
Desse modo, a expressao (4.27) define uma funcao continua em % que ¢ solu¢ao do PVIF

no sentido (I) 4.9 O

Garantida a existéncia de solucao, a partir do Principio do Maximo-Minimo, Teo-

rema (4.17, podemos garantir a unicidade dessa solugao no sentido (I) e no sentido (II).

Teorema 4.29. Seja f uma fungdo definida em [0, L]. Entdo, a solu¢ao do PVIF (4.24)

no sentido (I), caso exista, é inica.

Demonstra¢ao. Suponha que uq(x,t) e ug(z,t) sejam duas solugoes do PVIF (4.24]) no

sentido (I) M Entdo, u = u; — uy é uma funcgio continua em Z e tal que

% . 8u1 _ 8uz o a282u1 _ a282u2 . 0(2@
ot ot ot Ox? or2  Ox?’
ou Oy Ouy o

%(Oat) = %(O,t) - 8_x<0’t> =0,

ou 0wy Ouy .

g([at) = 8_x<L’t> - %(L,t) =0,

u(z,0) = uy(x,0) — us(x,0) = f(x) — f(z) =0.

Isto é, u satisfaz o seguinte PVIF

ou L 0%u

E(x,t)—a @(I,'ﬁ), t>0, 0<I<L,
ou ou

3—x(0775) = %(LJ) =0, t>0,

w(z,0)=0, 0<z<0L.

Entdo, dado T > 0, u é continua no retangulo Z = {(z,t) e R”*0< 2 < L ,0<t < T}
e satisfaz a equacao do calorem 0 < x < L e 0 <t < T. Sendo assim, pelo Principio
do Méaximo-Minimo obtemos 0 < u(wz,t) < 0, V(r,t) € Z e pela arbitrariedade de

T > 0 temos u(z,t) = 0, ou seja, uy(z,t) = uz(z,t). O

Teorema 4.30. Seja f uma fungdo £*([0, L]). Entdo, a solugdo do PVIF (4.24) no sentido
(II) é inica.

Demonstra¢ao. Queremos mostrar que u é solugao para o PVIF (4.24)) no sentido (II) se,

e somente se, u é igual a (4.27)).
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Como demonstrado anteriormente, a expressao é solugao para o PVIF (4.24) no
sentido (IT). Assim, nos resta mostrar que se u for uma solugao do PVIF (4.24)) no sentido
(II) ela ¢ igual a ([£.27).

Com efeito, para cada t > 0 fixado a fungao u(x, t) é par, periddica de periodo 2L, continua

e derivavel para = € [0, L]. Entao, para 0 < x < L e t > 0 temos

u(z,t) = i a,(t) cos (nLLx>

9 (L
Sendo, para cada T" > 0 fixado, a,(t) = Z/ u(z,t) cos (?)dm os coeficientes de
0

. ou , . . -
Fourier de u. Uma vez que — ¢é continua em t > 0 e x € [0, L], derivando em relacao a

ot

t, obtemos
L), ot
Dai, como u é solugao do PVIF (4.24)), u satisfaz a equagao do calor, ou seja,

2 (Fou nwx 202 L 92y nwx

a, (t) = 7/ a(m,t) cos <T)daz =7 i @(x,t) cos <T>dx

o2
LOgOé tomando u = cos (?) e dv = a—lz(x,t)dx temos du = —sin (—m[ix)%dx e
v = 8_1:(93 ,t). Entao, utilizando que u é solucao do PVIF (4.24)) e satisfaz as condicoes de
0 0
contorno, ou seja, a_?ma t) = a—?([a t) = 0, integramos a/,(t) por partes e obtemos
20% [ Ju nra\1" 2 [Fou nmwIT\ nw
(1) 7 { at(l'a)COS i L—FL ; at(ﬂc,)sm - )T
202nm [* au( s <n7rx>n7rd
= —(z,t)sin | — ) —dz.
L2 Jy ot L)L
0
Novamente, tomando u = sin (?) e dv = a—Z(I,t)dx temos du = cos (_nzx) n%dx e

v =u(z,t). Assim, integrando a,(t) por partes temos

0 20°nm [ (2.)s (mm’ﬂfl 20°nm /L (2.1) (mrx)mrd
= 1n _— — _ ] —
a, 73 |l t)s 7)1, = ) u(z,t) cos (—— ) —~dz

2 22,2 L
_ 2o / u(w, ) cos (@)m
0 L

L3

o’n?nr?

L2

an(t).
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Ou ainda, para t > 0 segue que

a,(t)  on’m
an(t) L?
al (t) a’n’n?
dt = | — dt
Jawt=] "
a’n’nt
laa(t) =~ 4,
an(t) = Y€ —« n27r2t/L27

com 7y, = eP*. Logo, para 0 < z < L e t > 0 obtemos

> nmwx
)= DT cos (U7
n=0

mmnx
Dessa forma, basta mostrar que v, = a,. De fato, multiplicando u por cos (T)’ para

m > 1 fixado, temos

U(ZE, t) COS <mﬂ_$> Z/Yn —a n27r2t/L2 oS <7’LZI’) oS <m2x>

Entao, integrando ambos os lados e utilizando a segunda relagao de ortogonalidade (3.3])

obtemos

/OL u(x,t) cos (m )d:c = / Z»yn —anin?t/L? (erjx) cos (m;rx)dx

L
222 2 mmx
= Ym€ atmEmtt LT g2 (—)d:c
0 L

Portanto, quando ¢ — 0, obtemos

L
L 2.2 2
/ u(zx,0) cos (mT>dx = 27me_°‘ m*r0/L

flz COS dz = ym.
L[ e ()

Logo, a,, = Ym, em outras palavras, se u for uma solucao do PVIF (4.24]) no sentido (II)

ela é igual a (4.27)) e, consequentemente, a solugao é tnica. O
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Observagao 4.31. Um outro tipo de condicao de fronteira que podemos nos deparar sao
as chamadas condigoes de fronteira nao homogéneas, ou seja, quando a temperatura nas
extremidades é nao nula. Isto é, dadas as funcgoes f, hg e hy, o problema consiste em

determinar uma funcio real u(z,t) definida em % que satisfaca as seguintes condicoes:

ou 0%

- = a’— L

(,%(x,t) a a$2(:v,t), t>0, 0<z<lL,

uw(0,t) = ho(t), w(L,t)=hi(t), t>0, (4.32)

u(z,0) = f(z), 0<z<L.

A ideia central da resolucao consiste em utilizar uma mudanca de variavel e reduzi-lo
a outro problema de conducao de calor com condicoes de fronteira homogénea que ja
foram estudadas. Entretanto, apesar do novo problema possuir condi¢oes de fronteira
homogénea, ele possui o que chamamos de equagao do calor nao homogénea e para essa

equacao temos problemas distintos dos apresentados.
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Capitulo 5
Equacao de Laplace

A equacao de Laplace foi inicialmente introduzida no artigo de Euler, [I], em
1752, que trata de hidrodinamica. No entanto, a equacao recebeu o nome de Pierre-
Simon Laplace (1749-1827), em reconhecimento ao seu estudo aprofundado das solugoes
da equacao enquanto investigava a atragao gravitacional entre corpos no espagco em 1782.

A equacao de Laplace aparece em diversos problemas da fisica matematica e de
outras areas que nao dependem do tempo, uma vez que ela descreve processos estacio-
narios. Desse modo, apresentamos uma motivacao classica para o estudo da equacao de
Laplace a partir do problema da densidade de substancias, como discutido na referéncia
[9]. Em particular, neste momento, deixaremos de lado um rigor matemético mais formal,
focando em uma abordagem mais intuitiva.

Este modelo estd relacionado a densidade de uma substancia especifica, de den-
sidade u, que se encontra em equilibrio dentro de um corpo €2. Assim, para qualquer
subconjunto V' de 2, o fluxo de u ao longo de V é igual a zero. Isto é, considerando F' o

fluxo de densidade e n o vetor normal unitario em 0V segue que

/ F-ndS =0.
oV
Logo, pelo Teorema da Divergéncia temos que
/ V-FdX =0.
v

Assim, pela arbitrariedade de V', temos V - F' = div(F) = 0 em Q.

Por outro lado, em diversas aplicagoes fisicas, é natural que a densidade u se
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desloque da regiao de maior concentracao para a de menor concentracao. Dessa forma,
considerando ¢ > 0 a constante que representa as propriedades de condutividade do §2
obtemos

F=—-qVu <= V-F=—cq(V-Vu)=0.
Portanto, Au = 0, pois cq > 0.

Observagao 5.1. Ressaltamos que a hipotese de que F' = —cqVu com cq > 0 constante,
representa uma condicao de homogeneidade do corpo €2, pois estamos desprezando a pos-
sibilidade de meio heterogéneo. Entretanto, em problemas mais reais, se €2 é heterogéneo,

a constante cq é substituida por uma matriz a;;(X) definida positiva.

Desse modo, este capitulo estd dividido em trés subtopicos, sendo que nos dois
primeiros estamos interessados em estudar problemas de Dirichlet envolvendo a equagao
de Laplace, a saber: o problema de Dirichlet em um retangulo e o problema de Dirichlet
em um disco unitario. Enquanto no terceiro, utilizaremos o principio do maximo para

fungoes harmonicas a fim de garantir a unicidade da solugao para estes problemas.

5.1 O Problema de Dirichlet no Retangulo

Nesta secao estamos interessados em discutir o problema de Dirichlet cujo interior é
um retangulo, consequentemente a fronteira dessa regiao se compoe de quatro segmentos.
Assim sendo, seja f € C(99) dada e Q C R? o interior de um retangulo. Entao, temos o

seguinte problema:

Pu 02
Au = a—;;+8—;§ —0 em (0,a)x (0,b),
u(z,0) = fi(z), wu(z,b) = fo(x), =z €]0,q], (5.1)

u(0,y) = g1(y), ula,y) = g2(y), ye€[0,b].

Sendo fi, fo € C([0,a]) e g1,92 € C([0,b]) fungdes dadas, satisfazendo: f1(0) = ¢1(0),
fi(a) = g2(0), f2(0) = g2(b) e fa(a) = g2(b).
Com intuito de resolver este problema, precisamos transforma-lo em quatro proble-

mas de Dirichlet, sendo cada um deles com valor zero em trés das fungoes que aparecem

nas condigoes de contorno em (j5.1). Entao, a solugdo do problema (j5.1)) é a soma dessas
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outras quatro solucoes dos problemas parciais.

Desse modo, o problema geral se reduz a resolver isoladamente cada um dos
problemas parciais. Assim, a fim de solucionar o problema , focamos em um caso
particular, uma vez que os demais seguem de forma analoga.

Entao, seja 2 = (0,a) x (0,b) e que f se anula paray =0, y = b e z = 0, sendo
f € C([0,b]) e satisfazendo f(0) =0 = f(b). Entao, temos o seguinte problema

D*u  O*u
Au:@—i‘@—yQ:O em (O,CL)X(O,I)),
u(z,0) =u(x,b) =0, x€]0,al, (5.2)

u(0,y) =0, wula,y) = f(y), ye€l0,b].

Figura 5.1: Um caso particular do problema de Dirichlet em um retangulo

Y
b u=20
uw=20 Au =0 u= f(y)
w=0 a

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Para determinar o candidato a solucao do problema vamos utilizar o método da separacao
de variaveis, ou seja, procuramos solugoes da forma u(x,y) = X(x)Y (y). Assim, como

queremos que u satisfaca a equacao de Laplace, vamos calcular suas derivadas parciais.

Isto é,
o) = X (@)Y ()
) = X"@)Y ()
S (w0) = X(@Y ()
5 (0) = X@Y"(0)

Dai, substituindo na equagao de Laplace e admitindo que X (z) e Y (y) nunca se anulam
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obtemos
X'"(z)  Y'(y)

X(x) Y(y)

X"(@2)Y(y) = =X(@)Y"(y) —

Perceba que um lado depende apenas de x enquanto o outro depende apenas de y, ou
seja, ambos independem da variavel e nesse caso sao iguais a uma mesma constante que

denotaremos por A. Entao, obtemos as seguintes EDOs

X"(x) = AX(z) =0, em (0,a)
X(0) = 0. (5.3)

Y'(y)+ AY(y) =0, em (0,b)
Y(0)=0=Y(b). (5.4)

Pelo Lema , sabemos que o problema ([5.4)) s6 tem solugao nao trivial se A for um real

positivo. Entao, tomando A = o2 a solucao geral é da forma
Y (y) = c1cos (oy) + casin (oy).
Sendo ¢ e ¢y constantes. Impondo as condigoes de contorno Y (0) = Y (b) = 0 temos
0=Y(0) = ¢ cos (00) + ¢z 8in (00).
Entao, c; = 0 e, consequentemente,
Y (b) = cosin (ob).

Logo, ¢y sin (ob) = 0 e como queremos ¢ # 0 impomos sin (ob) = 0, ou seja, ob = nm com
n?m?
b2
Y, = B,sin (n%bry) comn € Ney € [0,b] sdo as autofungoes do problema (5.4)), pois

n € N. Portanto, A = 0% = = A, s@o os autovalores do problema (5.4 e as fungoes

como a funcao seno é impar, os valores negativos de n implicaria em um multiplo da Y,,.
22

Agora, analisaremos a EDO (j5.3). Temos \,, = nb—j > () entao a solucao da EDO
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é dada por

X(I) _ C3€UI + 64670'1 — C3€n7rz/b + C4efn7rx/b.

Logo, impondo a condigao de contorno X (0) = 0 obtemos ¢y, = —¢;. Sendo assim, usando

o fato de que 2sinh (t) = e’ — e~" temos

mrw)

X, =0C, (e"”/b — e’””/b) = 2C,, sinh (T )

Portanto, para cada k € N, tomamos D,, = B, C,, e obtemos

nmwr nmy

un(z,y) = D, sinh <T> sin (T)’

Observagao 5.2. Por um momento, deixando o rigor matematico sobre o problema de

convergéncia e diferenciabilidade termo a termo, u,, satisfaz a equagao de Laplace, pois

O (x,y) =D P cosh <n7r:v> sin (mry)

ox "b b b
0*u, n’r? nwx\ . (NTY
s (9) = Dapgsinb (555 ) sin ()

a(;;n (x,y) = Dnn—7r sinh <@> Cos (@>

b b b

0u, n’n? nmwxr\ . [Ny
Gy (o) = ~Dappsinh (55 ) sin (7).

2 2
0“u,  O0°u,

Ox? * Oy? =0.

Dessa forma,

Observacao 5.3. Note que u,, satisfaz as seguintes condicoes de contorno pois

0 = u,(x,0) = D, sinh <@> sin nr0
b b
nwx nmb

0 = wy(2,6) = Dy sinh (== ) sin (T)

- B ) nrQ\ . /nmy
O—un(O,y)—Dnsmh( 7 )sm( 7 )

Portanto, u,(x,0) = u,(z,b) = u,(0,y) = 0.

Sendo assim, pelo Principio da Superposicao [2.13] a combinacao linear de solugoes
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é também uma solucao, ou seja,

o0
- ) nmwxry\ . [Ny
u(z,y) = Z D,, sinh (T) sin (T)
n=1
também satisfaz a equagao de Laplace e as condigoes de contorno vistas acima. Entretanto,

para resolver o problema de Dirichlet ([5.2) precisamos que u satisfaga a condicao de

contorno nao homogénea para y € [0, b]. Logo, impondo u(a,y) = f(y) obtemos

fly) =u(a,y) = i D,, sinh <%> sin <n77bry)

n=1

Uma vez que queremos expressar f como uma série de Fourier tomamos

nio;bn sinh (%) = f(y) = nio; D, sinh <n7bra> sin <n7bry>

Dai, note que D,, sinh <7%m> é uma constante e a # 0, entao sinh (?) # 0. Logo, pela

Proposigao [3.8] a igualdade é vélida se os coeficientes coincidem, ou seja,

nmTa

b, = D, sinh (T)

Ou ainda,

Dy=—"
n nmwa

mh (55°)

S1n b

Portanto, para z € [0,a] e y € [0,b] o candidato a solu¢ao do problema (5.2)) é

dado por -
u(z,y) = 2 bnzzh E@; sin (n;ry) (5.5)

2 [ t
Sendo b,, = i / f(t)sin (%) dt, n € N os coeficientes de Fourier da funcao f definida
0

em [0, b] e estendida para todo o R de modo a ser impar e periddica de periodo 2b.

Observagao 5.4. Note que pelo teste da primeira derivada, a funcao seno hiperbdlico é
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estritamente crescente e, nesse caso, para todo x € [0, a| e para todo n € N temos

- sinh <nT7TO) sinh (n_7bm:> sinh <n_;ra> .

= < < =
i (7)o (52 o (%)

Portanto, a série (5.5 converge se a série de Fourier de f convergir.

Por outro lado, a convergéncia da série das derivadas é mais complicada e para
evitar a necessidade de muita diferenciabilidade de f vamos utilizar a expressao para b,

e reescrever ([5.5)) da seguinte forma

Sendo o
K(z,y,t) = %i :zh EE; sin (mbry) sin <nT7rt) (5.7)
" b

A partir de agora, nosso objetivo é obter resultados acerca da func¢ao K definida

em ([5.7)) que nos auxiliardo no principal teorema dessa segao.

Lema 5.5. A funcao K definida por (5.7)) estd em C*°([0,a] x R x R) e satisfaz a equagdo
2K 2

0°K
de Laplace, ou seja, Eel + 3_y2 = 0.

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que a série definida em (5.7)) converge uni-

formemente em [0,a — ¢] x R x R qualquer que seja ¢ € (0,a). De fato, considere

_ Tmx _ 7 . L .
0<7T= W <a= 7 entao pelo fato de que a exponencial é uma funcao crescente
obtemos

sinh (nT) €™ —e™™@ (1 — e 27) L—e aw

O < < - — = — - — 7’!7,(675)—7
~ sinh (n@) — en® —e @ ena(] — e—2n@) ¢ 1 — e 2na



Capitulo 5. FEquagao de Laplace 133

Portanto, se « € [0, a — €] temos

sinh <@> sinh (@>
b_/ gin (n;ry) sin (n_mf) < — b/ < @7,

o () )= o 5)

b2
2|

Como a funcao exponencial é estritamente crescente, obtemos

e—n(a—i) — efn(ﬁa/bfmr/b) < efn(mz/bfw(afs)/b) — efnws/b‘

Logo,
. nTL
b 281Hh< b >Sin nmy sin (nﬂ-t> <efn71'5/b
2 (b g (PTG ( b ) b )| '
Smh( 2 )

Dai, como a série Y e "™/® converge, pois é uma série geométrica com razdao menor que

um, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema [1.44] a série (5.7) converge uniformemente.

Uma vez que para cada n a série é continua em [0,a — €] x R X R, entdo, pela Proposigao
[1.46| K define uma funcdo continua em [0,a — £] x R x R qualquer que seja € € (0,a) e,
portanto, K € C([0,a] x R x R).

Por outro lado, para verificar a diferenciabilidade, derivando a série em relacao a x obte-

mos:

a—K(x t) = 2 0% <n_zx> sin (@) sin (n—m)
or YT T TR (%) b b )

t

Assim, como 2cosht = e’ +e7*, para z € [0,a — €], usando o fato da fun¢ao exponencial

ser estritamente crescente, obtemos

—2nE —2nmx /b
a_K($ Y t) < 271_71'6_”(6_5) Lhe™ = 2nm e_n(wa/b—wx/b)ﬁ
o YU S 5 1— ¢—2na b2 1 — ¢ 2nma/b
< —2n7refn(7m/b*7r(afs)/b) 1 4 e 2nrla=e)/b
b? 1 — e—2nma/b
P —— 2 pp—

2
Z ———
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Sendo C' e « constantes positivas. Além disso, derivando em relagao a t e a y obtemos:

0K on Sinh <@> nmwy nmt
E(x,y,t) = o <@) Sin< 2 ) Ccos <T)
0K o Sinh (%)

( ) (mry) . [ nmt
—(z,y,t) = cos (—|sin | — |.
oy Y P sinh (70 b b

b
E prosseguindo de maneira analoga ao caso de x obtemos que,

0K
< —Qan
‘—at (ac,y,t)' < Chne

aa—[y{(:v,y,t)' < Cne "

Uma vez que para ¢ € N temos

(n + 1)ie—a(n+1)

- < 1.
nzefom

= lim
n—oo

lim
n—oo

(1e0)
1+—] e
n

Logo, em virtude do teste da razao para séries numéricas, a série »_ n'e”*" converge,

entao, pelo Teste M. de Weierstrass, Teorema [I.44] as séries das derivadas

oK oK oK
a0 o © Xy

convergem uniformemente e absolutamente. Dessa forma, segue por inducao que se i € N,

com C e « contantes positivas obtemos

KK
oy’

K
ot

IK
oxt

< Cnle o,

< Cnfe ", ‘ < Cnfe ™, e ‘
Portanto, as séries das derivadas de qualquer ordem convergem uniformemente em [0, a —
e] x R x R. Usando indu¢do, o Teorema da derivacdo termo a termo para cada

variavel, e o fato de que ¢ € (0,a) é arbitrério, obtemos que K € C*([0,a) x R x R).
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Por fim, para qualquer k£ € N temos

8K 2 &\ pr Cosh (n_zl’) . (nmy\ . [nmt

oo ) EQTWW(T)M(T)
. NG

ST ) () ()

8 2 &, pr Sinh <$> nmy nmt

x y 5275111}1 (@) cos< 2 >sin (T)
PK 2 = n’r? Sil;h (n_zx) . (nmy\ . [nnt
8_3/2(x’y’t) =3 2 - <$> sin < 2 )sm (T)

PK  PK

Ox? + oy? =0 -

Isto é, K satisfaz a equagao de Laplace, pois

Lema 5.6. Seja f € C([0,b]) diferencidvel em (0,b) a menos de um nimero finito de
pontos com f" € SC([0,b]) e suponha f(0) =0 = f(b). Entao, a série em ({5.5) converge

uniformemente em [0,a] x [0,b]. Além disso,

w(z, ) /f K(z,y.)dt, ¥(z,y) € [0,a) x [0, 1] (5.8)

Demonstracao. Seja F a extensao impar e periddica de periodo 2b de f. Dessa forma
F € Cper(2b) e F' € SCper(2b), entdo, pelo Teorema [3.25] a série Y ¢, dos coeficientes de

Fourier complexos de F' converge absolutamente e uniformemente em R.
a, — by,
2
Fourier real é uma série de senos e, portanto, os coeficientes complexos satisfazem ¢, =

—% para todo n € Z \ {0}.

Por outro lado, como F é uma funcao impar e ¢, = , obtemos que a série de

E mais, como o seno é uma funcao impar e F' também é, pela Proposicao item (ii), o
produto entre elas é uma fungao par e como F(x) = f(z) para todo x € [0, b], utilizando

a Proposicao item (i), obtemos

b b
by = %/_bF(t) sin (%”) it — %/0 £(t)sin <”T”> dt.

Dai, pela convergéncia absoluta de Y ¢,, obtemos que a série »_ b, também converge
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absolutamente. Além disso, se (z,y) € [0,a] x [0, b] temos

, mry) <1b
sm( 2 < |by)-

Portanto, a série ((5.5)) converge uniformemente em [0, a] x [0, b].

sinh <$>
sinh (n%bra)

bn

Por fim, basta provar que a expressao (5.8)) é vélida. Para isto, fixado z € [0, a], tomamos
0<d<a—=xe, pelo Lema , a série (5.7), que define K, converge uniformemente em
[0,a —d] x Rx R ex € [0,a—0]. Logo, pela Proposicao [1.48, podemos trocar a ordem

da série com a integral, ou seja,

S

U(.T,y) = an

> sinh ﬂ)
el Sinh( )

= ’ ft)K(z,y,t)dt.
0

]

De posse desses resultados, temos as ferramentas necessarias para provar a exis-

téncia da solug@o para o problema ([5.2)), ou seja, demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 5.7. Seja f € C([0,b]) diferencidvel em (0,b) a menos de um nimero finito de
pontos com f" € SC([0,b]) e suponha f(0) =0 = f(b). Entdao a série em converge
uniformemente em [0, a] x [0,0], u € C(]0,a] x [0,0]) NC>([0,a) x [0,b]) e u € solugdo de
53.

Demonstracao. Note que, pelo Lema , a série em (5.5 converge uniformemente em
[0,a] x [0,b] e consequentemente u € C([0,a] x [0,b]). Por outro lado, pelo Lema [5.5]
K e c®(0.,a) xR x R) ¢ 25 4 ZK
a e
’ Ox? Oy?
expressao obtida no Lema [5.6] e indugao, obtemos u € C*([0, a] x [0,b]).

= 0. Entao, utilizando o Teorema |1.63, a
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E mais, para todo (z,y) € [0,a] x [0,b] temos

0%u 0%u b K 0PK
@(%y) + a—yg(%y) = /0 f(t) [(%2 (z,y,t) + a—yQ(%y,t) dt = 0.

Isto é, u satisfaz a equagao de Laplace. Além disso, como K, (x,0,t) =0, K,(x,b,t) =0e
K,(0,y,t) = 0 quaisquer que sejam n € N, x,y,t € R, u satisfaz as condigdes de contorno
emy=0,y=0exz=0. Por fim, como a série de Fourier de f converge uniformemente

em [0, b] entao u(a,y) = f(y) para todo y € [0,b]. Portanto, u é solugao de (j5.2)). O]

5.2 O Problema de Dirichlet no Disco Unitario

Nesta se¢ao nosso objetivo é resolver o seguinte problema de Dirichlet:

uc C*(Q)NC(Q),
Au=0 em £, (5.9)
u|aQ =fe C(@Q)

Sendo Q = {(z,y) € R% 2? + y* < 1} o disco unitdrio.

Figura 5.2: O problema de Dirichlet cujo interior é um disco unitario

Y

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Note que nao podemos aplicar diretamente o método de separagao de variaveis, pois so
podemos utilizar o método quando a regiao de interesse {2 pode ser escrita como um

produto cartesiano {2 = A x B.
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Entretanto, o disco aberto pode ser escrito como um produto cartesiano em coor-
denadas polares. Dessa forma, vamos reescrever o problema em coordenadas polares
com z = rcos (f) e y = rsin (), sendo 6 € [0,27) e r € [0,1), ou seja, 7 = /22 + 2 e se
x # 0 temos tan (0) = %, ou ainda, 6 = arctan (%)

Desse modo, quando r # 0, tomamos v(r,0) = u(z,y) e obtemos pela regra da

cadeia

Ou _dv _ v +
or 0z or ,/$2+y y +z2

oo ey, Lo y? Jov(
0x2 02 r2 \ a2 4 y? 2+x2 or \ (22 + y2)\/22 + 92 90 \ (y* + x?)?
Ou v

o _ov A

dy oy <x2+y> y+x

0%u

oy 8y2 8r2 x? —|—y 892 (y? + x2)? Or \ (22 +42)/22 + 12 90 \y2 +a2)°
Logo, usando r = \/z? + y? segue que

*u  Pu 0w 10% 10v
O=Bu=or o = a2 "o T rar (5.10)

Assim, definimos ¢g(#) = f(cos (0),sin (A)) e, consequentemente, g € Cpe,(27), pois as fun-

¢Oes componentes seno e cosseno sao Cy,(2m). Portanto, procuramos v(r, #) satisfazendo:

ve C*[0,1] x R)ynC(]0,1] x R),
v(r,0 +2m) =v(r,0), rel0,1], 6eR,

821} ov 0%
e +ra—+w—0, rel0,1, 0eR, (5.11)
v(1,0) = g(0).

Observacgao 5.8. Note que a mudanca de variavel nao modifica o tipo de equacao, conforme
a Proposigao [2.28] Além disso, a mudanga de coordenadas nao funciona bem na origem,
pois queremos que v seja de classe C? na origem com v(0,0) independente de 6. Além
disso, a complexidade da EDP em ¢ maior do que as trabalhadas anteriormente,

pois possui coeficientes varidveis que se anulam em r = 0.

A fim de determinar o candidato a solugao do problema ({5.11)), utilizando o mé-

todo da separagao de varidveis, procuramos solugoes da forma v(r,0) = p(r)y(6). Dali,
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substituindo na EDP obtemos

2 n ! " o rZQOII(T) + T(p’(?’) o —1/1"(9) _
re (1) (0) + 1 ()Y (0) + @ (r)e"(0) = 0 < ) =0 - A.

Perceba que um lado estd apenas em funcao de r e o outro apenas em funcao de 6 e

consequentemente eles sao iguais a uma constante \. Entao, obtemos as seguintes EDOs

P"(0) + Mp(0) =0,
W(0 + 2m) = (0), (5.12)

20" (r) +r¢'(r) — Ap(r) = 0. (5.13)

Note que prosseguindo de maneira andloga ao Lema se A é um autovalor de
(5.12) com autofuncao 1, sendo complexa ou nao, de classe C!, entdao integramos de 0 a

27 e obtemos:

A [ wpa=a [ o=~ [ oroima

Tomando u = ¥(t) e dv = ¢"(t)dt, ou seja, du = ' (t)dt e v = ¢'(t). Assim, integrando

por partes segue que:

" ”wwwwﬁ}

0 0

AA%W@ﬁﬁ:—Pﬁﬂa

o - 2m
=~/ (2m)0m) + VOO + [ v
2
— [ wopazo
0
Portanto, A > 0 e analisaremos dois casos:

2
(i) Se A = 0, entao / [/ (t)2dt = 0, ou seja, [¢'(t)|> = 0 o que implica que ¥(t) é

0
constante e é solucao de ((5.12]).
(ii) Se A > 0, entao a solugao geral da EDO em (5.12)) é dada por:

(0) = Ay cos <\/X9> + B sin (\/X@)
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Uma vez que, (0 4 27) = ¢ (0) entdo para todo # € R obtemos
A,y cos (\/X@ + 2\/X7r) + B, sin (\/XQ + 2\/X7r> = A, cos (\/XO) + B, sin <\/X9)

Logo, da periodicidade temos VA = n, e, nesse caso, basta considerar a raiz positiva, ou
seja, n € N. Portanto, os autovalores de (5.12)) sdao da forma n%,n € Z e as autofuncoes
associadas sao

n(0) = A, cos (nb) + B, sin (nd), n e N. (5.14)

Por outro lado, tomando A = n? na equacao ([5.13) obtemos

2. N

r2o" (r) +r¢'(r) — n*p(r) = 0. (5.15)

Entao, temos uma equacao de Euler de segunda ordem e para resolver vamos procurar
solugao da forma ¢(r) = r®, dai ¢'(r) = ar®™t e ¢"(r) = a(a — 1)r*2. Substituindo na
EDO obtemos a(a — 1)r® + ar® — n?r® = 0, ou ainda, a® —n? = 0 e isso implica que

a = +n. Logo, se n € N entao a solugao geral de ([5.15)) é da forma
on(r) = Cpr™ + Dyr".
Entretanto, no caso em que n = 0 tomamos w = ¢ na equagao ([5.15)) e obtemos

rw'(r) +w(r) =0

d
a(rw) =0
rw = cte
Dy
900(7“) =w= T

Dai, integrando ambos os lados em relagao a r segue que ¢o(r) = Co+ Do In (1) e, portanto,

a solucao geral de ([5.15)) é dada por

on(r)=Cpr+ Dyr™", neN

QOO(T’) = Co + DO In (7“)

Uma vez que estamos interessados em solugoes de ([5.11)) continuas em €2, queremos apenas
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as solugoes de ((5.15)) que sao continuas em r = 0, ou seja, as fungoes ¢,, com D,, = 0, pois
a fungdo In (r) nao estd definida em r = 0. Portanto, as solugoes de (5.15)) que estamos
interessados sao da forma

on(r) =Cpr", neN. (5.16)
Sendo assim, o candidato a solu¢ao do problema (5.11)) é dado por

U (1, 0) = @n(r)n(0) = pn(r) = Cr™ A, cos (nf) + By, sin (nd)]
= pn(r) = [A,C,, cos (n0) + B, C,, sin (nh)]r".

Ou ainda, tomando a,, = A,,C,, e b, = B, C,, obtemos
a R
v(r,0) = 50 + ;[an cos (nf) + by, sin (nh)]r".

Ainda podemos simplificar a expressao para v utilizando a forma complexa das séries de

Fourier, ou seja,

+oo
v(r,0) = Z el (5.17)

n=—oo

Por fim, impondo a condi¢ao v(1,6) = g(0), obtemos

Dessa forma, os coeficientes de Fourier complexos da funcao g sao dados por

1 ™

Cp = —
2 J_.

g(t)e ™ dt. (5.18)

Assim, usando a expressao para ¢, podemos reescrever v da seguinte forma

+0o0o
1 i ) )
v(r,0) = Z %/ g(t)e Mt dtemOrin]

1" =

=5 g(t) Z em(B—t)rnll dt
T Jx n=—o00
1

= /_ﬁ g(t)P(0 — t)dt = (g % P,)(0). (5.19)
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Note que P.(t) denota o nicleo de Poisson do disco unitario e é determinado por

—+00

P(t)= Y emhl. (5.20)

Agora, nosso objetivo é mostrar que v € C?([0,1) x R) e que v(r,8) — g(6)
uniformemente quando r — 1~ é solucao de (5.11). Pois, dessa forma, mostraremos que
u(z,y) = v(r,0) é solugdo do problema (5.9)). Entao, inicialmente vejamos propriedades

relacionadas a funcao P,.

Lema 5.9. A série P,(t) definida por (5.20) converge uniformemente e absolutamente.
Além disso,
1—r?

P.(t) = .
®) 1 —2rcos(t)+ 1?2

(5.21)

Demonstragdo. Como estamos no disco unitdrio temos |re| = |r|le"| < 1 e

—+o00

E ezntr\n|

n=—oo

+o00 n=0 +o00
< g il = E r’ + E r’.
—00 n=1

n=—oo

Sendo que ambas sao séries geométricas com razao 0 < r < 1, ou seja sao séries convergen-
tes. Entao, pelo Teste M. de Weierstrass, Teoremal[l.44] a série P, converge uniformemente

e absolutamente. Logo,

+oo
P.(t) = Z etyinl

ZZOO +oo
= Z (Teit)n + Z (Te_it)n
n=0 n=1

+oo +oo
=1+ Z (re“)n + Z (re_it)n .
n=1 n=1

Do mesmo modo, como estamos no disco unitario, as séries geométricas possuem razao

menor que um e convergem para seus respectivos limites, a saber:

+00 it +oo —it

i re i\ re
2 () = L) =

n=1 n=1
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Logo, das relagoes de Euler para o cosseno temos (3.23)) e, consequentemente,

P) =1+ ret N re”" 1—1r2
e 1 —reit 1 —re-it  1—2rcos(t)+7r?

]

Lema 5.10. Seja P(r,t) = P.(t), 0 < r < 1, t € R. Entdo, para cada r € [0,1) fizo
P(r,-) € Cper(2m), P € C=(]0,1) x R) com

0*P 10P 10%P

A o T .22
o Trar Trrae = (5:22)
em (0,1) x R. E mais, v € C*(]0,1) x R) e satisfaz
2 2
Ov  10v 181}:0’ (5.23)

o2 rar 12062
em (0,1) x R.
Demonstragao. Note que para cada r € [0, 1) fixo, P(r,-) definida por (5.21)) é Cy.,(27),
pois a funca@o cosseno é Cy.,(2m). Por outro lado, se 0 < r < 1 entdo

[1—2rcos(t) + 7% > [L+72] = [2rcos ()] > 1+ 72 —2r = (1 —7)° > 0.

Logo, da expressao ((5.21]) concluimos que de fato P € C*°([0, 1) x R), pois é o quociente

de fungoes infinitamente diferencidveis, com derivadas continuas e o denominador nunca

se anula em 0 < r < 1. Além disso,

OP  2r?cos (t) +2cos (t) — 4r

Or (1= 2rcos(t) +12)?
9*P  —4r®cos (t) 4+ 12r* — 12r cos (t) + 8 cos® (t) — 4
or? (1 —2rcos (t) + r?)3

OP  2risin(t) — 2rsin (t)
ot (1 —2rcos(t) +r2)2
9P 2r°cos (t) — 4r* cos? (t) — 8r* sin® (t) + 4r2cos(t) + 8r% sin® (t) — 2r cos (1)

ot? (1 —2rcos(t) +r?)3

o*’P 10P 109*P
Portanto, =l + P + 2 oE 0em (0,1) x R.

Por fim, como sabemos que P € C*°([0,1) x R) e usando a continuidade de g, juntamente

com o Teorema [I.63, podemos derivar sobre o sinal da integral infinitas vezes. Portanto,
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v e C>®([0,1) x R). Logo, se r € (0,1) temos

g?;+i§u+;23;: 217r/_7;g( ) [%if(rﬁ—t)—i—i%f(r,@—t)—i—;(z;tf(r,é—t) dt =0,
O
Lema 5.11. Quaisquer que sejam r € [0,1) e 6 € R,
P(r.0—t) = ﬁ Vt € R,
L pro— gy = L / PO t)dt = 1. (5.24)
2 ), 2 J_,

Em particular, P(r,t) >0 para (r,t) € [0,1) x R.

Demonstrag¢ao. Note que por meio das propriedades de nimeros complexos e por (|3.23))

obtemos

7"619 . ezt

|2 — (Teié‘ . eit)(re—ie . e—it)
— p2 et _it=it 4 g
=72 — (') 4 710Dy ]

=7?—2rcos (0 —t)+ 1.

Logo, para todo t € R temos

1—17r2 1—1r2

T 1—2rcos(0—t) 12 |re® — et

P(r,0 —t)

Por outro lado, para provar (5.24)) vamos reescrever a série que define P de outra forma.

Para isso, usamos o fato de P ser uma funcao real e o cosseno uma funcao par, entao

+oo +oo +oo
P(r,t) = Z emtyinl :R< Z emtr|"|> = Z cos (nt)r™!

n=—oo n=—oo n=—oo
+oo +oo
= Z cos (nt)r" + Z cos (—nt)r "
n=0 —n=1
+oo

=142 Z cos (nt)r".

n=1
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Dai, sejam r € [0,1) e § € R. Uma vez que o cosseno é uma funcao limitada segue que

+o00 +o0
Z cos (nt)r"| < Z r.
n=1 n=1

Entao, como temos uma série geométrica com razao r € [0, 1), ou seja, convergente, conse-
quentemente pelo teste M. de Weierstrass, Teorema[I.44] a série converge uniformemente
em [0, R] X R qualquer que seja R € [0,1).

Logo, tomando R >r et =60 —46', como a série converge uniformemente, pela Proposicao

[1.48] podemos integrar termo a termo e utilizando a periodicidade de P em fungao de ¢

obtemos
1 T 1 T+60
— [ P(r,0—0")d0' = — P(r, t)dt
2 J_. 21 ) _rie
1 ™
= — Pr t)dt
27T . (r7 )

™

T on -

1m0 R
=5 _th+;/7r;(:os(nt)r"dt

1" 1R ["
— dt + — t)yr'dt = 1.
+7THZ:;/_WCOS(7L )r

T or —7r

+oo
1+2 Z Ccos (nt)r”] dt
n=1

[
Lema 5.12. A fungdo v(r,0) converge uniformemente a g(0) quando r — 1~
Demonstrag¢ao. Note que queremos mostrar que dado € > 0 existe n > 0 tal que
O0<l—r<n = |u(r,d)—gd)] <e VOeR. (5.25)

Dessa forma, primeiro estimamos a diferenca v(r,6) — g(f). Entdo, pelo Lema [5.11]
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obtemos

or0) = 90) = 5 [ o@)P.0 ~ )8 — g(0)

—T

_ 1 ﬂmyﬂue—amy—gwyi/wfue—ymy

2 J_. 2 J_.
— o | RO-0)1900) - g(0))a0"
Logo,
0(,0) = 9(0)| = |5= [P0~ 00a(®) ~ 9(@))a0 < 5= [ Po—)lg#) ~ g(6)]as

Dai, como P, e g sao peridédicas de periodo 27, tomamos t = 6 — 6’ e obtemos

=90 < o [ BOlg-0- 9@t = 5 [ Polao-1-g@)at (50

- 27 — 40 2 -
Sendo que,
0 set#0,t¢e|—mm,
lim P,(t) = 7 | ]
ri +o0o set=0.

Portanto, para majorar a integral vamos dividir em duas, uma quando ¢ esta perto
de zero e outra quando t estd longe de zero.
Entao, seja ¢ > 0 arbitrario. Como ¢ é continua em um compacto [—7, 7] entdao é unifor-
memente continua, e mais, g é periddica de periodo 27. Logo, existe § > 0 tal que § < g
ef,0 €R,

W—9ﬂ<6::|ﬁ®—gWﬂ<g. (5.27)

Além disso, g é limitada, ou seja, existe M > 0 tal que |g(t)| < M, Vt € R.
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Utilizando a expressao (5.24), (5.26), (5.27) e o fato de que P, é par obtemos

0(0) ~ 90)| < 5 [ P(0)la(0 1) — g(0)]d1

_iré )
= o [P0 1) — gt + - / PADlg(0 =)= g(0)

L [P 0)lat0 1)~ g(0))at

Q/%PMwWWﬁ+é;/iRﬁﬂﬂe—ﬂ—waﬁ+;%AﬂRﬁﬂNMt

217;/_2 P,(t)dt + % [/_: Pr(t)dtJr/(;r Pr(t)dt]
o [ pwas L] [ eoea+ [ Rl

IN IN

NIMm N N M
)
3

Por outro lado, em 0 < 6 <t < 7 o cosseno é uma fungao decrescente, ou seja, cos (t) <

cos (8) o que implica em 1 — 2rcos (t) +r* > 1 — 2rcos (§) + 2. Isto é,

Pi= < T pw)
1 —2rcos(t)+1r2 T 1—2rcos(0) +r2 T
Logo,
2M [T
[o(r,0) = g(0)| < 5+ — | Pi(t)dt
2 ™ 5
2M [T
<+ 22 [ Pyt
2 ™ 5
e 2M
=—+—(r—0)PR.(6
< S 4 2MP()

B 1—r?
1 —2rcos(8) +r2

Entretanto, P,(0) — 0 quando  — 17. Perceba também que 6 nao

depende de 6 e, portanto, existe n >0 tal que 0 <1 —r <n = P,(0) < ﬁ Assim,
n depende e ¢, mas nao depende de 6. Portanto,
e €
0<l—r<n = |v(r,0)—gd)] <gts;=e Vo € R.
Isto é, v(r,#) converge uniformemente a g(#) quando r — 1~. ]

De posse desses resultados podemos demonstrar a existéncia de solucao para o
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problema (5.9)), mais precisamente.

Teorema 5.13. Sejam v(r,0) dada por (5.19) e u: Q — R definido por

(z.5) v(r,0) sex =rcos(f), y=rsin(f), 0 <r<1,0€eR,
u(z,y) =
f(z,y) sex® +y* = 1.

Entao u € solugao de (5.9)).

Demonstragao. De fato, os Lemas e juntamente com o fato de que P(r,-) é
periédica de periodo 27 e uma vez definido v(r,0) em r = 1 por v(1,0) = g(#), obtemos

que v é solugao de (j5.11)). Portanto, u(z,y) = v(r, @) é solucao do problema (5.9)). O

5.3 Principio do Maximo Para Fun¢coes Harmonicas

Nas secoes anteriores obtemos solugoes para os problemas de Dirichlet tanto no
retangulo quanto no disco unitario, no entanto nada foi dito em relagao a sua unicidade.
Desse modo, nesta se¢ao, temos como objetivo aplicar o principio do maximo para fungoes

harmonicas e obter a unicidade das solugoes.

Teorema 5.14 (Principio do Méximo Para Funcoes Harmonicas). Seja Q C R? um domi-
nio, ou seja, € aberto e conexo, e seja u : @ — R continua em Q e harménica em €.
Suponha que u atinge seu mdximo em 2, ou seja, existe & € Q tal que u(§) < u(&p),

qualquer que seja & € Q. Entdo, u é constante em ).

Demonstracao. Note que por hipdtese, u é limitada superiormente e atinge o maximo em
Q, ou seja, existe & € Q tal que M = u(&) = max{u(¢); € € Q}. Seja S = {€ € Qu(¢) =
M}. Entao, S # 0 e S é fechado em 2 uma vez que é a imagem inversa do fechado {M}
pela funcao continua u

Afirmagao: S é aberto em (Q, ou seja, dado £ € S entdao B({, R) C S. De fato,

seja & € S arbitrério e seja R > 0 tal que B(&; R) C 2. Como u é harmoénica em €2, pelo

Teorema do Valor Médio, Teorema [1.76] obtemos

1

M = -
8 =5g OB(ER)

uds, Vr e (0,R). (5.28)
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Dai, suponha por contradigao que B(§; R) ¢ S. Entao, existe n € B(§; R) tal que n ¢ S,
ou seja, u(n) < M = u(§). Logo, como u é continua, existe uma vizinhanca V' de n em

B(&R) tal que u < M em V.

Figura 5.3: Se u(n) < M = u(§), entdo existe uma vizinhanga V' de n com u < M

oy

Fonte: Produzido pelo autor (2025)

Por fim, tomando r = [ —n|, N = VNOB(; R), isso implica que u < M em N. Portanto,
para todo r € (0, R) obtemos

1 1
M:—/ uds:—(/ uds—l—/uds)
277 Jon &) 27 \Jon(en-N N

M 1

< — ds+ — [ uds
2mr Joper)-N 2mr
M

= — { / ds + / ds}
211 | Jop(er)-N N
M

M

2rr OB(&r) 2rr
Logo, M < M, o que é um absurdo. Sendo assim, B(§; R) € S e S é aberto. Como € é
conexo, S # () e S é aberto e fechado em 2, obtemos S = Q. Portanto, u é constante em

Q) e pela continuidade, u também é constante em . O

Observagao 5.15. Note que para o principio do minimo, basta aplicar o principio do

maximo para —u.

Observagao 5.16. Perceba que no teorema anterior, nao pedimos que o dominio €2 fosse
limitado e em geral, se o dominio {2 nao for limitado, a funcao pode nao ter maximo.
Entretanto, este fato nao contradiz o teorema, pois o que afirmamos é que se a funcao

atinge um maximo, esse maximo ¢ atingido em algum ponto da fronteira 0f2.
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Como consequéncia direta do principio do maximo para fungoes harmonicas obte-
mos a unicidade, em particular, da solucao dos problemas de Dirichlet no retangulo e no

disco unitério, pois as regides sao conjuntos conexos.

Coroldrio 5.17. Seja Q C R? um dominio limitado e sejam f € C(Q), g € C(09). Entdo

existe no mdzrimo uma solug¢ao para o problema

u € C*HQ)NO(Q),
Au=f em (5.29)

ulgn =g, em 0.

Demonstracdo. Sejam u, v solucdes de (5.29)) e defina w = u—v. Entao, w € C*(Q)NC(Q)
é harménica em €, pois Aw = A(u —v) = Au— Av = f— f = 0. Logo, w atinge
seu maximo e seu minimo em 0f). E mais, pelo Principio do Maximo Para Funcoes
Harménicas, Teorema (5.14)), temos w constante em Q e como w = (u—v) =

o0 o9

] =]
o0 o9
u=v. [

=g—g =0, ou seja, w ‘ oo = 0. Portanto, w = 0 e consequentemente
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Consideracoes Finais

Ao longo deste trabalho apresentamos a teoria das séries de Fourier como uma
ferramenta para o estudo das equagoes diferenciais parciais, em particular, na obtencao
de solucao para problemas envolvendo a equacao do calor e a equacao de Laplace. Notamos
que a expressao para a série de Fourier dependia das condigoes de fronteira e das condigoes
iniciais envolvidas no problemas, e que o estudo prévio da convergéncia destas séries foi
fundamental nos resultados acerca da solucao dos problemas.

Além disso, ao explorarmos o Principio do Maximo-Minimo percebemos a impor-
tancia deste resultado na teoria das EDPs, uma vez que diferentes problemas associados
a EDPs tem solugoes satisfazendo este principio.

Portanto, com a finalizacao do trabalho alcancamos os objetivos inicialmente elen-
cados, percebendo a relevancia das séries de Fourier no estudo das equacgoes diferenciais
parciais e a aplicabilidade destas equagoes na modelagem de fenomenos fisicos reais, evi-

denciando assim a importancia do estudo desta teoria.
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