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Resumo

Por meio desse trabalho, objetivo estudar as propriedades de separabilidade, re-
flexividade, completude e dualidade dos espagos LP(X, 3, ) com 1 < p < oco. Para este
estudo, no Capitulo 1, trataremos, sobre conceitos prévios, que servirao como base na
demonstracao de futuros resultados, destacando aqui o conceito de completude de um es-
paco métrico e algumas de suas caracteristicas. Apos isso, ja no Capitulo 2, abordaremos
0 que vem a ser um espaco separavel e também reflexivo, bem como serao apresentadas
algumas de suas principais propriedades. Por ultimo, e nao menos importante, para a
construcao do presente trabalho, apresentaremos o estudo feito acerca dos espacos de Le-
besgue, visando com isso, verificar ou nao, as propriedades de completude, separabilidade
e reflexividade.

Palavras-Chave: Completude, Separabilidade, Reflexividade, Isomorfismo, Espacos de
Lebesgue.



Abstract

Through this work, I aim to study the properties of separability, reflexivity, com-
pleteness, and duality of the spaces L,(X, %, p) with 1 < p < oco. For this study, in
Chapter 1, we will address preliminary concepts that will serve as a basis in demonstra-
ting future results, highlighting the concept of completeness of a metric space and some
of its characteristics. Following this, in Chapter 2, we will discuss what a separable and
reflexive space entails, as well as present some of their main properties. Lastly, and not
least importantly, for the construction of this work, we will present the study carried out
on Lebesgue spaces, aiming to verify the properties of completeness, separability, and
reflexivity.

KeyWords: Completeness, Separability, Reflexivity, Isomorphism, Lebesgue Spaces.
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Lista de Notacoes

int X denota o conjunto dos pontos interiores de X;

X denota o conjunto dos pontos aderentes a X

0X denota o conjunto dos pontos de fronteira de X;
G(f)={(z, f(z)) € X XY :x € X} representa o grafico da funcao f: X — Y,
d(x,y) indica a distancia de x para y;

| - | representa o valor absoluto em R;

|| - || representa uma norma;

dx denota, a métrica do conjunto X;

| - [[x denota, a norma no conjunto X;

| - ||, denota a norma p no espago LP(X, %, p);

|| - [, denota a norma oo no espago L™ (X, %, u);

B(a;7) denota a bola aberta de centro a e raio r;

Bla; r] denota a bola fechada de centro a e raio r;

Sla; r] denota a esfera de centro a e raio r;

diam X denota o diametro de X;

SX;M)={f:X — M : f éuma fungao};
B(X;M)={f:X — M: f¢éuma fungao limitada};
C(X;M)={f:X — M,; f éuma funcao continua}
Co(Xs;M)={f: X — M; f é uma func¢do continua e limitada}

£ e 9 denotam constantes positivas;



Lista de Notacoes

e 1, — x indica que a sequéncia (z,) converge para o ponto x;

L(E,F)={f:FE — F: f ¢linear e continua};

E’ denota o dual de um espago normado F;

E” denota o bidual de um espago normado F;

e dim(F) denota a dimensao do espago vetorial E;



Introducao

Peano, em 1888, estabeleceu, pela primeira vez na histéria, os axiomas de espaco
vetorial. Enquanto que, por sua vez, H. Weber apresentou, em 1893, a defini¢ao abstrata
de corpo. Ja no principio do século XX, exatamente em 1901, S. Pincherle, com a co-
laboracao do seu aluno U. Amaldi, escreveu o primeiro livro sobre os espacgos vetoriais,
onde j4 abordava sobre alguns espacos de funcdes. E importante considerar que seu livro
tratava de funcoes definidas em conjunto de funcoes; diferenciando-se do Calculo, que
trata de fungoes definidas em conjuntos numéricos. Assim, Pincherle nomeou seu estudo
por Célculo Funcional. Um pouco mais adiante, ja em 1903, tivemos a no¢ao de funcional,
nomeado por J. Hadamard, como transformacao linear a valores no corpo de escalares.
Anos apos, P. Lévy, em 1922, apresentou em seu livro o nome que segue a disciplina até
hoje: Anélise Funcional.

A Analise Funcional é o ramo da matematica que estende as nocoes da Algebra
Linear a espagos de dimensao infinita e que esta diretamente interessada nos estudos de
transformacoes lineares continuas nesses espacos. Na Algebra Linear, naturalmente, temos
que as transformagoes lineares entre os espagos vetoriais sao continuas, pois tais espagos
possuem dimensao finita e como ja sabemos, toda transformacao linear entre espagcos
de dimensdo finita é continua. E natural que na Algebra Linear os espacos possuam
dimensao finita, pois o carro chefe dessa area sao as matrizes, e o espago das matrizes é
isomorfo ao R™*". Com o avangar da matematica, surgiram problemas cujas solugoes se
encontravam em espagos de dimensao infinita, dai surge a necessidade de entender tais
espacos e suas propriedades, bem como se comportam as aplicagoes lineares, pois nem
todas eram continuas nesses espagos.

N. Wiener, E. Helly, S. Banach e H. Hahn, entre os anos de 1920 a 1922, apresen-
taram os axiomas de norma em seus trabalhos. Algumas implica¢oes surgiram até que
chegéssemos aos axiomas que conhecemos hoje em dia. Wiener apresentou axiomas con-
fusos, Helly nao preocupou-se com a definicao da norma em todos os elementos do espaco
e Hahn foi além e propos varias exigéncias além do necessario, inclusive até a completude.
Dessa forma, apenas Banach, apos um excelente trabalho de abstracao partindo dos pro-
blemas concretos estudados por Hadamard e Volterra, exp6s, em sua tese defendida em
1920 e publicada em 1922, os axiomas da forma que sao conhecidos até hoje. Os espagos

normados completos foram referidos por Banach e seus colegas poloneses como espagos
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de tipo B. Poucos anos depois, em 1928, o matematico francés M. Fréchet consolidou o
termo espago de Banach.

Em 1921, a partir da constatacao de Helly que o mergulho canoénico do espaco ¢
das sequéncias convergentes com a norma || - ||« no seu bidual néo é sobrejetor, surgiu a
nocao de reflexividade. A partir disso, Hahn observou que a separacao entre a classe dos
espagos para qual o mergulho canénico é sobrejetor era fundamental e assim fez em 1927.
Dessa forma, Hahn chamou esses espacos de regulares. Infelizmente nao foi um termo
bem sucedido, visto que aparece em outros contextos. Mas, em 1939 E. Lorch, nomeou o
termo como espago reflexivo.

Com o avanc¢o da matemaética se fez necessario estender o conceito de integral,
segundo Riemann, que nos é apresentada nos cursos de Calculo. Por exemplo, alguns
estudos em que se busca estabelecer a existéncia de solugoes fracas para uma certa classe
de Equacgoes Diferenciais Parciais, o conceito de integral de Riemann é insuficiente, dai
com base nos escritos de Henri Lebesgue (1875-1941), é definida a integral de Lebesgue,
que apresenta algumas vantagens com respeito a integral de Riemann, sobretudo no que se
refere ao processo de limite. Em consequéncia da integral de Lebesgue surgem os espagos
de Lebesgue LP(X, %, ).

Tendo em vista esse processo historico, pretendemos estudar os espacos de Lebes-
gue LP(X, % 1), com 1 < p < oo, com respeito a completude, separabilidade, reflexibili-
dade e dualidade. Assim, dividimos este trabalho em trés capitulos. No primeiro capitulo,
fazemos um aparato de todas as defini¢oes e resultados preliminares que, de alguma forma,
sao importantes para tornar este trabalho independente. Bem como fazemos um estudo
a respeito dos espacos métricos completos e do espago dual de um espago normado. No
segundo capitulo hé a definicao de espacos separéveis e suas propriedades, assim como,
os espacos reflexiveis e suas propriedades. E, por fim, no terceiro capitulo, faremos uma
conexao de tudo que foi visto e aplicaremos tais conceitos e propriedades nos espacos de
Lebesgue LP(X, ¥, 1), para 1 < p < oc.
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Capitulo 1

Conceitos e resultados preliminares

Com o objetivo de tornar a monografia autossuficiente, o primeiro capitulo seréa
para dar base aos proximos capitulos. Ou seja, nesse capitulo estao presentes resultados e
defini¢oes que sao fundamentais para o entedimento de proposigoes e teoremas exibidos nos
proximos capitulos. Sabendo disso, nem todos os resultados se encontram demonstrados

aqui, mas o leitor interessado podera encontra-los em [6].

1.1 Espacgos Métricos

Comecaremos com uma abordagem a respeito dos espacos métricos.

Definicao 1. Sejam M um conjunto nao vazio e d : M x M — R uma func¢ao. Dizemos

que d é uma métrica se satisfaz as seguintes propriedades:
1) d(z,x) =0V z,y € M;
2) Se x # y, entao d(z,y) >0V x,y € M,
3) d(z,y) =d(y,z) ¥V x,y € M,
4) d(z,y) < d(z,z)+d(y,z) V x,y,z € M. (desigualdade do triangulo)

Definigao 2. Um espago métrico é um par (M, d) onde M é um conjunto nao-vazio e d

uma métrica em M.

Definigao 3. Se (M, d) é um espago métrico, todo subconjunto S C M pode ser consi-

derado um espago métrico, basta tomar a restricao d|sxs-

Exemplo 1. Considere a reta R e d(x,y) = |z — gy, para quaisquer z,y € R. E facil

verificar que d satisfaz as condi¢bes de métrica, dessa forma, (R, d) é um espago métrico.

Exemplo 2. Outro exemplo de espago métrico, também bastante conhecido, é o espaco
euclidiano R™, munido com qualquer uma das trés normas abaixo:

Dados z = (21, ..., xn) € Y = (Y1, -+, Yn)



Capitulo 1. Conceitos e resultados preliminares 12

o dlz,y)=/(t1 — )2+ ..+ (Tp —yn)2 = [Z(xz - yi)zl ( métrica euclidiana);

i=1
o d(x,y)=lr1— |+ ...+ |Tn —yn| = Z |z; — y;| (métrica da soma);
i=1

o d"(x,y) = max{|z1 — 1|, ..., |Tn — Yn|} = max |z; — y;| ( métrica do méximo).

d, d' e d” satisfazem as condigoes 1), 2) e 3) na Definicao 1.

Partindo para o conceito de Bolas e Esferas, temos importantes defini¢oes e
proposicoes que serao de grande utilidade mais a frente. Dessa forma, sejam a € M
er > 0, onde M é um espago métrico. Os conjuntos B(a,r) = {z € M;d(a,z) < r},
Bla,r| = {x € M;d(a,x) <r} e S(a,r) = {x € M;d(a,z) =r} sdo chamados de bola

aberta, bola fechada e esfera de centro a e raio r, respectivamente.
Exemplo 3. No plano R?, utilizando d,d’ e d” como no Exemplo , temos que Bla, ]
com respeito a:

1 - d serd um circulo de raio r e centro em a;

2 - d' serd um quadrilatero com suas diagonais paralelas aos eixos do plano;

3 - d” serd um quadrado com lados paralelos aos eixos do plano.

Vejamos na seguinte figura como ficam respectivamente as bolas d, d’ e d” no R?:

Denotaremos o espago métrico (M, d) apenas por M.

Exemplo 4. Sejam (M;,d;), com i = 1,...,n espagos métricos. Entao o produto carte-
siano M = M; x ... x M,, tomando a métrica d(x,y) = maxd(z;,y;) com i =1,...,n é
um espaco métrico. Com essa métrica as bolas em M sao produtos cartesianos de bolas

nos fatores M;:
B(a,r) = B(ay,r) X B(ag,r) X ... X B(a,,T)

Definigao 4. Seja M um espago métrico. Um ponto a € M chama-se um ponto isolado
de M quando existe r > 0, tal que B(a,7) N M —{a} = 2.

Definicao 5. Um espago métrico M é dito discreto quando todos seus pontos sao isolados.
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Uma importante utilidade da noc¢ao de distancia é a definicao de limitacao, que

também veremos como iré funcionar em espagos gerais, como os espagos métricos.

Definicao 6. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se limitado quando
existe uma constante ¢ > 0 tal que d(z,y) < ¢, para quaisquer z,y € X. O menor desses
valores ¢ sera chamado de diametro de X (diam(X)). Uma vez que para todo z,y € X,

d(z,y) < c. Temos que ¢ é uma cota superior do conjunto das distancias, assim:
diam(X) = sup {d(z,y);z,y € X}.

Entao, dada a defini¢ao, vejamos alguns exemplos e proposicoes.
Exemplo 5. Bolas abertas ou fechadas e esferas sao conjuntos limitados.

Exemplo 6. Um espago vetorial normado E # {0} ndo pode ser limitado. Com efeito,

para todo ¢ > 0, dado z # 0 em E podemos tomar o vetor x, = 2C.H§—”, dessa forma temos

que ||z.|| = 2e. |

Proposicao 1.1. Um subconjunto X de um espago métrico M ¢é limitado se, e somente

se, X estiwer contido em alguma bola de M.

Demonstragao. <) Seja X C M, onde M é um espago métrico. Se X # & esta contido
em Bla,r] C M, entdo X é um subconjunto de um conjunto limitado, logo X é limitado.
= )Afirmagao: Se X ¢ limitado, entdo X C B(a,2c¢). Com efeito, se X é um subconjunto
limitado do espago métrico M, entao fixado a € X arbitrario, tem-se que para todo x € X
d(a,z) < ¢, dessa forma x € Bla, | C B(a,2c). Logo X C B(a,2c). O

Proposicao 1.2. Se X e Y sao limitados, entao X UY € limitado.

Demonstracao. Se X ou Y é vazio nada ha para fazer. Suponha que X # @ e Y # &.
Fixando a € X e b € Y, existe ¢ > 0 tal que d(z,a) < ¢ e d(y,b) < ¢, para todo
re€ XeyeY. Logo se d(z,y) < d(x,a) + d(y,b) + d(a,b), entao d(z,y) < 2.c + d(a,b).
Tome k = 2.c + d(a,b), assim d(z,y) < k. A desigualdade vale analogamente para os
casos restantes, que sao quando z,y € X e z,y € Y. Assim fica provado que X UY é
limitado. O

Da Proposicao [1.2| concluimos que a uniao finita de conjuntos limitados é um con-

junto limitado.

Também podemos definir a nogao de distancia entre um ponto e um conjunto e

entre dois conjuntos:
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Definicao 7. Seja X C M nao vazio, onde M é um espago métrico e a € M. Definiremos

a distancia do ponto a ao conjunto X como o ntmero real,

d(a, X) = inf d(a,x)

zeX

Observagao 1.3. O conjunto A = {d(a,z);x € X} é ndo vazio e limitado inferiormente.

Como sabemos, A pode possuir um menor elemento ou nao;

Observagao 1.4. Podemos obter d(a, X) = 0 sem que necessariamente a € X. De fato,
considere X = {1/n;n € N}, note que d(0, X)) = 0, pois para todo € > 0, existe n € N tal
que d(0,1/n) < .

1.2 Isometrias

Sejam M, N espagos métricos. Uma aplicacao f : M — N, chama-se uma
imersao isométrica, quando d(f(x), f(y)) = d(z,y), para todo x,y € M, ou seja, quando
f preserva as distancias.

Note que uma imersao isométrica é sempre injetora, pois dados se x,y € M sao
tais que

fl@)=[fly) = df(@),fy) =0=d(z,y) = z=y.
Definicao 8. Uma isometria é uma imersao isométrica sobrejetiva.

Observacao 1.5. A composta de duas isometrias é ainda uma isometria e a inversa

também.

Sejam (M, d) um espago métrico e f : X — M uma aplicacdo injetiva. Para
qualquer z,y € X, definimos d'(x,y) = d(f(z), f(y)). Isso define uma métrica d’ em X,
chamada a métrica induzida por f. Essa é a tinica métrica em X que torna f uma imersao
isométrica. Um dos métodos mais frequentes de introduzir uma métrica num conjunto X

¢ induzi-la através de uma aplicagao injetiva f: X — M.

Exemplo 7. Seja R™ com a métrica induzida por uma norma qualquer. Dados a,u € R,
com ||u|]| =1, a aplicagao f : R — R", f(¢) = a+t.u é¢ uma imersao isométrica. De fato,

dados x,y € R, temos

d(f(z), f(Y)) = lla+zu—a—yul| = |z —y).ul = d(z,y).
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1.3 Funcoes Continuas

Na matemaética como um todo, temos algumas definicoes e nogoes que sao de
extrema importancia para seus varios ramos, uma delas é a de continuidade. Dessa forma,
um importante passo para quem estuda analise é se debrucar sobre as propriedades das

fungoes continuas.

Definicao 9. Sejam M, N espagos métricos. Diz-se que a aplicacao f : M — N ¢é
continua no ponto a € M, quando para todo € > 0 dado, existe 6 > 0, tal que se
d(z,a) < 6, entdo d(f(z), f(a)) < e. Diremos que f é continua quando for continua em

todos os pontos de seu dominio.

Definicao 10. Equivalentemente, temos que f é continua em a, quando para toda bola
B(f(a),e), existe B(a,d) tal que f(B(a,d)) C B(f(a),e).

Observagao 1.6. Assim como na reta, a nogao de continuidade é local, ou seja, depende

do comportamento de f nas proximidades do ponto em questao.

Definicao 11. Uma fungao f : M — N é dita Lipschitziana quando existe ¢ > 0 tal
que d(f(z), f(y)) < e.d(x,y), para quaisquer z,y € M.

A definigao anterior, de Lipschitz, é de grande valor por facilitar o entendimento
e a maneira de como solucionar problemas envolvendo aplicagoes em que podemos obter
a propriedade de ser Lipschtziana. E uma consequéncia importante de uma aplicacao ser

de Lipschitz é a seguinte proposicao:
Proposicao 1.7. Se f: M — N ¢€ Lipschitziana, entao f é continua.

Demonstracao. Se f é Lipischtziana, entao existe ¢ > 0 tal que para quaisquer z,y € M,
d(f(z), f(y)) < cd(z,y). Tome § = £. Logo, para todo £ > 0, existe 6 > 0 tal que se
d(z,y) < 6 entao d(f(z), f(y)) < c.g =e. Logo, f ¢é continua. O

Exemplo 8. Se a € M é um ponto isolado, entao f : M — N é continua em a. Com
efeito, dado € > 0, existe § > 0 tal que, se x € B(a,d) implica que d(f(z), f(a)) =0 < e.
Logo f é continua em a, dessa forma se M é um conjunto discreto, entao toda f : M — N

é uma funcao continua.

Observagao 1.8. Negar que uma funcao é continua, ou seja, descontinua, em um ponto
a, é dizer que existe ¢ > 0, tal que para todo 6 > 0 de forma que podemos obter z5 € M
com d(zs,a) < ¢ implica que, d(f(zs), f(a)) > e.

Proposicao 1.9. A composta de duas aplicacoes continuas € continua. Ou seja, se f :
M — N ¢€ continua em a e g: N — P ¢é continua em f(a), entdo go f: M — P ¢

continua em a.



Capitulo 1. Conceitos e resultados preliminares 16

Demonstracao. Dadas as hipoteses, temos que:
i) para todo e > 0, existe §; > 0, tal que se d(a,x) < 01, entdo d(f(a), f(x)) < ¢;
ii) para todo £ > 0, existe do > 0, tal que se d(y, f(a)) < d2, entao d(g(y), g(f(a))) < €;

Tome dy = ¢, e y = f(x) € N. Logo, para todo € > 0, existe §; > 0 tal que d(z,a) < &;
implica que d(f(x), f(a)) < e dessa forma, d(g(f(z)),g(f(a))) < &3. Logo, gof : M — P

¢é continua em a. O

Seja €y(M; N) o conjunto das fungdes continuas limitadas de M em N, temos que
Co(M;N) C €(M;N).

Em literaturas antigas, ¢ comum, ao estudar topologia, encontrar o termo “Equiva-
léncia topologica", o que hoje conhecemos por Homeomorfismo, seu antigo nome deve-se

ao fato de que dois espacos homeomorfos sao indistinguiveis do ponto de vista topolédgico.

Definicao 12. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N é uma
bijecao continua f : M — N cuja inversa f~! : N — M é também continua. Neste

caso, diz-se que M e N sao homeomorfos.

Vejamos um exemplo onde a aplicagao bijetora é continua, mas nao é um homeo-

morfismo.

Exemplo 9. Sejam f : M — N com M = [-1,0] U (1,+00), e N = [0,+c0) dada
por f(x) = 2%, para todo € M. Temos que f é uma bije¢do continua, cuja inversa
g: N — M ¢ dada por g(y) = \/y, se y > le g(y) = —/y, se y € [0,1]. Veremos que g

¢ descontinua no ponto 1. Com efeito, seja 0 < ¢ < 2, para cada n € N o ponto 1 + % e
g(1+2)=4/1+ %, onde [g(1+2) —g(1)] > 2 > e. Logo, g ¢ descontinua no ponto 1.

Uma propriedade de um espago métrico M ¢ dita topolégica quando todo espaco
homeomorfo a ele também possui essa propriedade. Como toda isometria é um homeo-
morfismo, entao toda propriedade topoldgica é métrica, mas nao vale a reciproca, como

veremos a seguir:

Exemplo 10. Sejam S" = {x € R"™!/ < z;2 >= 1} a esfera unitaria n-dimensional e

P =(0,...,0,1) € R™ o seu polo norte. A projecao estereografica 7 : S™ — {P} — R"

r—p
1_zn«&»l

dada por 7(z) = p + estabelece um homeomorfismo entre a esfera menos o polo

norte e o plano euclidiano.

Definicao 13. Sejam E, F' espacos vetoriais. Uma aplicagao f : £ — F chama-se

transformacao linear quando, para quaisquer x,y € E e A € R, tem-se

fle+y) = flz)+ fly) e f(Ax) = Af(z)
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Definicao 14. Uma transformacao linear f : £ — R, onde E é um espago vetorial real,

é chamada de funcional linear.

Proposicao 1.10. Se dim(E) =k e f : E — F é uma transformagao linear, entio f é

continua.

Demonstragao. Seja = {ey,...,ex} uma base de E. Dai, se x € E, entdo escrevemos

r =x1.61 + ... + Tp.€;. Dessa forma,

flx)=z1.f(er) + ... + zg.f(zp),

entao,

[F(@)] < Jaal [f(e)] + o+ |l [ f (en)]

tomando ¢ = max {|f(e;)}, com i = 1,.., k, temos que
[f(@)] < efar] + .o+ fa])-

Agora, como todo espaco vetorial de dim(E) = k ¢ homeomorfo ao R*, podemos tomar

em E a norma |x| = |x1| + ... + |x}|. Dessa forma, temos que

[f(2)] < cla],

para todo x € E. Dado que f é uma transformagao linear, temos

[f(x—y)l = f(z) = fY] < clz -yl
Logo, f é lipschitiziana e consequentemente continua. O

Mas nao é verdade que toda transformagao linear f : F — F' seja continua. Um
contra exemplo é o do funcional linear f : E — R, onde F é o conjunto dos polinémios

reais de uma variavel. Definiremos a norma ||P|| = sup |P(z)|. Dado f : E — R tal
0<z<1

que f(P) = P(2). Mostraremos que f é descontinua no ponto Op € E. Sendo assim,
tomando § temos que, para cada n € N podemos encontrar um polinémio P,(z) = (5)",
tal que || P, — 0| = (1/2)" < 1/n, mas |f(P,) — f(0)| =1 >«.

Definicao 15. Sejam M e N espagos métricos. Uma aplicagao f : M — N diz-se
uniformemente continua quando, para todo ¢ > 0 dado, existe 6 > 0 tal que, sejam

quaisquer z,y € M, se d(z,y) < §, entdo d(f(x), f(y)) < e.

Exemplo 11. Seja f : R — {0} — R dada por f(z) = —1sex < 0 e f(z) =1, se
x > 0. A fungao f é continua, mas nao é uniformemente continua, pois temos pontos em
M z, —z tais que | f(z) — f(—x)| = 2.
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1.4 Topologia

Assim como na reta real, os intervalos abertos e fechados exercem papel funda-
mental na teoria da anélise real. Aqui abordaremos conjuntos com propriedades que

generalizam essas ja vistas e demais outras.

Definicao 16. Seja X C M, onde M é um espago métrico. Um ponto a € X é dito um
ponto interior a X quando a é centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando
existe r > 0 tal que B(a,r) C X. O conjunto dos pontos interiores a X chama-se “interior

de X7 e escrevemos int(X).
Motivados pela defini¢ao de interior de um conjunto, também definimos:

Definicao 17. A fronteira de X C M ¢é o conjunto 0X formado pelos pontos b € M, tais
que toda bola aberta B(b,r) contém pontos de X e de seu complementar M \ X.

Exemplo 12. Em R, o interior de QQ é vazio, pois nenhum intervalo possui apenas niimeros
racionais. Por outro, lado sua fronteira é toda a reta R, pois todo intervalo possui niimeros

racionais e irracionais.

Definicao 18. Seja A C M. Diremos que A é um conjunto aberto em M quando todos
pontos de A forem pontos interiores, ou seja, int(A) = A. Dessa forma, A é aberto se, e
somente se, 0AN A = &.

A definicao de aberto é extremamente importante, principalmente ao utilizarmos
como caracterizacao das aplicacoes continuas. Entao, vejamos alguns exemplos e resulta-

dos a respeito destes conjuntos.

Exemplo 13. Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta é um conjunto aberto.
Seja x € B(a,r), entdo d(a,r) < 7, assim o numero real s = r — d(a,z) > 0. Tome
y € B(z,s), logo d(y,x) < s =r — d(z,a) implica que d(x,y) + d(z,a) < r. Assim, pela
desigualdade triangular d(a,y) < r. Logo y € B(a,r), entdo B(x,s) C B(a,r). Portanto

B(a,r) é um conjunto aberto.

Proposicao 1.11. Seja A a colecio dos subconjuntos abertos de um espag¢o métrico M,

entao:
I MeAeage;
2 Se Ay, ..., A, € A entao A;N...NA, €A;

3 Se Ay € A para todo \ € L, ent&oA:UAAEQL

AEL
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Demonstragao. 1): Temos que o vazio é aberto por vacuidade. Para mostrar que M é
aberto em si mesmo, basta observar que M NoM = @.

2): Suponha que a € Ay, ...,a € A,. Como esses conjuntos sao abertos, entao
existem 7y, ..., 7, todos positivos, tais que B(a,m) C A,...,B(a,r,) C A,. Tome r =
min {ry, ..., 7, }, temos assim que B(a,r) C B(a,r;) C Ay,...,B(a,r) C Bl(a,r,) C A,,
logo B(a,r) C A1 N...N A,, assim temos que A; N ...N A, é aberto.

3): Seja a € A, existe A € L tal que a € A). Como essse conjunto é aberto, ha

uma bola B(a,r) contida em A,. Logo, B(a,r) C A, assim A é aberto. O

Como visto na proposi¢ao anterior, a intersecao finita de abertos é aberto. Mas e a
intersecao infinita? veremos agora um exemplo em que nao obtemos um conjunto aberto

na interse¢ao infinita:

Exemplo 14. Um ponto a € R é aberto em R s6 se for isolado, mas todo ponto a é a inter-

1 1
segao de uma familia enumeravel de intervarlos abertos, a saber {a} = m (a ——,a+ —) .
n n

neN
Seja x # a entdao d(x,a) > 0, logo existe n; € N, tal que d(z,a) > 1/n;, logo = ¢

(a — %,a—{— %) Assim, a é o tnico ponto que pertence a todos intervalos abertos
(a—1/n,a+1/n).

A importancia da noc¢ao de conjuto aberto na topologia dos espagos métricos se

deve principalmente ao resultado seguinte:

Proposigao 1.12. Sejam M, N espacos métricos. A fim de que uma aplicagio f: M —
N seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~(A’) de todo subcon-

gunto aberto A" C N seja um aberto de M.

Demonstra¢ao. (=) Suponha que f seja continua, tomemos A’ C N aberto e mostraremos
que f71(A') é aberto em M. De fato, para cada a € f~'(A’), temos f(a) € A’. Pela
definigao de conjunto aberto, existe € > 0 tal que B(f(a);e) C A’. Sendo f continua no
ponto a, ao € corresponde um 6 > 0 tal que f(B(a,d)) C B(f(a),e) C A’. Isto quer dizer
que B(a,d) C f~1(A’). Logo, f~1(A’) ¢ aberto.

(<) Suponha que a imagem inversa de cada aberto em N seja aberto em M por
f. Sejaa € M e dado € > 0, a bola A’ = B(f(a),e) é um aberto em N, contendo f(a).
Logo, sua imagem inversa A = f~1(A’) ¢ um conjunto aberto em M contendo a. Assim,
existe d > 0 tal que B(a,d) C A, ou seja, f(B(a,0)) C B(f(a),e). O

Corolario 1. O produto cartesiano A; x ... X A, de conjuntos abertos A; C M, é um

subconjunto aberto de M = M; X ... X M,.

Demonstracao. Para cada ¢ =1,...,n a projecao p; : M — M; é continua logo, sendo A’
aberto em M;, temos que p~'(A’) é aberto em M, logo Ay x...x A, = p~ (A1)N...np~ 1 (A,).

E, como visto anteriormente, a intersecao finita de abertos é um aberto. O
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Uma pergunta que pode surgir naturalmente é: Se f : M — N é continua e A
um aberto de M, entdo f(A) é um aberto de N? Considere

f:(-a,a) — R

definida por f(r) = 22, é facil ver que a imagem [0, a?) ndo ¢ um aberto em R.

Definicao 19. Uma aplicacao f : M — N chama-se aberta quando para cada A C M

aberto, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto de N.

Assim como em conjuntos abertos, os fechados tiveram papel fundamental nos
meus estudos subsequentes a essa sessao. Sendo assim, iremos definir e apresentar algumas

de suas propriedades que tanto me foram uteis.

Definicao 20. Um ponto a é dito aderente a um conjunto X C M, com M um espaco

meétrico, quando para todo € > 0, tem-se que B(a,e) N X # .

Defini¢ao 21. O fecho de um conjunto X num espaco métrico M é o conjunto X dos

pontos de M que sao aderentes a X.
Observacao 1.13. i) g = o
ii) M = M onde M é um espaco métrico;

iii) X C X para todo X C M.
Além disso se X C Y, entdo X C Y.
Para que a ¢ X é necessério que exista bola aberta de centro em a e raio r, onde
B(a,r)N X = @, ou seja, a € int(M — X).

Definicao 22. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M.

Exemplo 15. Se X C M,Y C N sao subconjuntos densos, entao X x Y é denso em
M x N. Com efeito, seja A C M x N aberto nao vazio, tem-se que A contém um aberto
da forma U x V, sendo U aberto em M e V aberto em N. Sendo X = M,Y = N, assim
existem pontos x € XNU ey € YNV. Entao z = (z,y) € (UXx V)N (X xY) e portanto
z€ AN (X xY). Assim, provando que X X Y é denso em M X N.

Proposicao 1.14. Para todo ponto a e todo subconjunto nao vazio X num espago métrico
M, tem-se d(a, X) = d(a, X).

Demonstra¢io. Como X C X, temos que d(a, X) < d(a, X) por definicio de infimo.
Vamos mostrar que nio vale o sinal <, para tal veremos que nio existe ¢ tal que d(a, X) < ¢
e ¢ < d(a,X). Dessa forma, se d(a, X) < c, entdo existe 7 € X tal que d(a,T) < c. Seja
r € X, tal que d(x,T) < ¢ — d(a,T). Pela desigualdade triangular temos:

d(a, X) <d(a,z) <d(a,Z) +d(T,x) < d(a,T) + ¢ — d(a,T) = c,
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logo d(a, X) < c. O

Corolario 2. Para qualquer X C M, tem-se X = X.

Demonstragao. Seja

a€X =da,X)=0= d(a,X)=0.
Assim a € X. O

Definicao 23. Diz-se que um conjunto /' C M é fechado no espaco métrico M, quando

seu complementar M — F' é aberto em M.
Proposicao 1.15. Dado F C M, tem-se que F = F se, e somente se, F € fechado.

Demonstracdo. F = F se, e s6 se, os pontos que nao pertencem a F nao sao aderentes a
F| ou seja, existe 7 > 0 tal que B(a,r) C M — F para todo a € M — F, logo M — F ¢
aberto. 0

Negar que um subconjunto X de M seja fechado, significa que existe um ponto
que nao estd em X, mas pertence ao seu feixo. Ou seja, esse ponto esta na fronteira de
X. Logo, X é fechado se, e somente se, 0X C X.

Vale observar que a definicao de “aberto” nao é contraria a nocao de “fechado”,
por exemplo, temos conjuntos que sao abertos e fechados ao mesmo tempo, como no caso
do conjunto vazio e da reta R em si mesma. Também temos conjuntos que nao sao nem
abertos e nem fechados, exemplo Q em R. Assim, é importante se manter atento no

espaco métrico ao qual o conjunto esta inserido.

Exemplo 16. A fronteira 0.X de qualquer subconjunto de M é um subconjunto fechado
de M. Basta observar que o complementar de X é a uniao int(X) Uint(M — x), que

sao abertos.

Proposicao 1.16. Os subconjuntos fechados de um espago métrico M, satisfazem as

sequintes propriedades:
1) A reunidao de F' = Fy U ...UF,, de fechados é um fechado;

2) A interse¢io F = ﬂ F\ de uma familia arbitraria de fechados é um fechado.
AeL

Demonstragao. Decorre diretamente das propriedades de uniao e intersecao de abertos.
O

Proposicao 1.17. Sejam M, N espagos métricos. Para que uma aplicacao f: M — N
continua € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~(F') de todo subconjunto
fechado F' C N, seja fechada.

Demonstragao. Segue da Proposigao [1.12] O
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Exemplo 17. A reuniao de uma familia infinita de fechados pode nao ser um conjunto
fechado. Para isso, nota-se que todo conjunto é a reuniao de seus pontos, que sao conjuntos

fechados. Logo basta tomar um conjunto que nao é fechado como contra exemplo.

Exemplo 18. O conjunto &,(M; N) das aplicagoes continuas limitadas f : M — N
é um subconjunto fechado do espago B(M; N). Mais geralmente, dada qualquer fungao
f:+ M — N o conjunto €;(M; N) das fungdes continuas de M em N que estdo a uma
distancia finita de f, é um subconjunto fechado de B ¢(M; N).

1.5 Espacos Métricos Completos

Definicao 24. Uma sequéncia num conjunto M é uma aplicacao = : N — M tal que

z(n) = x,.
Usaremos a notagao (z,) para representar uma sequéncia.

Definigao 25. Seja (z,,) uma sequéncia no espa¢o métrico M. Diz-se que o ponto a € M
é o limite da sequéncia quando para todo € > 0 arbitrario, existe ny € N tal que para
todo n > mng implica que d(z,,a) < . Equivalentemente, nessas condigbes =, € B(a,¢),

para todo n > ny.

Definigao 26. Uma sequéncia (z,) num espago métrico M chama-se uma sequéncia de
Cauchy quando, para todo € > 0 dado, existe ng € N tal que para m,n > ng, temos

d(xpm, x,) < e. Onde d é a métrica do espago M.

Em outras palavras, uma sequéncia é dita de Cauchy quando seus pontos estao

tao proximos quanto se queira para n suficientemente grande.

Proposigao 1.18. Toda sequéncia convergente € de Cauchy.

Demonstragao. Se lim x, = a no espago métrico M, entao dado € > 0, existe ng € N tal

que n > ng nos da d(x,,a) < £/2. Se tomarmos m,n > ny teremos

d(xm’l‘n) S d(wm7a> + d($n7a> < g + g = £.

Logo, (z,) ¢ de Cauchy. O

Notemos que nem toda sequéncia de Cauchy é convergente. Por exemplo: tome
a sequéncia de ntmeros racionais r1 = 1;2o = 1,4; 23 = 1,41;, ... convergindo para v/2
que é irracional. Assim, a sequéncia (x,) é convergente na reta e consequentemente é de

Cauchy, mas ela nao é convergente em Q.
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Definigao 27. Uma sequéncia (z,) em M é dita limitada quando o conjunto de seus
termos ¢ limitado, isto é, quando existe ¢ > 0, tal que d(z,, x,) < ¢, para quaisquer que

sejam m,n € N.
Proposicao 1.19. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, entdo dado e = 1, existe ng € N tal
que para m,n > ny temos que d(Z,,x,) < 1. Logo {Zn,, Tny+1,-..} € limitado e tem
didmetro menor ou igual a 1. Segue que {z1,...,x,,...} é limitado por poder ser escrito

como uniao de conjuntos limitados {z,,, ..., Tny—1} U{Tngs Tngt1,---}- O

Note também que a reciproca nao é valida, isto é, nem toda sequéncia limitada
¢ de Cauchy. Com efeito, tome (x,) = (1,0,1,0,1,0,...) perceba que essa sequéncia é

limitada, mas nao ¢ de Cauchy, ja que d(x,,x,4+1) = 1 para todo n € N.

Definigao 28. Uma subsequéncia de (x,) é uma restrigao da aplicacdo z : N — M a
um subconjunto infinito N’ = {n; <mny < ... <ny < ...} de N. Usaremos a notacao (x,, )

para subsequéncias.

Proposigao 1.20. Se uma sequéncia (z,) de Cauchy possui uma subsequéncia conver-

gente, entao (x,) € convergente e ambas convergem para o mesmo limite.

Demonstracao. Sejam (z,,) uma sequéncia de Cauchy em (M, d) e (x,, ) uma subsequéncia
que converge para a € M. Assim dado € > 0, existe p € N tal que ny > p, temos que
d(zn,,a) < 5. E para o mesmo ¢ existe ¢ € N tal que para m,n > ¢, temos que
d(2p, ,) < 5. Agora tomando ny = max{p, ¢} para todo n > ng, existe nj > ng e entao

d(xn,a) < d(xmxnk) + d(Ink,a) < % + g =e.

Assim lim x,, = a. O

Proposicao 1.21. Toda aplicacao uniformemente continua transforma sequéncias de

Cauchy em sequéncias de Cauchy.

Demonstracao. Sejam f : M — N uniformemente continua e (x,) uma sequéncia de
Cauchy, temos que dado € > 0, existe > 0 tal que para todo =,y € M satisfazendo
d(x,y) < 6 implica em d(f(x), f(y)) < € . Assim, dado § > 0 (dependendo apenas de ),
existe ng € N tal que d(z,,, z,) < § para todo m,n > ng nos da que d(f(x,,), f(x,)) < €.
Logo f(z,) é de Cauchy. O

Observacgao 1.22. Note que, se a nossa aplicagao for apenas continua, o resultado nao

seré valido sempre. Tome como exemplo a aplicagdo continua f : (0,+00) — R, dada

1 . N . 1 2 s
por f(x) = . e considere a sequéncia de Cauchy z,, = --. Temos que f ¢ continua e (z,)

¢ de Cauchy, mas f(z,) = n nao é de Cauchy.
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Corolario 3. Seja f : M — N um homeomorfismo uniforme. Uma sequéncia (z,) em
M ¢é de Cauchy se, e s6 se, (f(z,)) é de Cauchy em N.

Exemplo 19. Levar sequéncia de Cauchy em sequéncia de Cauchy nao garante a conti-
nuidade uniforme, apenas a continuidade.
Seja x,, — a, construiremos uma sequéncia de Cauchy da seguinte forma, (z1, a, 22, a, ...).

Assim, sendo f uma func¢ao que leva sequéncia de Cauchy em sequéncia de Cauchy, temos
que (f(z1), f(a), f(z2), f(a),....) € de Cauchy. Logo, pela Proposigao lim f(z,) =
f(a). Dessa forma, f é continua, mas, por outro lado temos que a funcdo continua
g : R — R dada por g(x) = 2? ndo é uniformemente continua. Mas se (z,,) ¢ uma
sequéncia de Cauchy, entdo existe ¢ > 0 tal que |z,| < ¢ para todon € N. E, como f|[_.q

¢ Lipschitziana, temos entao que (g(x,)) é de Cauchy.

Exemplo 20. Uma sequéncia de pontos z, = (z,,y,) € M x N é de Cauchy se, e s6 se,
as sequéncias (x,) € M e (y,) € N sao de Cauchy. Isto resulta do exemplo anterior e do
fato de que a aplicagao f : P — M x N, dada por f (%) = (Zn, yn) ser uniformemente
continua se, e somente se, suas coordenadas pjof : P — M epyo f: P — M sao

uniformemente continuas.

Agora que conhecemos o que sao sequéncias de Cauchy e algumas de suas propri-
edades, vamos abordar o que temos por completude de um espaco métrico. Aqui iremos

ver conceitos e Teoremas de grande importancia na area.

Definicao 29. Diz-se que o espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de

Cauchy em M converge para um ponto de M.

Apos definido o que vem a ser um espago métrico completo, veremos adiante
proposicgoes que dao condi¢oes de completude e exemplos importantes de espacos métricos

que sao completos.

Exemplo 21. O conjunto dos ntimeros racionais, quando munido da métrica provinda do
modulo, nao é completo, como vimos apds a Proposicao[1.18] Todo espago métrico com a
métrica zero-um é completo, pois qualquer sequéncia de Cauchy nele sera constante para

valores de n, m > ny.

Proposigao 1.23. A reta é um espaco métrico completo.

Demonstragao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em R. Tome para cada n € N,
X ={xn, Tpi1, ...}, temos X7 D Xo D ... D X,, D ... com esses conjuntos limitados. Seja
a, = inf X,,, para todon € N. Entao a1 < ay <a3 < ...<a, <..<b=supX;. Como
(a,) € monotona e limitada, entao existe a = lim a,. Vamos mostrar que a = lim ,,.
Dessa forma, sendo a = lima,,, existe n; € N onde para todo m > ny, temos que

a—e¢e < ay<a+e. Como a, =inf X,,, existe n > m tal que a,, < x,, < a+ ¢ (definigdo
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de infimo), isto &, z, € (a—e,a+¢). Assim provamos que dada uma sequéncia de Cauchy

arbitraria em R, ela é convergente. Logo, R é completo. O

Proposicao 1.24. Um subespaco fechado de um espaco métrico completo é completo.

Reciprocamente, um subespaco completo de qualquer espaco métrico € fechado.

Demonstragao. (=) Seja F© C M fechado, com M completo. Dada uma sequéncia de
Cauchy (z,) em F, existe a = limz,, com a € M pois M é completo, assim por F' ser
fechado a € F', logo F é completo.

(<) Se N C M é um subespago completo, dada a sequéncia de pontos =, € N,
com limz, = a € M, a sequéncia (x,) é de Cauchy pela Proposi¢ao . Logo, existe
b € N tal que limz, = b, pela unicidade do limite, tem-se a = b e portanto N é fechado
em M. O

A respeito da completude dos espagos da forma M x N munido com uma das

métricas vistas no exemplo 2]

Proposicao 1.25. O produto cartesiano M x N é completo se, e somente se, M e N sao

completos.

Demonstracao. (=) Sejam (z,,) e (y,) sequéncias de Cauchy em M e N, respectivamente.
Considere a sequéncia z, = (x,,y,) € M x N, temos que z, é uma sequéncia de Cauchy,
pois suas coordenadas sao de Cauchy, e por M x N ser completo, temos que existe
¢ = lim z,, com ¢ = (a,b) € M x N. Logo, temos que z, — ¢ se, e S0 se, T,, —> a €
yn — b. Consequentemente, M e N sao completos.

(<) Sejam M e N completos. Dada uma sequéncia de Cauchy (z,) em M x N,
seja z, = (zn,yn), para cada n € N. Com as projegoes p; : M x N — M e po :
M x N — N sao uniformemente continuas, (z,) e (y,) sdo sequéncias de Cauchy em M
e N, respectivamente. Logo existem a = limz, e b = limy,, com a € M e b € N, vemos

que pondo ¢ = (a,b) € M x N, temos lim z,, = c. ]
Note que a Proposicao anterior vale para H M;. Visto antes na Proposicao [1.25
i=1

que o R™ é completo.
Sejam X um conjunto, M um espago métrico e a : X — M uma aplicacao. A nota-
¢ao B, (X; M) representa o conjunto das aplicagoes f : X — M, tais que d(f,a) =

sup d(f(z),a(r)) < oo, com a métrica da convergéncia uniforme.
zeX

Proposigao 1.26. Se o espago métrico M é completo, entao B,(X; M) é completo, sejam

quais forem X e a: X — M.

Demonstragao. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em B, (X; M), queremos mostrar que

existe f € B,(X; M) tal que f, — f uniformemente. Assim, temos que (f,) é limitada,
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e existe ¢ > 0 tal que d(f,(x), a(z)) < d(fn, ) < ¢, paratodon € Nex € X. Se fixarmos
xr € X, obtemos que a sequéncia (f,(z)) é de Cauchy em M, pois dados z € X e e > 0
existe ng € N tal que d(f,.(z), fm(x)) < d(fim, fn) < €, para todo m,n > ny. Como M &
completo, entdo existe lim f,,(z) = f(z) (perceba que aqui o ng(z, €), logo (f,.(x)) converge
simplesmente para f(x)). Note que f € B,(X; M), pois como d(f,(x),a(z)) < ¢ para
todo n € N e todo z € X, entao tomando n — +oo temos d(f(z),a(zr)) < c. Agora
falta provar que f,, — f uniformemente. Assim, dado € > 0 existe ny € N (dependendo
apenas do ¢) tal que d(f..(z), fu(z)) < €, para todo m,n > ng. Tome m — 400, assim
d(f(z), fu(x)) < € para todo x € X e n > ny. Provando que (f,,) converge uniformemente
para f(x) € B,(X; M), logo B,(X; M) é completo. O
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Corolario 4. (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme) Seja M um espago métrico
completo. A fim de que uma sequéncia de aplicagoes f,, : X — M convirja uniforme-
mente em X, é necessario e suficiente que, para todo ¢ > 0 dado, exista ng € N tal que

m,n > ng implique d(f,(z), fn(z)) < e, para todo =z € X.

Demonstragao. (=) Se f, — f uniformemente em X, entao f,, € B;(X; M) para todo
n suficientemente grande e lim f,, = f nesse espago. Logo (f,) € uma sequéncia de Cauchy
em B;(X; M).

(<) Tome e = 1, entdo existe ng € N tal que para a = f,,11, vale d(f,,a) < 1, ou seja,
fn € Bo(X; M) se n > ng. Além disso, a condi¢do admitida diz que (f,)nsn, € uma
sequéncia de Cauchy no espago métrico completo B, (X; M). Segue que (f,) converge

uniformemente em X. O

Corolario 5. Sejam M, N espacos métricos. Se N é completo, entao para toda aplicagao
a : M — N, o espago métrico €,(M;N) (O espago métrico das fungoes continuas
f:M — N tal que d(f, o) < 00) é completo.

Demonstra¢ao. Como €,(M;N) C B,(M;N) formado pelas aplicagdes continuas que
estao a uma distancia finita de o € um subconjunto fechado de 9B, segue que €, (M; N)

é completo. O

Uma bola fechada Bla,r| e a esfera S(a,r) s@o completos em R”, pois sdo subcon-
juntos fechados do R™. Se M é completo, as bolas fechadas e esferas de M sao espagos
completos. Nenhuma bola aberta num espaco vetorial normado é um espaco completo
com a métrica induzida, pois ndo ¢ um subconjunto fechado. Considerando B(a,r) C R",

temos um exemplo de espagos homeomorfos, um completo e outro nao.

No século XX, grandes matematicos se destacaram por contribui¢oes a diversas
areas, mas dois deles se destacaram por suas contribui¢oes a anélise funcional, teoria essa
que teve seu desenvolvimento durante esse periodo. Sao eles: o polonés Stefan Banach
(1892-1945) e o alemao David Hilbert (1862-1943), que deram origem aos espagos que
hoje levam os seus nomes, além de outras contribui¢coes. Nessa subsegao trataremos de

entender a definicao e as propriedades dos espacos de Banach e de Hilbert.
Definicao 30. Um espago de Banach é um espaco vetorial normado completo.

Exemplo 22. O R", B(X, F),&y(M; F) sao espagos de Banach onde X é um conjunto

qualquer, M um espago métrico e F um espaco de Banach.

Mas nem todo espago vetorial normado é completo, como podemos ver tomando
nosso espago como sendo P[0, 1] o conjunto das fungdes polinomais p : [0,1] — R. Onde

podemos considerar sua norma como ||p|| = sup |p(t)].
t€[0,1]
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Com efeito, como visto no curso de analise na reta, sabemos que p,(x) =1+ x +

2 n . ~ s ~ 2
& + ... + &7 converge uniformemente em [0, 1] para a fungao continua e”, que nao é um
polinémio. Logo (p,) é uma sequéncia de Cauchy, pois é convergente, que nao converge

no conjunto P[0, 1].

1.6 O Teorema de Hanh-Banach

Nesta secao vamos tratar de um dos mais importantes teoremas da analise funcio-
nal, o Teorema de Hanh-Banach, em sua forma analitica. Tal Teorema desempenhara um
papel importante no estudo dos espagcos reflexivos, tema este abordado no proximo capi-
tulo. Para tanto vamos precisar de algumas defini¢oes a fim de estabelecer este teorema
bem como algumas de suas consequéncias.

Sejam E e F espagos vetoriais normados quaisquer. O conjunto £(F, F') denota o

espaco das transformacoes lineares e continuas de E em F'. Isto é,
L(E,F)={T:FE — F; T ¢ linear e continua}.

Uma pergunta natural pode surgir: Mas toda transformacao linear nao é continua? Se ti-
vermos trabalhando apenas com espacos de dimensao finita, sim. Mas, isto nao é verdade,
caso dim(FE) = oo. Com efeito, seja F = P[0,1], F' =R e defina

T:F—F

pla) = T(p(a) = > jay

sempre que p(x) = ag + a1 + ... + a,x™. Nao é dificil ver que T estd bem definida e é
linear. Dai, para cada k € N considere py(z) = (1/k)x"* e observe que pi(x) — 0 (zero

aqui denota o polindémio nulo), no entanto

lin T(pi(x)) = Jim * = 14 7(0).

k—o0

Portanto, 7" nao é continua.
Sejam FE e F espacos vetoriais normados. Entao, podemos definir uma norma em
£(E, F) dada por
1 flleE,r) = Sup {1 @) llr},

TEDER
em que Bpg representa a bola fechada unitiria em F.
Quando F' = R, denotaremos £(E, F') por E' e o mesmo sera chamado de espago

dual do espaco vetorial normado F.

Proposigao 1.27. Se F' € completo entao £(E, F) é completo.
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Demonstragao. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy em £(E, F'). Assim, dado x € F nao

nulo, temos

1fn(@) = fn (@)l < 2ol fo = fmller), ¥V n,meN.

Desta forma, (f,(x)) é uma sequéncia de Cauchy em F. Como F' é completo, para cada
x € E nao nulo existe f(x) € F tal que f,(z) — f(x). Dali, defina

g:EFE—F
{f(l‘),se:v#o
r— g(z) =

0,se z =0.

Agora observe que

g(z +2y) = fx + Ay) = lim fo(z +Ay) = lim f(2) + A lim fo.(y) = g(z) + Ag(y).

Ou seja, g é linear. Além disso, dado € > 0 existe ng € N tal que se n,m > ng entao

1fn(2) = fm(@)llF < ll2llellfo = fnlleer < ellzlle

Tomando n = ng e fazendo m — oo na desigualdade acima, obtemos

1fno = A@)F < ellz]le

De onde concluimos que [f,,, — f] € £(F, F) e assim, como f = f,, — [fn, — f] segue que
f € £(E,F). Portanto, £(F, F') é completo. O

Definicao 31. Seja F' um subespaco do espaco vetorial £. Diremos que um funcional

¢+ B — Restende ¢ : FF — R, quando ¢'(z) = p(z) para todo = € F.

Teorema 1.28. (Teorema de Hahn-Banach.) Sejam E um espago vetorial sobre o corpo
dos reais e p : E — R uma func¢ao que satisfaz p(ax) = ap(x) para todo a > 0 e todo
r € FE, eplx+y) <plx)+ ply) quaisquer que sejam x,y € E. Sejam também G um
subespago vetorial de E e ¢ : G — R um funcional linear tal que ¢(x) < p(z) para
todo x € G. Entao existe um funcional linear ¢’ : E — R que estende ¢ e que satisfaz

¢'(z) < p(x) para todo x € G.

Demonstra¢ao. Considere o conjunto

b {qb : D(¢) CE — R; ¢ é linear , D(¢) é um subespago de E,}
G € D(@) e ¢(x) < pla) ¥ = € D(@) |
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Vamos definir uma relacao de ordem parcial no conjunto P, diremos que

01 < s < D(¢1) C D(¢2) e ¢ estende ¢y.

Note que P é nao vazio, pois ¢ € P. Vamos verificar que todo subconjunto totalmente

ordenado de P admite uma cota superior. Dessa forma, dado () C P totalmente ordenado,
defina D(¢) = U D(0) e
0eQ
¢:D(p) — R
x— ¢(x) =0(x), sempre que x € D(0).

Uma vez que () é totalmente ordenado temos que ¢ estd bem definida, além disso, nao é
dificil ver que ¢ € P e que ¢ é cota superior de @, pois para todo 6, € @, D(6;) C U D(0),

0eQ
e ¢(z) = 01(x) com z € D(0y). Logo 0; < ¢, para todo 6, € Q). Assim, podemos utilizar

o Lema de Zorn e concluimos que P admite um elemento maximal, que denotaremos por

¢'. Assim, para concluirmos a demonstragao falta provar que D(¢') = E. Suponha por
absurdo, que D(¢’) # E. Logo, tome xy € £ — D(¢') e defina ¢' : D(¢') — R dada por
D(¢') = D(¢') + [xo] € ¢'(x + tzg) = ¢'(x) + ta, onde a é uma constante, tal que

sup {¢'(x) —plx —x0)} <a < inf {p(z+z0) — ¢'(2)},
z€D(¢’) z€D(¢’)

satisfazendo:
O'(x)+a=¢(x+x0) < plz+ x0) Vo € D(¢')

¢'(z) —a=¢'(r—x0) < p(r — x0) Vo € D(¢).

Tal escolha de « é possivel, pois

¢'(x) +¢'(y) = ¢'(x +y) < plx +y)
=p(z+ 20 +y — x0)
< p(x + o) + p(y — o).

De onde obtemos que
#'(y) = ply — z0) < p(x +20) — (), ¥,y € DY)

Assim, concluimos que:

1) Parat > 0, temos

¢ (x+txg) = ¢ (t(x/t+x0)) =t (x/t+x0) = t(P'(2/t)+a) < tp(x/t+x0) = p(a+tzy).
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2) Para t <0, temos

¢'(w +txo) = ¢'(—t(—w/t = x0)) = —t (—2/t — x0)

< —tp(—x/t — xo) = p(a + two).

3) Para t =0, temos
¢'(x +tmg) = ¢'(x) = ¢'(z) < p(x) = p(z + txo).

Logo ¢ é majorada por p(x) e como ¢ estende ¢, segue que ¢’ € P. Note que D(¢') C
D(¢') = D(¢') + [zo] com g € E — D(¢') e ¢ estende ¢, logo ¢’ < ¢ com ¢ € P
contrariando a maximalidade de ¢'. Logo, D(¢') = E. O

Como consequéncia do Teorema de Hahn-Banach temos alguns resultados abaixo,
o qual destacamos alguns que fazem uma relagao entre elementos do espago vetorial E e

elementos do seu dual E'.

Corolario 6. Sejam G um subespaco de um espago normado F sobre Re o : G — R

um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear continuo ¢’ : £ — R

cuja restri¢do a G coincide com ¢ e ||| = ||¢]|-
Demonstragao. Basta escolher p(x) = |||l - [|z]| e aplicar o Teorema[l.28| O

Corolario 7. Seja E um espago normado. Para todo xg € F, xg # 0, existe um funcional

linear ¢ € E' tal que ||¢|| =1 e p(zo) = ||zo].
Demonstragao. Basta aplicar o Corolaridf| com G = [zo] e p(azo) = al|zo]. O

Corolario 8. Sejam E um espago normado, F # {0}, e z € E. Entao,

2]l = sup{le(x)|/ € E" e [lol| <1}

Demonstra¢ao. Dado o funcional ¢ € E’, cuja norma seja menor ou igual a 1, temos que
lo(@)| < [lellllz]] < ||x]|, como ja vimos anteriormente. Assim, conseguimos mostrar que
sup{|e(x); 0 € E' e |l¢]| <1} < |z|. E o fato do supremo ser atingido em um funcional

de norma 1, segue diretamente do corolario anterior. O

Proposicao 1.29. Sejam E um espag¢o normado, M subespaco fechado, xo € E — M e
do = d(xg, M). Entao existe ¢ : E — R linear tal que,

a) ¢(x) =0, para todo x € M;

b) lloll =1;
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c) ¢(xo) = do.

Demonstragao. Defina ¢ : M& < zg >— R, dada por ¢(x + A\xy) = Adp. Note que ¢ é
linear e p(M) = {0} e ¢(z¢) = dy. Vamos verificar que [|¢|| = 1.

T
Aldo = llp(a + Azo)l = 121 || + o)

como ||§ + xol| > in]\f4 |xo — y|| = do, por defini¢do segue a tltima igualdade. Isso implica
ye
que, [[p(x 4 Axo)|| = |A|ldo < |A||[§ + 2ol| = ||z + Awol|, para todo x € M, logo |¢|| < 1.
Por definigao de infimo, dado qualquer £ > 0 existe z € M tal que ||zo— 5| < do+¢

e isso implica que

liote +Aa)ll Do _do
ot hwoll  N(ote) ~ do+e
Dessa forma, sup W > do/(dy + €), para todo € > 0. Considerando z = ﬁ, temos
y#0 Y
d
que sup [|p(2)]| > y :]L e como ¢ ¢é arbitrario ||¢|| > 1. Logo ||¢|| = 1. Pelo teorema de
0 £
Hahn-Banach, existe a extensao linear ¢ : E — R com ||¢|| = 1. O

1.7 Nocgoes de Medida e integracao

Nesta se¢ao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados que nao serao demons-
trados, uma vez que Medida e Integracao nao é o foco deste estudo de trabalho. Tal se¢ao
estd nesta monografia apenas para deixar a mesma autossuficiente. Ao leitor interessado

em mais detalhes sugerimos a leitura de [6].

Definicao 32. Uma o-édlgebra no conjunto X é uma familia ¥ de subconjuntos de X que

satisfaz as seguinte propriedades:
1) 9, X €%

2) Se A € X, entao A° € ¥;

3) Se A, € X para todo n € N, entao U A, € X.

n=1
Neste caso o par (X,X) é chamado de espago mensuravel, e cada elemento da

o-algebra é chamado de conjunto mensurével.

Observacgao 1.30. Dada uma colegao F' de subconjuntos de X, a intersecao de todas as
o-algebras que contém F' é ainda uma o-algebra, chamada de o-algebra gerada por F' e
denotada por X(F).

Defini¢ao 33. Quando (X, 7) é um espago topologico, a o-algebra ¥(7) é chamada de

o-algebra de Borel. E seus elementos de conjuntos de Borel ou borelianos.
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Definigdo 34. Chamamos de a reta estendida o conjunto R = RU{oco}U{—oc}, também

denotado por [—o0, o0].

Definicao 35. A topologia usual de R induz uma topologia em R considerando como

abertos os subconjuntos A C R da forma:

1) ACR éabertoem R, ou

2) A =[—o00,a) para algum a € R, ou

3) A = (a,o0] para algum a € R, ou

4) A é uma uniao de conjuntos como os de 1),2) ou 3).

Consideraremos R como espago mensuravel com a o-algebra de Borel B(R) com esta

topologia.

Definicao 36. Seja (X,Y) um espaco mensuravel. Uma funcio f : (X,%) — R &
mensuravel se f~!(A) € ¥ para todo boreliano A € B(R).

O conjunto formado por tais fun¢oes sera denotado por M (X, Y). Consideraremos
também o conjunto M (X, X) formado pelas f € M(X,X) tal que f(x) > 0, para todo
r e X.

Definigao 37. Defini¢ao de Medida. Uma medida no espago mensuravel (X, ) é uma

fungao pu : ¥ — [0, oo] que satisfaz as seguintes condigoes:
(a) u(@) = 0;

(b) Se (A,)22, ¢ uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois de 3, entao

H (G An) = i:u(An)

A medida p é dita finita se u(X) < oo, e é dita o-finita se existirem conjuntos
(Ap)nen em X tais que X = U A, e p(A,) < oo para todo n. O termo (X,X,pu) é
n=1
chamado de espaco de medida.

Definicao 38. Sejam (X, ¥, 1) um espaco de medida, f,g, f, : X — R, n € N. Diz-se

que:

a) f éigual a g p-quase sempre se existe A € ¥ tal que u(A) =0 e f(r) = g(x) para

todo x € A°. Neste caso escreve-se f = g u-quase sempre;

b) (f.) converge para f u-quase sempre se existe A € 3 tal que u(A) =0e fu(x) —

f(z) para todo = € A°. Neste caso escreve-se f,, — [ p-quase sempre.
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Defini¢ao 39. Dados um espago mensuravel (X,3) e A C X, a fungao caracteristica de
A é definida por X4 : X — R

1 A
Xa(x) = %0 € (1.1)
0, sex ¢ A.

X4 é mensuravel se, e somente se, A € ¥. Uma combinacao linear de funcgoes carac-
teristicas mensuréaveis ¢ chamada de funcao simples mensuravel. Toda fungao simples

mensuravel é representada da seguinte forma

n
Y = E aiXAm
i=1
onden € N, aq,...,a, sdo numeros reais nao-nulos e distintos, e Ay, ..., A, s@o conjuntos
mensuraveis nao-vazios e disjuntos dois a dois.
Definigao 40. Seja (X, X, 1) um espago de medida.

a) A integral da funcao simples ¢ € MT(X,), cuja representacao canodnica é ¢ =

Z a; X A;, em relacao a medida i, é definida por

J=1

m

/Xsﬁdﬂ = au(4;)

=1

b) A integral da fungao f € M (X,X) em relacao & medida u é definida por

/fd,u:sup{/ odu; o € MT(X,X2)é simpleseoggogf}.
X X

c) Para f € M (X,X) e A € 3, define-se

/Afduz/XfXAdu-

Teorema 1.31. (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja (f,) uma sequéncia em
M (X,X) tal que 0 < f1(x) < fa(x) < ... para todo v € X.

a) Se fn(x) — f(x) para todox € X, entio f € M (X, %) e [, fdu = lim / frdp.
n—aoo b'e
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b) Se f, — [ p-quase sempre e f € M (X,Y%), entao [, fdp = lim / fndp.
n—:oo X

Teorema 1.32. (Lema de Fatou) Se (f,) € uma sequéncia em M*(X,X), entao

/ lim inf f,dpy < lim inf/ fndu
X?’L—>OO n—m—o0 X

Teorema 1.33. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,) uma sequéncia de fun-
coes em L(X,X,u) que converge pu-quase sempre para uma funcao f : X — R. Se
existe g € L(X, %, p) tal que |f,| < |g| para todo n, entio f € Lr(X,5, 1) e [, fdu =

lim fndpe.
X

n—-aoo

Teorema 1.34. Para 1 < p < oo, Cla,b] é denso em LP|a,b.
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Capitulo 2
Espacos Separaveis e Reflexivos

Neste capitulo vamos definir separabilidade e reflexibilidade, bem como estabele-
cer os principais resultados envolvendo estas defini¢oes, para que possamos estudar tais
conceitos dentro dos espagos LP(X, X, i), no Capitulo 3 deste trabalho.

Assim como na reta real, o conjunto dos racionais é denso na propria reta e por isso
ganhamos diversas propriedades, fazendo com que os racionais exerca um papel impor-
tantissimo na analise real, aqui iremos dar destaque aos espacos normados que possuem

um subconjunto enumeravel e denso, esses espacos sao chamados de Espacgos separaveis.

Definicao 41. Um espago normado E que contém um subconjunto enumerével e denso

E é dito separavel.

Sejam E um espago vetorial normado e A C E. Denotamos por [A] o subespago

de E gerado por A.

Lema 2.1. Um espago normado E € separdvel se, e somente se, existe um conjunto

enumerdvel A C E tal que [A] é denso em E.

Demonstragao. (=)Como E é separavel, existe A enumerével e denso em F, assim temos
que A= FE, mas A C [A] C E, logo [A] = E.
(<) Considere B = {ayx1 + ... + apTp;x1,..., 2, € A e ay,...,a, € Q}. Note que B

¢ enumeravel, resta provar que B = E. Seja x € E e ¢ > 0, como [A] = E, existe

Yo € [A] tal que ||z — ol < 5. Como yo € [A], entdo yo = bixy + ... + bpxy, onde

keNexy,...,xpy € A, by,..., b € R, além disso, uma vez que Q é denso em R, existem

ai,...,a; € Q tais que

3

2 <1 + ]é H%‘H)

|a; —b;] <

. Vie{l, ..k}
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De onde obtemos

|z =yl = [z — yo + o — ¥
<z = yoll + llvo — vl

IN

£
5 + H(bl — al)xl 4+ ...+ (bk — CLk)iUkH
e
5 +max |b; — aj|(za]] + ... 4 [l2l])

2
% )anin <e/2+e/2=¢

IN

IN

€
+

2(1 4 22 [l
O que prova que B = E. n

Exemplo 23. Todo espaco normado de dimensao finita é separavel. Com efeito, basta
considerar a base do espago que por sua vez ¢é finita, logo enumeravel, que gera todo o

espago.
Proposicao 2.2. Se E’ ¢ separdvel, entao E também é separdvel.

Demonstra¢ao. Como E’ é separavel, temos que

S ={p e E el =1}

também é separavel. Seja {1, ..., ¥n, ...} um subconjunto enumeréavel denso de S’. Como
|on|l = 1, para cada n € N podemos tomar z,, € E tal que ||z,| = 1 e |[¢n(zn)| > 3.

Seja M o fecho do subespago vetorial gerado por {z1,xs,...,Zy,...}. M é separavel, pois
X={ayr1+...+az,;n>1eq; €Q}

¢ um subconjunto enumeravel e denso. Queremos mostrar que M = FE, para tal suponha
por absurdo que exista g € E — M, isso implica que dy = d(zo, M) > 0, dessa forma pela
Proposigao existe ¢ : E — R tal que ||¢]| =1 e ¢(M) = {0} e ¢(zo) = dp > 0, logo
peSe

[6(2n) = @n(n)]] 1
6 — enll = = llen(za)ll > 5
[l 2
O que é um absurdo, pois {p,;n € N} é denso em S’, logo M = E. [

Teorema 2.3. (Teorema da aproximagao de Weierstrass.) Seja f : [a,b] — R uma
fung¢ao continua. FEntao para todo € > 0, existe um polinomio p : R — R tal que

Ip(z) — f(x)| < ¢, para todo = € [a,b].

Nesse caso omitiremos a demonstracao do Teorema de Weierstrass por nao ser o
foco do nosso trabalho. Mas, para o leitor interessado, a demonstragao pode ser encon-

trada em livros de analise real.
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Usando o Teorema [2.3| conseguimos obter que o espago dos polindmios, definidos
em um intervalo [a, b], é denso no espago das fungdes continuas de mesmo dominio. Em

outras palavras, vamos concluir que €([a, b], R) é seperavel. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 24. Denotaremos €([a, b], R) o espaco das fungoes continuas definidas em [a, b].
Considere a sequéncia de fungoes (f,) C €([a,b],R) em que f,(t) = t", para todo n €
N U {0}, e o conjunto A = {f,;n € N}, note que A C €a,b] e [A] é o conjunto dos
polinémios. Pelo Teorema de Weierstrass W = C[a, b] e pelo Lema C[a, b] & separavel.
Isto é, provamos que o conjunto dos polindmios reais é denso no conjunto das fungoes

continuas.

Agora vamos estudar um pouco os espacos reflexivos, para isto, dado um espacgo

vetorial E e o seu bidual E” definimos o mergulho canonico de £ em E” por:

J:E— E"
r— Jx)=J,: F' —R (2.1)
o Jo(p) = ().

Proposicao 2.4. Para todo espaco normado E, o operador J definido em € uma

1sometria linear.

Demonstragao. Note que dado ¢ € E’ temos

J(x + Ay) (@) = p(z + Ay) = (x) + Ap(y) = Jo(p) + Ay (),

assim J é linear. Além disso, J é injetiva, pois se x € F é tal que J, = 0 temos que
J:(¢) = 0 para toda ¢ € E’ e por definicao do funcional J segue que ¢(x) = 0 para
todo ¢ € E’. Entdo, pelo Corolarid7}, z = 0. Ou seja, J ¢ injetiva. Além disso, usando a

definigdo de norma no dual e o Corolaridg| para cada x € E temos

[Tl = sup |Jo(@)| = sup |@(z)] = ||
pEBg pEBgy

Portanto, J é uma isometria linear injetiva. O
Definigao 42. Dizemos que E é um espago reflexivo, se J definido em ({2.1]) é sobrejetiva.

Em outras palavras, dizer que um espaco E ¢é reflexivo significa que podemos

enxergar E” como sendo o espaco E através da oOtica de uma isometria linear injetiva.

Exemplo 25. Se dimFE < oo entao E é reflexivo.
De fato, se dimFE = n entao dimE’' = dimE"” = n. Entado, como ja sabemos que J é
injetiva, pelo Teorema do Niucleo e da Imagem, segue que J é sobrejetiva. Logo, E ¢é

reflexivo.
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Um fato interessante é que temos uma relacao entre completude e reflexibilidade,

CcOMO vemos na proposi¢ao abaixo.
Proposigao 2.5. Todo espaco reflexivo é um espago de Banach.

Demonstragao. Sejam E um espago reflexivo e (z,,) uma sequéncia de Cauchy em FE.
Assim, (J,,) é uma sequéncia de Cauchy em E”. Logo, pela Proposi¢adl.27| temos que
E" & completo. Assim, existe &y € E” de modo que J,, — ®q e, por J ser uma isometria

bijetiva, existe um tnico zy € £ de modo que J,, = ®y. Portanto, x,, = x9 em E. O

Proposicao 2.6. Para todo espaco normado E existe um espaco de Banach E que contém

uma copia isométrica de E que € densa em E.

Demonstragio. Dado E, basta tomar E = Jz(E) C E". Jg(E) ¢ um subespaco vetorial
fechado de E” (que é de Banach), logo também ¢é Banach. O

Proposigao 2.7. Se E ¢ separdvel e reflexivo, entao E' é separdvel.

Demonstracao. Como E é isomorfo isometricamente a E”, temos que E” também é sepa-

ravel, logo pela Proposicao segue que E’ é separavel. O

Com o objetivo de estabelecer um resultado que relacione a reflexibilidade entre
um espago de Banach E e o seu dual E’ vamos introduzir o conceito de adjunto de um

operador linear continuo.

Defini¢ao 43. Sejam E, F' espagos vetoriais normados e T € £(FE, F') um operador linear
continuo. Definimos o operador 7" : F/ — E’ por T'(¢)(x) = ¢(T(z)) para todo x € E
e ¢ € F'. O operador T" é chamado adjunto de 7.

Proposicao 2.8. Seja T € £(F,F). Entio T € £(F',E') e |T"|| = ||T||. Mais ainda, se

T € um isomorfismo (isométrico), entao T' também é um isomorfismo (isométrico).

Demonstracao. Primeiro, note que dados f,g € F' e A € R temos

T'(f + Ag)(x) = f(T(x)) + Ag(T(x)).

Logo, T" é linear, vamos agora verificar que 7" é continua. Assim, observe que,

1" (P)ller = sup {T"(f) ()|} = sup {[f(T(x))[} < |IT

.Z‘EBE .Z‘EBE

ee,r) || fllFr-

Ou seja, T" € L£(F',E') e, em particular, temos que ||[T"(¢)||z = sup [|[T"(¢)(z)| =
r€BE

sup [lp(T @)l < Nigllsup [T = T Assim, [IT7] < [T

zEBE

Seja agora, r € E entao

IT(@)[F = sup [lp(T(2)]| = sup [T"() (@) < [l«]| sup IT"(L)] = =T,
pEF’ pEB Ly pEB L



Capitulo 2. FEspacgos Separdveis e Reflerivos 40

onde a primeira igualdade decorre do Teorema de Hahn-Banach, e assim, temos que
T[] = 117"]]-
Por fim, se T' é um isomorfismo, seja ¢ € E’. Considere ¢ € F’' dado por ¢(z) =

©(T~1(T(2)), isso implica que ao aplicarmos 7" obtemos

Ou seja, para todo ¢ € E' D img(T"), existe ¢ € F' tal que T"(¢) = ¢. Logo T’
¢ sobrejetora. Vamos provar que 7" é injetora. Seja ¢ € ker(7”), entao T'(¢(x)) =
Y(T(x)) = 0 para todo x € E, ora como T é sobrejetora, segue que 1» = 0. Logo T’
é injetor, consequentemente um isomorfismo. Resta apenas provar que 7T é isométrico.

Supondo que 7" é um isomorfismo isométrico, z € B se, e somente se, T'(x) € Bp e assim,

IT"(p) |l = sup [T"(p)(z)| = sup [o(T'(x))] = sup |p(2)] = [lol|

z€BE t(x)eBy z2€Bp
[

Proposicao 2.9. Um espagco de Banach E ¢é reflexivo se, e somente se, seu dual E’

também € reflexivo.

Demonstracao. Se E é reflexivo, Jp : E — E” & sobrejetiva. A pergunta é, Jg :
E' — E" & sobrejetiva? Assim, dado 2 € E", sabemos que o operador adjunto
(Jg) : E" :— E’ é um isomorfismo. Definiremos z’ = (Jg)'(z"") € E’. Queremos que

Jg (2") = 2. Para todo z € E, temos que
Jp(2)(Jp(2)) = Jp(z)(2') = (2')(z) = (JB)'(2")(z) = 2" (Jp(2))

logo Jg : B/ — E" & sobrejetiva e E' reflexivo.

Se E' é reflexivo, entao J, : B/ — E" é sobrejetiva. Suponha por absurdo que F nao
seja reflexiva, assim Jg : E — E” nao é sobrejetiva. Como Jg : E — Jg(E) C E”
¢ uma isometria linear, temos que Jg(F) é fechado em E”. Logo, existe ¢ # 0 em
E" = Jg(FE'), com p(Jr(F)) = {0}. Por E" ser reflexivo, segue que ¢ = Jg/(¢) para
alguma ¢ € E’. Logo, para todo x €

0= ¢(Je(x)) = (Je(¢)(Je(z) = Je(z)(¢) = ¢(z)

0 que gera um absurdo, pois ¢ # 0. O]

Em meados do século XX, R. C. James concebeu o conhecido espago de James,
que é isomorfo isométricamente ao seu bidual, mas nao é reflexivo. E preciso considerar
que se um espacgo F ¢é reflexivo, entao ele é isomorfo isométricamente ao seu bidual E” por

meio do mergulho candnico Jg. Mas, um questionamento pertinente pode ser interessante
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para a compreensao do que foi dito: Se E for isomorfo isometricamente a £E” por meio de
outro isomorfismo isométrico, entao F seré reflexivo? Essa indagagao acaba sendo negada

diante da construcao de James.

Aqui esta presente um estudo feito da reflexividade. No entanto, é importante
salientar que nao houve, por motivo de tempo durante a producao escrita conciliada
a graduacao em processo de finalizagao, aprofundamento em outras propriedades dos
espagos reflexivos que dependiam de novos conceitos; a titulo de exemplo: o fato de
que todo subespaco fechado de um espaco reflexivo é também reflexivo. Ao leitor mais

interessado neste aprofundamento, indicamos a leitura de [6] e [1].
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Capitulo 3
Espacos de Lebesgue

Neste capitulo usaremos conceitos e propriedades da Teoria da Medida, apresen-

tados no Capitulo 1.

Defini¢ao 44. Sejam (X, X, ) um espago de medida e 1 < p < co. O conjunto de todas

as fungoes mensuréaveis de X em R tais que

1l = ( / rf|pdu)” < oo

seré denotado por LP(X, X, ).

Teorema 3.1. (Desigualdade de Hélder para integrais) Sejam p,q > 1 tais que %—i—% =1
e (X,X,u) um espaco de medida. Se f € LP(X,X,u) e g € LYX,X,u), entdo fg €
LHX, S, p) e

1fglly < 1f1lp - lgllq-

Demonstracao. Afirmacao: Dados a,b € R* vale a seguinte desigualdade

Para provar a desigualdade acima, inicialmente considere a fungao f = f, : (0,00) — R
dada por f(t) =t* —at, com « € (0,1). Note que, f assume seu valor maximo em ¢ = 1,
logo

f)=t"—at<1-a.

Somando at de ambos os lados, obtemos que
t* < at + (1 — a) para todo t>0.

Note que ¢ = p%l. De t* — at <1 — «, segue que ao tomarmos t = § e o = 217
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1

(2)p_19<1_1:1$
p

b pb q
<ﬂ)i 1,a

b q pb
1 br ab%
T

béa% < 9 + g,

q P

0 que prova a afirmagcao.

lgl?

llgllg’

Agora, tome a = |ifhp eb= temos entao que

1IfPP 1 |g|7
/1 gl §_|f|p+_lg|q‘
1Al llglle = IIfIE  allglg

Dai,
1IfP 1 ]gl¢
/] 9] >

@9t < Ul (5120 + LI

Note que,

L/u@mmwwwa/wmwmwMMMM=nnmmu/aw&ﬂm

b
suﬂmmm(/(§+5)¢a
) e 1mwd)
WMMM(/MH$I+/ﬂMEx
1 1
=4ummm(;+5)=nmmmu

]

Teorema 3.2. (Desigualdade de Minkowski para integrais) Sejam 1 < p < oo e (X, X, p)
um espago de medida. Se f,g € LP(X, %, 1), entao [+ g€ LP(X, X, u) e

1+ gllp < [1£llp + llgllp-

Demonstragao. Se ||f + g|l, = 0, entdo a desigualdade é valida. Se p = 1 segue da
desigualdade triangular do moédulo. Suponha entdo ||f + g¢||, # 0 e p > 1. Para todo

r € X, temos que

[F () + g(0)” < (If (@) + [g(2))" < (2max{|f(z)],|g()|})? = 2"(max{[f(2)|, [g()[})"

< 2°(|f ()" + lg(2) 7).
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Dessa forma, segue que f + g € LP. Agora, vamos provar a desigualdade do enunciado,

(@) + g(@)" = |f(2) + g(@)] - | f(z) + g(a)"
<|f(z) + 9@ - (1f ()] + |9 (z)])
= @) [f(@) + g@)"" +lg(2)] - [ f(z) + g(a)]"

8

8

1'—= 1, temos que

o que vale para todo x € X. Agora, ao tomarmos ¢ > 1 tal que p~! + ¢~
(p—1)g = p, o que nos leva a |f + g|P~! = |f + g|§ € L. Da desigualdade de Holder,

temos

S =
Q=

(fx |f + gl Vadp)

([ |f + g|®Dadp)s .

/ I+ gl < (fi 1f1dw)

X|9Hf—F9VF4du < ([x lglPdp)

3=

Ao somar as duas desigualdades, temos o seguinte

/Wf+mwu=/Wﬂﬁ+mﬁuu+/wwf+mwwu
X X X

Pd v (pfl)qd )q
s(/xm u) (/er+g\ ’
+([Qmﬂw)p(éjf+m@“MM)q
Y . .
< ([rrvatrmad) | ([ 1svan) ([ 1apan) ]

De onde concluimos que
1f +gllo < 1fllp + llgllp-

]

Temos que em geral || - ||, ndo ¢ uma norma em LP(X, 3, u), pois podemos ter
| fll, = 0 para fun¢oes nao nulas. Para contornar esse fato, se (X, X, ;1) ¢ um espago de me-
dida, introduzimos uma relagao de equivaléncia dizendo que duas funcoes f,g: X — R,
sao equivalentes se f = g pu—quase sempre, ou seja, quando existe um conjunto A € X

com medida nula (u(A) =0) e f(z) = g(x) no complementar de A.

Vamos denotar tal classe de equivaléncia por [f], e no conjunto quociente

LP(X,3, ) asoma [f] + [g] = [f + g] e c[f] = [cf] estdo bem definidas e tornam o

conjunto LP um espago vetorial. Por fim, ao definirmos ||[f]|l, = |||, conseguimos a
condigao que faltava para tornar || - || uma norma.
Logo (LP(X, %, u), || ]lp) € um espago vetorial normado. Dado que LP é um espago

vetorial normado, ¢ interessante saber se o0 mesmo serd um espacgo de Banach.
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Ao tratarmos do conjunto quociente LP(X, 3, 1) vamos omitir a notagao das classes

de equivaléncia [f] por apenas f, desde que f € LP.

Teorema 3.3. Se 1 < p < oo, entdo LP(X, %, 1) € um espaco de Banach com a norma

1l = ( /X |f|”du)p~

Demonstragao. Ja temos que || - ||, é uma norma em LP(x). Falta mostrar que || - ||, é
completa.

Seja (¢n)n uma sequéncia de Cauchy, isto é, para todo ¢ > 0, existe & > 1 tal que
lom — @nllp < €, para quaisquer m,n > k. Queremos mostrar que (¢,), ¢ convergente,
para isso basta mostrar que (¢, ), admite subsequéncia convergente. Vamos considerar a

subsequéncia ¥y, = ¢, , tal que
1
lr = ¥l < 5, para todo &k > 1.

Defina, 1) : X — R U {oo} dada por

Y(a) = (@) + Y (W = i) ()],
k=1

Note que por |11 — | > 0, temos que 1) converge ou vai para infinito, mas nao oscila
(estd bem definida).
Afirmacgao: ¢ € LP(p).

De fato, se
()] = lim <|w1<x>| £3 [rala) - wn) .

Elevando a p e integrando ambos os lados da equacao acima, obtemos que:

/Mpdu:/?}i—%@ (Wl(i’j)’+Z|¢k+1(fﬂ)—wk(x)|> dp.

Podemos retirar o limite da integral pelo Teorema da Convergéncia Mono6tona, ja que
(1, (x)) € monotona por ser dada por uma soma de fatores maiores ou iguais a zero. Isto

implica, que:

[ 1etardn = in [((a) + 3 o) - v(@)rdu
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Ao elevarmos ambos os lados da igualdade acima por i obtemos

P

[l = lim [/ <|w1|+2|¢k+1+wkl> du]
k=1

Dessa forma, pela desigualdade de Minkowski temos que

[l < lim_| <|¢1| + kz: [rt1 — WI) lp < Tim [l + kZ [r+1 — Y llp-
—1 =1
Logo, temos que
=1
9l < Il + 3 o < 00
k=1

e, assim, ¢ € LP(X, %, p).

Observacao 3.4. Se /|1/)|pdu ¢ finita, entdo o conjunto {x € X;¢(x) = oo} possui

medida nula. Caso contrario, terfamos que / |t)|Pdy seria infinita. Portanto, a série

> [tk (@) — ()]

converge em R para p-quase todo ponto z.

Definimos entao,

Y1(x) + > (Wrga() — (), se ¢h(x) < oo

Note que,

a) ¢(x) estd bem definida para todo z. Isto é, nao assume valores infinitos, pois se

Y(z) < oo, entdo Py (x) + Z(1/Jk+1(x) — x(x)) converge absolutamente, logo também é
convergente.

b)

n—00
k=1

p(r) = lim (wm £ W @) - zwk(m))) = lim g1 (a).

A série do primeiro limite é uma série telescopica. Assim, provamos que ¥y (x) — ()
para todo x, isto é ¢y, que é uma subsequéncia de ¢,, é convergente pontualmente.

Dessa forma, nos resta verificar que
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i) p € LP;

i) |ln, — ll, — 0.
Vamos verificar i):

pl) = Tim 41 (2) + D e () — ()

[1e@rdu= [

Queremos retirar o limite da integral, mas nao podemos usar o Teorema da Convergéncia

p

V(@) + Y k(@) — di(@)| dp.
k=1

Monoétona. Porém, note que

P+ Z(l/)kﬂ — Uy)
k=1

< |+ ) [k — il <.
h=1

E, dessa forma, para todo n,

p

< [P

Y1+ Z(¢k+1 — i)
k=1

Como / ||Pdu < oo (isto é, 1 é integravel), pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

podemos retirar o limite da integral e obtemos:

[1e@ran= i |

Il = tim [+ (s — )
k=1

p

Yi() + Y (g (@) — ()| dps

Portanto,

lpllp = Lim [l + Z(%H — i) [lp-

k=1

Utilizando a desigualdade de Minkowski, temos que

oo
1
el < el + 3 o < oo.
k=1

Portanto, ¢ € LP(X, %, p).
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Por fim, vamos mostrar ii),

o0

p(x) = +Z Vi1 — i) (2)

=
—(z) + Ziwm ) + f; C—
() + kiwm @)Y
p(z) k:i Va1 — i) (2).
Dessa forma, temos que
I =l = gwm ) (é) gj s — )l < i =

Logo quando m — oo, || — ¢n,. I, — 0. Note que a desigualdade (x) ndo segue da
desigualdade de Minkowski, mas tem argumento analogo ao usado anteriormente com o

Teorema da Convergéncia Dominada. Logo, provamos que LP(X, Y, u) é de Banach. [

Exemplo 26. ¢y o conjunto de todas sequéncias que convergem para zero e [P, com

1 < p < o0, sao separaveis. Para cada n € N, considere
e, = (0,0,...,0,1,0,0,...)

a sequéncia formada por 1 na n-ésima coordenada e 0 nas demais coordenadas. Os vetores
€1, €, ... sao chamados de vetores unitarios canonicos dos espagos de sequéncias. Dado

x = (a;j) € cp, temos

k
liin ||z — Zajejﬂoo = lilgn 100,0,...,0, aks1, Gkro, - - )|loo = llm sup |a;| = 0,
j=1 ik
k
pois, quando j — 00, a; — 0, e segue que Zajej — x com k — oo em ¢y. Como
j=1

Z aje; € [e1,eq,...] para todo k, do Lema segue que ¢y é separavel.

Dado = = (a;) € [P, como

k 00
lim |l — > ajejlle = lim [[(0,0,....,0, ar1, ks, - ) [loo = Lim > ol =0,
j= j=k+1



Capitulo 3. FEspagos de Lebesgque 49

pois a série Z |a;|? é convergente, e o mesmo argumento utilizado para ¢y mostra que [P
j=1

é separavel.

Exemplo 27. Analogamente ao que foi feito no Exemplo [24| vemos que LP[a,b], 1 < p <

oo é separavel. Dado f € LP[a,b] e € > 0, como ja sabemos que €[a, b] ¢ denso em LP[a, b]

devido ao Teorema entao existe g € €la, b] tal que

g
— < 2.

Pelo Teorema de Weierstrass existe um polinémio p tal que

9~ plle < 577
I7Pllo =90 —a)
Assim,

9
1f = plly < 1f = gllo +lp = gllp < 5+ & =a)llg = plle <e.

Provando que o conjunto de todos os polindémios é denso e LP[a,b]. Agora basta definir
novamente a fungao [a,b] — f,,(t) = t" e o conjunto A = {f,;n € N} é enumeravel. E
como [A] = LP[a, b], pelo Lema [2.1] segue que LP[a, b] é separével.

Denotaremos por £ o conjunto de todas as func¢oes mensuraveis limitadas u-
quase sempre, isto &, existe um conjunto N € ¥ e K € R tais que u(N) =0e |f(z)] < K
para todo x ¢ N.

Seja f € L2(X, X, u) e N € ¥ possui medida nula, definimos S¢(N) = sup{|f(x)|;z ¢
N} e [If oo = inf{Sy(N); N € 3 ¢ u(N) = 0},

Mais uma vez temos que || f|l.o = 0 sem que necessariamente f seja identicamente
nula. E novamente utilizaremos classes de equivaléncias, como no conjunto LP. Assim
definimos o conjunto de todas as classes de equivaléncia das fun¢oes mensuréaveis f :
X — R que sao limitadas p-quase sempre. E temos que L* é um espago vetorial.

Vamos mostrar que || - ||« ¢ de fato uma norma em L°°;

1) Ifllc = O se, e somente se, inf{S;(N)/N € ¥ e p(N) = 0} = 0, o que ocorre
quando |f(z)| =0 com x ¢ N;

2) [|flloo > 0 para toda f € L°°;
3) [ flleo + [I9lloo = IIf + glloo (segue das propriedades de infimo e supremo);

4) | A flloo = Inf{ASF(N); N € ¥ e pu(N) = 0} = AMinf{Sy(N); N € £ e p(N) =0} =
Al flos-

Lema 3.5. Se f € L>®(X, %, ), entao |f(z)| < || flleo p-quase sempre.
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Demonstragao. Pela defini¢ao de || f]|« existe uma sequéncia (N,), de conjuntos de me-

dida nula, tais que
Tim (V) = £l

e
|f(2)] < Sp(Ny)
para todo x ¢ N,,. Seja N = U N,,, uniao enumeravel, resulta que
n=1

u(N) = Z 1(N;) =0 e |f(z)| < Sf(N,) para todo = ¢ N.
Dessa forma,
f@)] < lim [ FV) = ]
]

Proposicao 3.6. Seja ¢ € L>®(X, X, ) com pu(X) < 0o. Entao L™ C LP, para 1 < p <

Q.

Demonstragao. Dada ¢ € L>®(X, X, ),

et = |¢|P); <liell (/. 1pdu)’1’ < 00 u(X) < o0

A primeira desigualdade decorre do lema anterior. Logo ¢ € LP. O]
Teorema 3.7. L>®°(X, %, u) € um espago de Banach.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar que L é completo. Seja (f,) uma sequéncia de Cauchy
em L>®. Dado k > 1 (k € Z), temos o inteiro N}, tal que

| =

Hfm - anoo S

para todo m,n > Nj. Logo, por definigao de || ||o existe Ex um conjunto de medida nula,
tal que

[ fm () = fu(@)] < (3.1)

1
k
para todo = ¢ Ej e m,n > Nj. Tomemos E = U Ex, n(E) = 0, e para todo

k=1
x ¢ E asequéncia (f,(z)) é de Cauchy em R. Logo f, — f(x) para todo x ¢ E. Fazendo

m — 0o em (3.1), temos que

, para todo n > Ny

S

[f(@)] = [fal2)] < |f(2) = ful2)] <
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logo feL®e|f— ful < %, para todo n > Nj. Dessa forma, f, — f em L. Assim,

concluimos que L* é Banach. O

Observagao 3.8. Para cada nimero real p > 1, definimos

P ={(a;);a; €ER, ¥Vj €Ne Y |a]" < oo}

j=1

Considerando o conjunto das partes P(N) e a medida de contagem p, temos que

I? = IP(N, P(N), ).

o0 P
Note que {? munido da norma ||(a;), = ( g |aj]p) é de Banach com as opera-
i=1
¢oOes usuais de sequéncias.

Exemplo 28. [ nao é separavel. Com efeito, suponha por absurdo que [*° contenha uma

o0

sequéncia (7,) densa. Denotaremos por w,, = (a})j2;, para cada n € N. Seja y = (b;)32,

dada por,

{ bj=0 ,selaj] >1 (3.2)

bj:a§+1 , se \a§|<1

Note que, |b;| < 2, para todo j logo y € I*°. Por (x,) ser densa, existe ny € N tal que
|y — @y, || < 1. Porém,

1y — nlloo = sup{|br — a7, [ba — a3], ..., [bn —apl|,...} > [bn —ag] e
0—a, ,se |ay| > 1 a,| ,selay| >1
by — a7 = |0 — ag] |ag| _ ) ezl |ag| WneN  (33)
,se lar| <1 1 selal| <1
Assim, temos que |b, —a’| > 1 o que gera uma contradigao e segue que [* nao é separavel.
Dado 1 < p < oo, denotaremos por p* o tnico nimero maior que 1, tal que
% + z% = 1. Para p = 1, tomaremos p* = oo e diremos que p* é o conjugado de p.
Exemplo 29. Sejam 1 < p < 00 e (X, %, u) um espago de medida. Dada uma fungao
g € LP (X,%, ). Dado g € L9(u), considere o funcional linear

¢y LP(p) — R
fr— / fadpu.
X
g € continuo, pois

oI _ LS fodul _ 1Ifllpllgll,
171l Il = l1f 1l

= llgllg, ¥.f #0.
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Logo o supremo esté limitado, assim, |p,| < |lg|l; < co.
Afirmacgao: [|¢,|| = | g/l4, para todo g € L(p), ou seja, g — ¢, é uma isometria.
Vamos dividir a demonstragao em casos:

19 caso: 1 < p < oo, defina f = Dessa forma,

\gl2 a:

| [ fgdul ’f|g||gz‘ qdp| ) 1-1/p
[ Ifledu]? nea ( / l9 \) = lglls

logo [lggl = gl
Note que f € LP, pois

p
g _
[1span= [ <|g'|2'_q) = [ 191" vdp = [ lglrds < o0,

29 caso: p = 1. Seja g € L™(n), ¢, : L' (1) — R. Temos que,

llgllee = inf{c > 0;|g(x)| < ¢ Vu — quase todo z}.

Fixe qualquer ¢ < ||g||oo, assim X. = {z;|g(z)| > ¢} tem medida positiva. Tome,

{ 9@ se e X,

—~

lg(2)] (3.4)
0 ,sexelX,

fx) =

note que f € L'(u), pois

/|f|dM=/Xcdu=u(Xc)<oo

leg(OII 1S fodul _ s Ngldnl _ cpu(Xe)
1 £1l1 n(Xe) (X)) T (X)) =c
pois |g(z)| > ¢ em X,.. Dessa forma, mostramos que ||¢,4|| > ¢, para todo ¢ < ||g||«. Logo

legll = Nlgllco-

32 caso: p = oo, agora com g € L'(pn), ¢, : L®(n) — R. Tome f(z) = %, com

Agora, seja

lg(x)| # 0, assim temos que || f|l.c = 1. Logo,

=1/ () ] = ran-

Ou seja, construimos uma isometria linear (o outro lado da desigualdade ||¢,4|| < ||g/|p*

Dessa forma, |[¢g]| = (g1
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segue da desigualdade de Holder)

@ L (u) — (L ()
g — @

que por ser uma isometria linear, é injetora!

Logo, concluimos que o dual de LP(u) contém uma copia isométrica de L(u) (¢ = p*).

* ! . . . .

Para que os espagos LP (X, %, u) e (LP(X, X, 1)) sejam isometricamente isomorfos
falta verificar que essa correspondéncia é sobrejetora, ou seja, todo funcional linear em
LP provém de uma funcdo de LP". Para tal, veremos a seguir uma das muitas formas do

Teorema da Representacao de Riesz.

Teorema 3.9. Sejam 1 < p < oo e (X, %, u) um espago de medida. No caso p =1 su-
pomos que p seja uma medida o—finita. Entao a correspondéncia g — @, estabelece um
isomorfismo isométrico entre LP (X, %, u) e (LP(X, %, 1)) em que a relagio de dualidade

€ dada por
@ Li(p) — (LP(w)

g'—wg:/ fgdu,
X
com f e LP(X,%, ).

Demonstragao. Inicialmente vamos definir,

n:B—R

onde 1 é uma medida e B é a familia dos conjuntos mensuréveis. A respeito de 7 temos

o seguinte:

i) n(@) =0;

ii) n (U Aj> = Zn (A;) com os A; dois a dois disjuntos.
=1 =1

A respeito da segunda afirmacgao, temos que quando a uniao for finita nao temos problema,

mas quando passamos o limite n — oo temos que tomar cuidado.

n

7 (91 Aj> = (XU;.;lAj) = (JZ:; XA]) = gso (Xa,) =D n(4).

J=1

n

Se tomarmos n — oo na ultima igualdade, obtemos o que Zn(Aj) — Zn(Aj),
j=1 j=1
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mas o problema esta em verificar se ¢ (XU?=1 Aj) —p (XUE-";l Aj)7 ou seja, /YU?:l Ay T
XU?il Aj
Afirmagao: Xy 4, — X, 4,

De fato, perceba que n = ¢ o Xy com ¢ € (LP). Como o é finita, temos que
X4 € LP, pois

/X XaPdp = p(A) < p(X) < oo,

para todo A € X. Note que, se ANB = &, entao Xyup = X4+ Xp. Assim, se A = U Aj,
j=1

o
temos que X4 = Z X4; o que implica em
j=1

p(Xa) = (Z XA]) -

Além disso, note que dado zy € D(X,) temos que 29 € A ou xyg ¢ A. Se zg ¢ A,
entdao x9 ¢ Aj;, para todo j € N e logo Xa(wg) = X4, (z0) = 0, para todo j € N.
Dessa forma, quando zo ¢ A A{jr_ a,(w0) —> A=, a,(z0). Resta verificar quando
rg € A. Se xy € A, entao existe ng € N tal que zy € A,,. Assim, se n > ng te-
mos que Xu;L:lAj(iBo) — Xa(zg) =1 —1 = 0. Ou seja, XU?:1A,7- — XU?’;lAw para todo
r € D(X4). Além disso, XU?:lAj < Xx € LP, para todo n € N. Logo, pelo Teorema da
Convergéncia Dominada, segue que, quando n — 0o, temos XU;_LZI A, — Xaem LP o

que prova a nossa afirmacao.

Além disso, se u(A) = 0, entdao X4 = 0 em LP(u), logo n(&) = 0. Pelo Teorema
de Radon-Nikodyn, existe g tal que

n(A) = /A gdp

Para todo A € B, o que implica em

para toda fungao simples f, pois f é combinacao linear de X4,. Precisamos mostrar duas

coisas, que g € L(u) e f ¢ qualquer. Perceba que fg € L'(u), logo pela reciproca da
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desigualdade de Holder g € L9(u). Agora, considere o seguinte operador:

pg: LP(u) — R
fres [ fodn
b's
A respeito desse operador temos o seguinte:
o o(f)=p,(f), para toda f simples;
® ©, p, sdo continuas;
e O conjunto das func¢oes simples é denso em LP, para todo 1 < p < oo.

Logo, temos dois operadores lineares continuos que coincidem num subconjunto denso,
ou seja, ¢ = p,. Note que nao precisamos mostrar a injetividade, pois a mesma decorre

do exemplo anterior. O

Note que, o teorema acima fornece informagao para 1 < p < 0o, a seguir veremos

um resultado que ird nos auxiliar no caso em que 1 < p < oo.

Proposicao 3.10. Para 1 < p < o0, 0s espagos LP(X,%, u) (em particular ) sdo

reflexivos.

Demonstragao. Considere T : LP* — (LP) e S : [P — (LP*)" da mesma forma que

definidos no Teorema isomorfismos isométricos tais que

Se(f) = /ngdu

para todo f € LP(X, ¥, u). Logo T~! também é um isomorfismo isométrico e pela pro-
posicdo anterior (T71) : (LP*) — (LP)"” ¢ um isomorfismo isométrico também. Logo,
(T oS : LP(X,%, u) — (LP(X, 3, )" € um isomorfismo isométrico, por ser uma com-
posicao de isomorfismos isométricos. Vamos provar que, (T71) oS = J L,- Sejam f € LP,
o € (LP) e g=T ' (p) € LP*. Entao,

(T 0 S)(N)w) = (T (S()e) = S(HUT) (@) = S(f)lg) = /ngdu =T(g)(f)
= o(f) = T (f)(p)
Logo LP é reflexivo. m

Teorema 3.11. Sejam 1 < p < oo e (X, X, 1) um espago de medida. Entao a correspon-
déncia g — ¢, estabelece um isomorfismo isométrico entre LP" (X, 3, ) e (LP(X, %, 1))’
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em que a relagao de dualidade € dada por
@ Li(p) — (LP(w)

gr— sogz/ fgdpu,
X

com f € LP(X, %, n).

Demonstragao. Devido ao exemplo 29| nao precisaremos mostrar a injetividade do opera-
dor ®, apenas a sobrejetividade. Dessa forma, como a imagem de ® ¢é isometricamente iso-
morfa ao espago de Banach LP" (X, X, i), temos que a mesma é fechada em (LP(X, 3, u))'.
Assim, basta mostrar que ®(LP (X,3, 1)) é denso em (LP(X, %, u))". Suponha por ab-
surdo que nao temos tal densidade. Neste caso, existe p € (LP(X, 3, u)) —P(LP" (X, X, 1)),
pela Proposicao "3.4.10"existe ¢ € LP(X, X, un)"” tal que, ||[¢|| = 1 e ¥(h) = 0 para
toda h € ®(Lr"(X,X, u)). Note que, 1(®(g)) = 0 para toda g € L (X, 3, u). Como
LP(X, %, ) é reflexivo, existe f € LP(X, X, i) tal que ¢ = Jrp(x x,0)(f). Logo,

/X Fodi = B(g)(f) = Jovix s () (@(g)) = 6(@(g)) = 0, ¥g € L7 (X, 5, ).

Fazendo g = |f[P72- f € LV (X, 3, ), temos que

o= ([ 102 ga) = ([ 1) = 1Al = a0l = 1ol = 1

A igualdade (*) segue do fato de J ser uma isometria. Logo, encontramos uma contradicao

em que 0 = 1, o que conclui a nossa demonstracao. ]

Exemplo 30. O espaco [; nao é reflexivo. De fato, pois [; é separavel e seu dual [*°
nao é separavel. Logo, L' pela Proposicao nao é reflexivo.
Exemplo 31. O espaco [*° nao ¢ reflexivo, pois é dual do ! (I') = [*® que por sua vez

nao é reflexivo. Logo, em geral L* nao é reflexivo.

A luz dos resultados vistos anteriormente nesse texto, podemos dizer a respeito
da Separabilidade, Dualidade, Reflexividade e completude dos espagos LP(X, 3, i) com
1 < p < o0, 0 seguinte:

e L'(1) E separavel , nao é reflexivo, pois [ nao é reflexivo seu dual é dado por
L>(u) e & completo por

e O espago LP(u)[a,b] (1 < p < oc) é separével, vide 27, Reflexivo [3.10} seu dual é
dado por LP"(u1) e é completo por ;

e O espago L*(u) nao é separavel, por , nao é reflexivo [31|{ e é completo por .
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